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Avant-Propos

Ce document est adressé a tous les étudiants ayant déja acquis les connaissances nécessaires sur la
statistique descriptive, inférentilelle et en probabilité. Il correspond particulierement aux enseignements
en Master 2 de la Statistique et I’ Analyse Décisionnelle (SAD). Il constitue un support du cours consacré
au traitement des données statistiques par 1’approche bayésienne.

Nous donnons dans ce cours les principes de I’inférence bayésienne permettant de définir les estimateurs
bayésiens. Les deux difficultés majeures de 1’approche bayésienne sont le choix de la loi a priori et le
calcul des procédures bayésiennes qui peuvent étre surmontées en suivant des regles simples.

Les exercices avec des éléments de réponses qui figurent dans le chapitre 5 sont des exercices des séries
de TD effectuées au sein du département de Mathématiques pour les étudiants de Master 2 SAD. La
bibliographie donne la liste des documents que nous avons consulté pour la réalisation de ce cours.



Introduction

L’ observation d’un phénomene aléatoire peut mener a une inférence sur la distribution de probabilité
a ’origine de ce phénomene pour une analyse ou une prévision.
La statistique bayésienne est une approche cohérente et pratique pour la résolution des problemes d’inférence
statistique, adaptée aux outils informatiques de simulation et apte a répondre aux problemes de modélisation
les plus avancés dans toutes les disciplines. Cette approche, appelée aussi “Théorie moderne de la
décision”, tient compte d’informations a priori basées souvent sur des probabilités subjectives. Cette
information exogene aux données, fournie par 1’expérimentateur, est susceptible d’améliorer 1’estima-
tion des parametres. Elle permet une analyse complete des incertitudes et aussi la modélisation (choix
de la loi a priori).
L’estimation des parametres est basée sur une distribution dite "loi a posteriori” qui permet de fusionner
I’information donnée par les observations avec I’information a priori.
La densité a priori étant la densité qui décrit 1’état de connaissance ou 1I’ignorance concernant les pa-
rametres avant la prise en compte des observation, le choix de cette densité est le probleme le plus
décilcat et le plus critique de 1’analyse bayésienne. En effet, il est tres rare que 1’information disponible
soit suffisamment précise pour pouvoir déterminer exactement cette densité. Il faut donc faire des ap-
proximations dont le choix aura des répercussions sur les inférences statistiques bayésiennes. Une revue
complete concernant I’assignement des densités a priori est faite dans la référence [14]. Nous présentons
dans ce document deux types de densités a priori les plus courants : les densités conjuguées et les den-
sités a priori non informative.
Les algorithmes de simulation des méthodes de Monte Carlo par Chaines de Markov (MCMC) sont
tres puissants et suffisamment généraux pour permettre de simuler des densités de probabilité com-
plexes et de dimensions élévées et, donc, pour résoudre les problemes numériques rencontrés en statis-
tique paramétrique bayésienne. Une revue complete sur 1’analyse bayésienne peut étre trouvée dans les
références (voir [16], [17] et [3]).
La statistique bayésienne connait une croissance exponentielle par ses applications dans différents do-
maines a savoir : Science de I’ingénieur (Fiabilité), Science expérimentale, Sciences sociales, Médecine,
Economie, ...etc. Elle est devenue un outil incontournable pour la modélisation des différents phénomenes.



Chapitre 1

Principe Bayésien

1.1 Introduction

Soit X7, Xo, ..., X, un n-échantillon issu d’une variable aléatoire (v.a.) X dont la loi dépend d’un
parametre inconnu 6 € R.
Le but de I’analyse statistique est de faire de I’inférence sur 6 (décrire un phénomene passé ou a ve-
nir dans un cadre probabiliste). Si toute 1’information a propos de 6 est contenue dans les données
x = (x1,29,...,x,) on applique I’approche classique donnée par le Maximum de Vraisemblance
"MV”’(Maximum Likelihood Estimator "MLE”).
On considere le cas ou nous avons des connaissances a priori sur 6. L’approche bayésienne consiste a
utiliser cette information pour I’estimation du parametre 6.

1.2 Rappels sur les notions de probabilité

Mesure

Soit 2 un ensemble. Une mesure y sur €2 est une application y : P(2) — R définie sur I’ensemble
de toutes les parties de €2, additive (u(A U B) = u(A) + u(B) si A et B sont deux parties disjoints avec

p1(0) = 0).
Exemple 1.2.1. Sur R on peut définir, pour toute partie A C R, la mesure y,,(A4) = 2#{0,...,n—1}N

T n

A. En passant a la limite sur n, on obtient ce qu’on appelle une "moyenne” u qui est additive, positive et
vérifie p(R) = 1.

Tribu

Soit 2 un ensemble. Une tribu, ou o —Algebre est une collection A C P(€2) de parties de 2 qui
contient ) et €2, stable par union dénombrable et par passage au complémentaire.

Les exemples classiques et les plus utilisés en pratique sont les suivants :
Si Q2 est dénombrable P(12) est une tribu. Sur R (ou plus généralement sur R?) on considere la tribu
borélienne engendrée par les ouverts. P(N) et P(R) sont les tribus les plus utilisées.
Si A est une tribu sur €2, un ensemble mesurable est simplement un ensemble A € P(£2) qui est dans la
tribu A. Autrement dit, A € A C P(Q).
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Mesure de probabilité

Soit (£2,.4) un espace mesurable. Une mesure de probabilité est une application P : A — [0, 1]
vérifiant P(Q2) = 1 et si (A4, )nen est une suite de sous ensembles mesurables de €2 deux a deux disjoints,

alors P(UU,,cn An) = D nen P(An).

Espace de probabilité

Un espace de probabilité, ou espace probabilisé (€2, A, P) est la donnée d’un ensemble €2 muni d’une
tribu A et d’une mesure de probabilité P.

En pratique, les espaces les plus utilisés sont (N, P(N)), (R, P(R)) et plus généralement (R4, P(R?)), d >
1, munis des probabilités associées.

La théorie de probabilité permet de fournir des modeles mathématiques pertinents a des phénomenes
faisant intervenir du hasard et de 1’aléa : lancer de dé, cours d’une action en bourse, durée de vie d’une
ampoule, temps d’attente d’un bus, fluctuations de certaines quantités (variation des différentes mesures
d’une grandeur physique autour de la valeur théorique attendue, variation de la température autour de la
valeur moyenne attendue, etc).

On modélise un ensemble de situations possibles par un espace de prrobabilité (€2, A, P). L’ensemble €2
est I’espace des états, ou espace des résultats possibles et on appelle événement un ensemble A € A.
P(A) est la probabilité que I’événement A se réalise.

Probabilité conditionnelle

Soit (€2, .4, P) un espace de probabilité.
Soit B € A un ensemble mesurable, tel que P(B) > 0. La fonction P(.|B) définie par A € A —
P(A|B) = P?ﬁg?) est une probabilité sur (€2, A), et la quantité P(A|B) est appelé la probabilité condi-
tionnelle de A sachant B.

P(A|B) représente la probabilité que A se réalise sachant que B se réalise.
Si A et B sont indépendants, 1.e., P(A N B) = P(A)P(B), alors P(A|B) = P(A).
Probabilités composées

Soit (Ay,...,A,) € A% tel que P(A; U...UA,) > 0. Alors,

P(A U...UA,) =P(A))P(A2|A1)P(A3] A1 U Ay) .. . P(A,|A1 U ... UA, ).

Probabilités totales

Une partition mesurable de €2 est une famille d’ensembles (E;);c;, mesurables deux a deux disjoints
tels que | J,.; £; = 2. On suppose que P(£;) > 0 pour tout i € I.

el

Soit (E;)ier C A! une partition mesurable finie ou dénombrable de 2. Alors, pour tout A € A, on a
P(A) =3 i, P(AN EY) = i P(AIE)P(E)).
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Formule de Bayes

Soit (E;);e; C A’ une partition mesurable finie ou dénombrable de 2. Si A € A vérifie P(A) > 0,

alors
o PAERE)
PEIM) = palEpE,) (<

1.3 Inférence bayésienne

Considérons un modele paramétrique statistique pour lequel 1’observation d’une v.a. X est distribuée
selon f(x|f), ou seulement le paramétre ¢ est inconnu et appartient a un espace de dimemsion finie ©.

1.3.1 Information a priori

L’information a priori est toute I’information disponible sur le parameétre 6, en dehors de celle ap-
portée par les observations. Cette information est modélisée au travers une loi de probabilité appelée
”Loi a priori”. On note la densité de probabilité de la loi a priori par 7 (0).

1.3.2 Loi des observations

On interprete la loi des observations (la fonction vraisemblance) comme la loi conditionnelle des
observations x sachant 6. On note sa densité par L(z, #). Elle est définie par :

Liz. 0) = fo(z) = f(z]0) = H?:l flz4,0), cas continu ;
(.6) = { Py(z) = P(X =z|0) =[], P(X; = 2;,0), cas discret.

1.3.3 Loi a posteriori

Dans la théorie bayésienne, 1’incertitude sur 6 étant décrite par une distribution a priori 7 sur ©,
I’inférence est alors fondée sur la distribution a posteriori donnée par la loi conditionnelle de # sachant
z. On note sa densité par m(0|x), elle est définie par :

©(z,0)
m(z)

m(b]z) =
Ou, ¢(z, 0) est la distribution conjointe de x et ¢
= (z,0) = L(z,0)m(0)

et m(z) la distribution marginale de X

m(z) = / o(z,0).
©
La densité de la loi a posteriori est alors donnée par

_ L(z,0)n(0)
m(fla) = Jo L(z, 0)x(6) 6

7(0|z) est proportionnelle a la distribution de z conditionnelle a 6.
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1.3.4 Modele statistique bayésien

Un modele statistique bayésien est constitué d’un modele statistique paramétrique (X, A, Py, 0 € O)
avec f(x|0) densité de Py et d’une distribution a priori 7 () sur le parametre §. Le mod¢le est alors noté
(X, A, Py,7m(0),0 € O).

L’analyse statistique bayésienne vise a exploiter le plus efficacement possible 1’information apportée
par X sur le parametre 6, pour ensuite construire des procédures d’inférence sur 6. Le théoreme de bayes
actualise I’information sur # en extrayant I’information contenue dans 1’observation x en calculant la loi
a posteriori 7(0).

Exemple 1.3.1. Soit un n-échantillon X, X5, ..., X,, issu d’une v.a. X de loi de Poisson P(6) de
parameétre inconnu 6,0 > 0. Considérons la loi a priori de 6 de type Gamma G(a,b),a > 0etb > 0.
Laloide X :

T

0
P(X =zx|0) = —e 2cN§>0.
T

La loi a priori de 6 :

avec I'(a) = [ 2% e " dx,a > 0.
La Vralsemblance (loi de I’échantillon) :

n n 0% e—n&ezixi
L(g,@):HP( =u1z;,0 H(e 0 '):W

La loi a posteriori de 6 :

70l = 229

m(z)
Avec,
p(x,0) = L(z,0)m(0)
_ €_n992i z; here—0b ea—l
e )\ T
_ b“@zimi+a_16_(n+b)0
[(a) [T, o
et
pe +oo

_ 0) = inmi—i—a—l —(n+b)o d6.
0= [ e = o 6

En utilisant le changement de variable o« = (n + b)6 on obtient,

—+00
g2iwita=lo=(n+b)0 g — T +a)
/0 (n + b i Tita Z

D’ou,
BT(Y, 7 + a)
I'(a) [, z:!(n+ b)zizita’

m(z) =
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La loi a posteriori est alors donnée par
(n + b)z”b IH‘“@Z«L zit+a—1
',z +a)

= 9|1~Q<in+a,n+b>.
Remarque 1.3.1. Dans le cas d’une seule observation la loi a posteriori de 6 s’écrit :

_p(z,0)  fx]0)n ( )
m(0lz) = m(x) [, f(x]0)n(6)do’

—(n+b)0.

m(0|z) =

ol z est une observation de densité f(x|6).

1.4 Raisonnement proportionnel

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur le méme espace X'.
On dit que f et g sont proportionnelles, et on note f o g, s’il existe une constante a > 0 telle que

f(z)=ag(x), VrelX.

Résultats
1. La relation o< est une relation d’équivalence. En particulier,

foxg et goch alors f o h.

2. Soient X et Y deux v.a. et soient f et g les densités de X et Y, respectivement.
On suppose que la loi de probabilité de X est inconnue et celle de Y est connue et est notée par P. Alors,

fxg = X ~P

3. La proportionnalité dans le contexte bayésien est donnée par :
Pour 7(6]z) = &2 — =7 L( o) (9)) eta = @, indépendante de 6, on a :
O =

m(z) (z,0)7 (6

m(0lz) o< L(z, 0)7(6).
Exemple 1.4.1. Considérons le modele bayésien de 1I’exemple 1.3.1, donné par
X0 ~ PO, 6>0 et 06 ~ Ga,b).
La loi a posteriori est telle que :

m(0lz) o L(Lni)gg@z pae—ob
~ (6 e ) ( X eal)

x 921 xi+a—16—(n+b)9'

Par conséquent,

Q(le +a;n+b).
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1.5 Approche décisionnelle

L objectif des études inférentielles est de fournir une décision au statisticien. Les différentes décisions
sont comparées au moyen d’un critere d’évaluation donné par la fonction Cofit.
Soit D I’ensemble des regles de décisions ¢, applications de X' dans A (les estimateurs possibles), en
général D = ©. On note a € A une action, on a @ = §(x) est une estimation.
L’inférence consiste a choisir une regle de décision 6 € D concernant § € O sur la base d’une observa-
tionz € X.

1.5.1 La fonction Coiit (ou de Perte)

On appelle la fonction Coiit (ou de Perte), toute fonction [ de © x A dans R. C’est a dire,

l: ©xA — R
(0,6(x)) — 1(6,0(x)).

1(0,6(x)) évalue le coiit (ou la perte ou encore la pénalité) associée a la décision a = §(x) quand le
parametre vaut . Elle permet donc de quantifier la perte encourue par une mauvaise décision. Un cofit
négatif correspond alors a un gain.

Fonctions de coiits usuelles

— Colit quadratique :

1(0,8(z)) = (6 — §(x))>.

Ce cotit pénalise trop fortement les grandes erreurs. C’est une fonction convexe.
— Cofit absolu L' :
1(6,6(x)) = |0 — 6(z)|.

Ou plus généralement une fonction linéaire par morceaux

Lo 1 (6.0(x)) = ko (6 — 0(z)), 6> d6(x)
k1k2 % k1(0(z) —0), 0 <0d(x), ki, ke sont des constantes positives.

Ces fonctions croissent plus lentement que le colit quadratique. Le colit absolu est une fonction
convexe et ne pénalisent pas les grandes erreurs mais peu vraisemblables.

— Colit0—1:
C’est un colit non négatif, treés utilisé dans la théorie des tests. Il associe a un estimateur ¢ la
pénalité 0 si la réponse est correcte et 1 sinon.

1(0,6(x)) = ls@)=0loco, + Ls@)=11loco,-

Oﬁ@—@lu@oew(@_{ (1) 21323?

Ce cofit n’est pas tres intéressant de par son caractere non quantitatif.

1.5.2 Risque fréquentiste (coiit moyen)

On appelle risque fréquentiste, et on note R(6, 0), le cotit moyen du coiit d’une regle de décision, 1.e.

R(6,6) = Eq (60, 6(x))] = / 16, 6(x))L(6, z) d.

X
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(C’est une fonction de 6). § est appelé estimateur tandis que §(z) estimation de 6.
Cas particulier :
Dans le cas d’une perte quadratique [(0, 6(z)) = (0 — §(x))?, on définit le risque quadratique par :
R(0,8) = Eo[(6 —d(x))*]
0% — 20E(6()) + (E(d(x)))
= [(EG@) - 07] + [B((2)
= (biais)® + Var(§(z)).

2
2

) = (E(6(2)))?]
C’est le risque le plus utilisé en pratique.

1.5.3 Risque a posteriori

On appelle le risque a posteriori, noté p(m, d|z), la moyenne du cofit par rapport a la loi a posteriori.

;Mﬂmzwwwmmmg=AMﬁ@M@@w

(C’est une fonction de z).

1.5.4 Risque Intégré

On définit le risque intégré ou risque fréquentiste moyenné sur les valeurs de 6 selon leurs distribution
a priori 7, noté (7, d), par :

r(r, ) = E*O(R(0, 6)) = / R(0,8)(6) do.

(C’est un nombre réel).

Théoreme 1.5.1. Le risque intégré est égal a la moyenne du risque a posteriori suivant la loi marginale
de z, 1.e.,

MmﬁzEmwﬂ@h3£Mm&@m@m@

Remarque 1.5.1. Dans 1’approche classique la régle de décision optimale ¢ doit minimiser le risque
fréquentiste R(6,§) pour tout 6 € ©.
On définit alors les propriétés données ci-dessous.

1.5.5 Risque de Bayes

Un estimateur bayésien associé a une distribution a priori 7 et une fonction de cofit / est un estimateur
0™ minimisant le risque intégré r (7, ).
Le risque bayésien (ou risque de bayes) est alors la quantité donnée par

r(m) = r(m, o").
Théoreme 1.5.2. S’il existe 6 € D tel que r(m,0) < oo alors I’estimateur
0"(z) = argminp(m, dlz), ze€X

est un estimateur Bayésien.
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Par conséquent, un estimateur o minimisant le risque intégré est obtenu en minimisant le colit moyen
a posteriori.
En effet,
A partir du théoreme de Fubini, en utilisant que [(6,6(x)) > 0,

r(r,5) — / R(0,8)7(0) df
/ 10 )n(6) dz do

><

( @l L6, z)m (9)d9) dx
( l 0|:1:)d9> m(x) dx
p(m, Sle)m(z) de.

Pour 6 € D, p(r, 6%|z) < p(r, dla). D'od,
r(m,o") < r(m,d).
L’estimateur de bayes 6™ est un estimateur ayant un risque bayésien (7, 6™) minimal fini. 1.e.,

r(m,0") = gnf r(m,d) < oo.
€D

1.5.6 Risque minimax

On appelle risque minimax associé a la fonction de cofit /, la valeur

R = inf Sup R(0.0) = inf sup g [1(6,5(x))] -

Un estimateur minimax est tout estimateur dy tel que

sup R(0,6y) = R.
0

Théoreme 1.5.3. [/9],
Le risque de bayes est toujours plus petit que le risque minimax

C’est a dire, B
R =supr(m) =supinf r(m,d) < R = inf sup R(0,9).

T © 0€ED 6€D ¢

Les résultats suivants fournissent des conditions suffisantes de minimaxité (voir Robert C.P. 2006).

Lemme 1.5.1. Si 0™ est un estimateur de bayes pour 7 et si R(0,6™) < r(rn),V0 dans le support de T,
Uestimateur 6™ est minimax et 7 est la distribution la moins favorable.

Exemple 1.5.1. (Berger J. 1985) Soit le modgle X ~ B(n, ) et 6 ~ Be(¥%%, %),

297 2
a:+\f/2

L’estimateur de bayes défini par 0*(x) = (sous le colit quadratique), a un risque constant par

rapport a 6 donné par R(6,0%) = e +1\/ﬁ) . En 1ntegrant sur 0, r(m) = R(6,0%). Par conséquent, §* est
minimax et béta est la distribution la moins défavorable.
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Remarque 1.5.2. Les estimateurs minimax correspondent généralement a des estimateurs ayant un risque
de bayes infini. On doit souvent recourir a un argument limite pour établir la minimaxité.

Lemme 1.5.2. S’il existe une suite (7,) de lois a priori propres telles que 1’estimateur de bayes §*
satisfasse

R(6,6") < lim r(m,) < +o0,Vl € O,

n—-+oo

alors 0* est minimax.

Le principe minimax n’est pas nécessairement attirant d’un point de vue bayésien : les lois a priori les
moins favorables sont souvent irréalistes, il est souvent difficile de la construire et plusieurs estimateurs
minimax peuvent exister simulténément. Il est alors nécessaire de présenter un deuxieme critere, plus
local, pour comparer les estimateurs minimax.

1.5.7 Admissibilité
Un estimateur ¢y est dit inadmissible s’il existe un estimateur d; qui domine Jy, 1.€.,
Vo, R(6,00) > R(0,0;) et pour au moins une valeur o de 6, R(0y,dy) > R(6o, d1).

Sinon, d, est dit admissible.
Les résultats suivants fournissent des conditions suffisantes d’admissibilité [19].

Proposition 1.5.1. S’il existe un unique estimateur minimax, cet estimateur est admissible.

Proposition 1.5.2. Si l’estimateur 0 est admissible et de risque constant alors 0y est 'unique estimateur
minimax.

Proposition 1.5.3. Si la distribution a priori 7 est strictement positive sur ©, de risque de bayes fini et
R(0,0) est continu de 0 pour tout 6, alors I’estimateur de bayes 6™ est admissible.

Proposition 1.5.4. Si [’estimateur de bayes associé a une loi a priori 7 est unique, alors il est admissible.

Proposition 1.5.5. Si un estimateur de bayes 6™, associé a une loi a priori 7 (propre ou impropre), est
tel que le risque de bayes soit fini alors il est admissible.

Remarque 1.5.3. Si la fonction de coit est strictemennt convexe (par exemple, le colit quadratique), alors
I’estimateur de bayes est unique et donc admissible.

Exemple 1.5.2. Suite de I’exemple 1.5.1.
L’estimateur 0* = QCL—% est un estimateur de bayes ayant un risque de bayes fini. Il est donc admissible.

Par conséquent, il est I’'unique estimateur minimax (sous le cofit quadratique).



Chapitre 2

Estimation Bayésienne

Les estimateurs bayésiens du paramétre ¢ sont construits a partir de la loi a posteriori 7(6|x) par
minimisation d’une fonction de cofit appropriée.

2.1 Estimateurs de Bayes : cas unidimensionnel

Soit X = (X3, X5, ..., X,) un n-échantillon issu d’une v.a. X de loi dépendant d’un parameétre
inconnu ¢, 0 € R.

2.1.1 Estimateur MMSE

L’estimateur MMSE (Minimum Mean Square Error) de 6, noté 0 mase(x) est I’ estimateur qui mini-
mise le colit quadratique moyen

Il est défini par : R
QMMSE@) = E(9|£)7 V.

L’estimateur M M S E est donc la moyenne a posteriori de 6.
En effet :

R(60.6) = E[(0 — 0] = E[EI(0 - 0)?]a]| = /X E [(0 - 0] m(z) da.

Puisque m(z) > 0, I’estimateur qui minimise E [(é - 9)2} est tel que § minimise E [(é - 6’)2@} pour
tout x.
Ona
E|0-07z] = 8- 20E(0]2) + E(0|2)
R 2
= (6-E@k)) +E@2) - EX(6l)

- (é - E(@@)f + Var(f|z) > Var(f|z).

14



2.1 Estimateurs de Bayes : cas unidimensionnel 15

L’ égalité est atteinte pour R
0(z) = E(0]z).

L’estimateur de bayes du parametre 6, obtenu relativement a la perte quadratique, est alors la moyenne
a posteriori O/ r/sE-

Exemple 2.1.1. Considérons le modele bayésien de I’exemple 1.3.1 donné par :

X0 ~P#), 0>0
0~ G(a,b),a,b>0.

On a,
0|z ~ Q(Z x;+a;n+0b).
L’estimateur de bayes de 6, relativement a la perte quadratique, est donné par :

Y Xita nX+a

Orusse(z) = E@l) ntb  n+b

Remarque 2.1.1.

— Le MMSE est un estimateur admissible. Il n’est minimax que si la loi a priori 7 est bien choisie.

— L’estimation bayésienne d’une fonction de 6, h(f) € R, relativement au coiit quadratique, notée
hi(6), est donnée par hp(0) = E(h()|z).

— Les MMSE sont asymptotiquement confondus avec ceux du maximum de vraisemblance. La
différence est trés petite devant 1/4/n, (voir Borovkov A. 1987, Th.36.9)

2.1.2 Estimateur MAP

L’estimateur MAP (Maximum A Posteriori) de ¢ se fait par maximisation de la loi a posteriori. C’est
a dire qu’on choisit le mode de la probabilité a posteriori 7(6/z) = %. L’estimateur MAP est
alors -
Driap(z) = arg max w(62) = arg maxw(z}6) ().

Cet estimateur est associ€ au colt 0 — 1. Il peut s’exprimer comme un estimateur du maximum de
vraisemblance pénalisé€ au sens classique.

Exemple 2.1.2. [19]
Pour X ~ B(n,0),0 € (0, 1) on considere trois lois a priori 7y (#) = % (loi béta Be(1/2,1/2)),
71(0) = 1 (loi de Laplace) et m3(6) = 0~(1 — )~ (loi de Haldane).

Les estimateurs MAP associés, pour n > 2, sont

5o(z) = max (I_—Wo) () = Z et () = max (‘T -l o) |

n—1 n—2’

On note que 6, (x) = £ est le MLE de 6. Lorsque n est grand les estimateurs sont équivalents.
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Remarque 2.1.2.

— Le colit 0 — 1 est utilisé dans 1’approche classique des tests d’hypotheses, proposée par Neyman-
Pearson. C’est un exemple typique d’un cofit non quantitatif. Il associe a un estimateur 9§ la pénalité
0 si la réponse est correcte et 1 sinon.
Pour la fonction de cofit 0 — 1 qui vaut

L(Qafs):{lgé si 0 € O

sinon,

P(§(z) =0) si. €0,
P(6(x) =1) sinon,

(on retrouve les erreurs de premiere et deuxieme espece, voir $ 2.6).
L’estimateur de bayes associé a ce cotit est alors (voir [19]),

5 () = { 1 si  P(0eBlz)> Pl & Oo|x)

le risque associé est R(6,6) = {

0 sinon.

Par conséquent,
0"(x) =1 sietseulementsi P(f € Oglz) > 1/2.

— Les estimateurs MAP sont asymptotiquement équivalents aux estimateurs du maximum de vraism-
blance classiques et ont I’avantage d’étre disponibles pour des tailles finies d’échantillons.

— Le MAP est utilisé quand le MMSE est difficile a mettre en oeuvre en raison des calculs d’intégrales
compliqués qu’il impose. Il n’est pas particulierement recommandé mais se comporte symptoti-
quement comme le maximum de vraisemblance puisque 7(6) a un poids qui diminu lorsque n tend
vers I’infini.

— Pour les petits échantillons, il est plus habituel de s’intéresser plus précisément a la probabilité a
posteriori, le MAP étant considéré comme une information trop succinte [6].

Autres estimateurs bayésiens

— En minimisant la fonction de cofit L', on obtient la médiane de la loi a posteriori.
— Pour une fonction de cofit linéaire par morceaux

ko (0 —6(x)), 0> d(x)
i i (0,0()) = { ki1(d(z) —0), sinon

I’estimateur de bayes est le fractile ko / (k1 + ko) de m(6|x).

Remarque 2.1.3.

On utilise le mode de la loi a posteriori si on suspecte que la vraisemblance est multimodale (ayant
des maxima locaux). On retient la moyenne et le mode de la loi a posteriori comme des estimateurs
bayésiens. Le plus souvent on utilise la moyenne a posteriori.

2.1.3 Propriétés des estimateurs de bayes

Les estimateurs de bayes sont toujours biaisés. Sous certaines hypotheses de régularité, souvent sa-
tisfaites en pratique, ils sont convergents en probabilité (lorsque n tend vers ’infini). La loi a poste-
riori peut étre asymptotiquement approximée par une loi Normale N (E(6|z), Var(0|z)) ou Var(0|z) =
E((0—E(0|z))?|z) est la variance a posteriori de 6. Cette propriété est utile pour construire les intervalles
de confiance a posteriori.
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2.2 Estimateurs de Bayes : cas multidimensionnel

Soit § = (6,6s,...,60,) € RP,p > 1 le parametre a estimer.
L’estimateur de Bayes de 60, relativement a la perte quadratique, est la moyenne a posteriori définie par :

éMMSE(@) =E(0]z) = (E(01|z), . .. ,E(Gp@))

E(0;|z) = /@ 6,7(6;)z) db;, j=12,....p,

avec, © = 01 x Oy x ... x Oy etm(by|z) = [ o\ [7(0]z)db: ... db, obtenu en intégrant 7(¢|z) sur
toutes les composantes de 6 autres que 6,7 = 1,...,p.

Remarque 2.2.1. Le plus souvent les estimateurs de Bayes des 6; ne peuvent pas étre calculés de fagon
explicite. Il faut parfois faire appel aux méthodes de simulation de Monte-carlo.

2.3 Probabilité prédictive

Dans le paradigme bayésien, la probabilité d’une observation future x* sera estimée par la probabilité
prédictive :
P(a*|z) = / P(a*|0)P(8]z) d6, ob 2 = (1, . .., 2a),
avec ?
P(2,|0)P(0|z1, 22, ..., Tn 1)

P(zp|x1, 29, ..., 2nq)

P(l’l,l'g, e ,In_l)

P(l|z) =

x P(x,|0)P(0|x1,z2, ..., 25 1)

P(zy,29,...,2,)

et
P(xy, s, ..., 2y) :/HP(QUZW)P(H) de.
© =1

Dans ce cas, nous avons

— nouvel a priori : P(0|z1, 22, ..., Tn 1)
— vraisemblance : P(z,|0)
— nouvel a posteriori : P(0|z1, xs, ..., x,).

2.4 Extension aux lois impropres

L’approche bayésienne peut €tre généralisée aux lois impropres, ce qui est notamment utile dans les
modeles non-informatifs (voir $ 3.3.5).

2.4.1 Loi a priori impropre
Soit 7(#) une application de © dans ]0, +o00] telle que

/@ 7(6) d = +oo.

On appelle 7(#) 1a loi a priori impropre.
Remarque 2.4.1. Dans le cas d’une loi a priori 7(#) impropre, la fonction 7(6) n’est pas une densité de
probabilité.
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2.4.2 Estimateur de bayes généralisé

On se donne une loi a priori impropre caractérisée par la fonction 7 (). On suppose que I’intégrale
Jo L(8, )7 (6) df est convergente. On considere la densité de la loi a posteriori définie par :

L(6,z)m(0)

m(fle) = Jo L0, z)m(0) do°

Définition 2.4.1. On appelle estimateur de Bayes généralisé de 6, relativement au coit quadratique, la
moyenne de la loi a posteriori 7(0|z).

Exemple 2.4.1. Considérons le modele bayésien suivant :

XA ~ Exp(A), A>0
Ao~ URY.

La loi a priori est
T(A) = 1g+(A) =1, si A > 0.
La vraisemblance de 1’échantillon :

n

Lz, A) = [ [ flaln) = Arerzme,

i=1
La loi a posteriori est alors donnée par :

Nle=A 2@
Joioe AneA S g\ e

A=A DT

S S I
izt Jo

(21 l’i)n+1)\n€_)\2i T;
I'(n+1)

m(Az) =

T T

ae~ do

D’ou,
m(Az) = G(n+ 1; sz)
L’estimateur de bayes généralisé de \ est alors donné par :

~n+1l n+l

S\G = E()\@)

Remarque 2.4.2. L'inférence bayésienne étant basée sur 7(6|x), I'usage des lois impropres a priori est
justifié si la loi a posteriori est propre. Dans ce cas, I’estimateur bayésien est bien défini.

2.5 Intervalles de confiance bayésiens

L’approche bayésienne présente 1’avantage de permettre une construction directe d’une région de
confiance, contrairement a I’approche classique qui nécessite une stratégie particuliere comme par exemple
I’utilisation d’une fonction pivotale.
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Définition 2.5.1. On se donne un modele bayésien (X, A, Py, w(0),6 € ©) et on suppose que le pa-
rametre 6 a estimer est un réel.
On appelle région de confiance de niveau « ou région a—crédible tout ensemble C, tel que :

P ec,)>1-a,

ot P(1#) est Ia loi de probabilité dont la densité a posteriori est 7(.|x).
On dira qu’une région est a—crédible de plus forte densité a posteriori, et on note PFDP (ou encore
HPD, Highest Posterior Density), si elle s’écrit :

Cp ={0; m(0]x) = ka}
ou k, est la plus grande valeur telle que
PTG eCm)y>1—a.

On obtient que si C), est une région PFDP alors elle est a—crédible.

2.5.1 Intervalle de confiance a priori

On appelle un intervalle de confiance a priori J, de niveau 1 — ¢, I'intervalle pour lequel on a

Pwejyi/ﬂm—l—m

ol « est une probabilité fixée dans |0, 1[.

2.5.2 Intervalle de confiance a posteriori
On appelle un intervalle de confiance a posteriori /, de niveau 1 — «, I’intervalle pour lequel on a
Pweﬂxyz/}wmyzl—m
I

ol « est une probabilité fixée dans |0, 1[.

Exemple 2.5.1. Considérons dans cet exemple une observation z de loi normale N (6, 1) et une loi a
priori pour 6 donnée par la loi normale N (0, 10).
On obtient facilement la loi a posteriori

1 (0 — 202
o=t
o 11

La région a-crédible FPDP est de la forme

m(f]z) = LoeR xzeR.

OF = {0,7(0l0) > ko) = (0,10 — 1] < K}
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En effet,
1 ( _ 10_90)2
Cr = {6,7(0|x) > k,} =16, exp{— 2011 } >k,
207 11
11
10z \2
— == 2
— {Q,exp{— 201> }Zk'a}, (k! = kq —Oﬂ)
N 11

10z
ATE

_ {9, < Ka}, (Ko = VK).

Ou K, = qi—q2 st le quantile d’ordre 1 — «|2 de 1a loi normale centrée réduite. On obtient donc,

10 10
O;T = {6), ﬁx — q1-a/2 <0< ﬁx + Q1_a/2}.

2.6 Approche bayésienne des tests

On suppose que I’ensemble © des parametres est partitionné en O et ©; et que P(0 € Oy) > 0 et
P(# € ;) > 0.
On veut tester :
Hy:0 € ©6ycontre Hy :0 € 6.

En statistique bayésienne, la réponse a un tel test repose sur les probabilités a posteriori de H et de
Hi 1e.
P(Hy|X) = P(0 € 0| X) = f@o (0| X) dbf = ag
et
PH|X)=1—-P0 €6y|X)=P0 € 6,|X) = .

2.6.1 Critere de décision
Par définition, les décisions bayésiennes sont celles qui minimisent le coiit a posteriori
plm, ) = B 16, 8(a))x) = [ 1(6,6()) w(6]o)
e

On a deux décisions possibles : § € {dy, d; }, avec

dy : On ne rejette pas Hy : 0 € Oy,
dy : Onrejette Hy.

A ces décisions on associe des coiits (8, do(z)) et 1(8, dy(z)).
1. En pratique, on accepte I’hypothese Hy ou H; deés que sa probabilité a posteriori est suffisamment
forte (> 0.9 ou 0.95).
Si aucune des probabilités a posteriori n’excede 0.9, deux attitudes sont alors possibles :
— Soit on ne prend pas de décision et on choisit de recueillir davantage d’observations ;
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— Soit on choisit I’hypothese dont la probabilité a posteriori est la plus élevée.
2. En considérant une fonction de cotit 0 — 1,

1, 519 @,“2:0,]_
(0, di(7)) = Lipge, :{ 0 sinof.

D’ou,

p(m, dilz) = E“(“)(l(@,di)\x):/@ 7(0|z) df

J

= PO ¢0O;x)=1—-P(H;|x)=1—-0q;,i=0,1.

Siap < ag, re.P(ag|z) < P(ay|x) alors on rejette Hy : 6 € O, et on décide de prendre la décision
0 = d; (la décision bayésienne est I’hypothese ayant la plus grande probabilité a posteriori).
3. Considérons une fonction de colt de la forme

K;, sif¢o;
1(0,d;) = Kilyeo,y = { 0, sifeO;,i=0,1.

D’ou, p(’ﬂ',dz|l’> = KZ(l — Oéi), K;>0,i1=0,1.

La décision bayésienne est alors obtenue en comparant Koo avec /.

Si Ko < K0a1 alors f—i’ > z—f On rejette dans ce cas Hj et on prend la décision § = d;. On obtient
donc a7 > Tot K1 +K , (car a; + g = 1).

D’ou, la région critique du test bayésien

Ky
Co=dz, ag>-—2 L,
{l’ aq KO+K1}

Exemple 2.6.1. Soit X une v.a. de loi normale A (6, 02) avec o connu et 6 le parameétre & estimer.

Il s’agit de tester Hy : 6 > 6, contre H; : 6 < 6.

On considére une loi a pr10r1 7r(9) N (u, 72) pour 6. La loi a posteriori est alors une loi normale
N (u(z), p~t) avec p(x) = —U% etp = On peut écrire pu(z) = p(5 + 12).

Dans ce cas, on calcule o :

1/2 0o Vp(0o—p(x))
P —p(0—p(x))?/2 1 —n%/2
PO z) = [ £ / e Pl M())/dgz(_>/ e /2 g
( 1| ) (V27T) —00 V2T —00 7

ol = /A0 — p(x)). Doty = P(B1|x) = (/{6 — u(x))).

La région critique est alors donnée par

2+2

c. — {x cp(\/ﬁ(e—u(:cnbﬁ}

— {:p T < o2 [%(90 — %@‘%ﬁ)) - %] } :

Six € C,, alors on rejette Hy : 6 > 6.
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2.6.2 Facteur de Bayes

Les facteurs de bayes fournissent I’outil bayésien principal pour la sélection de modeles et a un lien
avec la pénalité BIC (Bayesian Information Criterion) qui est utilisé€ par les fréquentistes pour “corriger”
le maximum de vraisemblance. On note qu’il existe d’autres pénalité que le BIC et d’autres approches a
la sélection de modeles.

Les décisions bayésiennes étant basées sur le calcul des probabilités oy et o, elles reposent alors sur
la nature du rapport «g /.

Définition 2.6.1. Le facteur de Bayes est le rapport

BF = aO/al )
7T0/7T1

oum, =Pl e, = f@i m(6)dh, i=0,1.

C’est une transformation bijective de la probabilité a posteriori. Il s’agit de comparer le rapport des
lois a posteriori et le rapport des lois a priori.

Cas particuliers
1. Si ©g = {6y} et ©; = {0,}, le facteur de bayes n’est que le rapport de vraisemblance classique. En
effet,
By — f(z[6o) _ f@o f(@|6o)mo(0) db _ mo(x)
TT@e) o, falb)m(6)ds  m(x)’

en utilisant le fait que [ f(z[0)7(0)d0 = f(2|0;)7(6;), i =0, 1.

Ce qui revient a remplacer les vraisemblances par des marginales sous les deux hypotheses.

2. On veut tester Hy : 0 = 6.

Soit 7, la probabilité a priori que # = 6. On note g; la densité a priori sur ©; = {6 # 6y}. Laloi a
priori de 6 s’écrit :

W(Q) = 7T01{9:90} + (1 - Wo)gl(g)l{g;égo}.

On calcule la loi a posteriori de 0
f(z]0)7(0)

m(x)

7(0)z) =

avec

m(z) = /@ F(£]6)(6) dB = mof (x]60) + (1 — fo)ms (x),

oumy(z) = f{#eo} f(]0)g1(0) db est 1a loi marginale sous H.
Ona

ag = P(Oy|z) =7m(0 = b|x)

o f (|0o)
mo f(z]0o) + (1 — mo)ma ()
1—my, mi(x) |

= |1+

(

0 it
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et

- P(Hl\x):/g P(0]) do

_ / (1 —m0)g1(0) f(x|0)
(0200} Tof (x|60) + (1 — mo)ma (z)
(1 — o) ()
mof (2160 + (1 — mo)ma(z)

Ainsi, le facteur de Bayes s’écrira

By — ap/on (( 7o (0o) )/< o ) _ f(=l60)

7o/ 1 1 — mo)my(z) 1 —m my(x)

C’est une expression ressemblant a un rapport de vraisemblance modifié.

Remarque 2.6.1.

-1
7(0 = fo|z) = [1+ 1_”01} .

o Br
Exemple 2.6.2. Considérons I’exemple 2.5.1 et supposons que 1I’on veut tester les hypotheses :
: # =0contre H; : 0 # 0,
nous avons alors sous Hy, © ~ N(0,1) et sous Hy, x ~ N(6,1), avec 6 ~ N(0,10). On note les
densités respectives, fo(z|0) = —£ 5 et fi(x]0) = -l

1
; vor L Vo€ .
Le facteur de Bayes étant le rapport des densités marginales, on obtient

)
Bp = V1l exp(——z?).

11
En effet,
B. — ag/a; mg(x)
po=
7T0/7T1 ml(x)
oo Jolal8)mal6) do o)
Joso 1 (@10)m1(0)d0 [, Fi(x]0)m1(6) dO
I 7
Joew H@O)m @) 6 L f o %+( =) dp
B 20m B V20me 1" 1T oxc (_£$2)
feeRe_(%GQ_am) do fa e300 3e) d& Yt
Echelle de Jeffreys

Jeffreys en (1939) a devellopé une échelle pour évaluer le degré de certitude de H par les données.
L’échelle est la suivante :
(i) Silno(Bp) varie entre 0 et 0.5, la certitude que H, est fausse est faible.
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(i1) Sielle est entre 0.5 et 1, cette certitude est substantielle (non négligeable ou importante).
(iii) Si elle est entre 1 et 2, elle est forte.

(iv) Si elle est au dessus de 2, elle est décisive.



Chapitre 3

Modélisation de I’information a priori

Le choix des lois a priori est une étape fondamentale dans I’analyse bayésienne. Les stratégies du
choix sont diverses. Elles peuvent se baser sur des expériences du passé ou sur une intuition ou une idée
que le praticien a du phénomene aléatoire qu’il étudie.

3.1 Lois conjuguées naturelles

Une des difficultés de 1’approche bayésienne est le calcul de la loi a posteriori. Ce calcul est facilité
lorsque la loi a priori et la loi a posteriori ont la méme forme. On parle dans ce cas de la loi a priori
conjuguée.

Définition 3.1.1. [15]

Une classe C de distributions a prioris 7(6) conjuguées naturelles par rapport a une densité f(z|0) est
un ensemble de distributions 7(6) tel que la loi a posteriori 7(6|x) appartient a C. La classe C est dite
conjuguée naturelle.

Exemples de lois conjuguées naturelles

f(x|0) m(0) m(0]z) E(6|z)
N(O,0%) | N(u, ) | N(x/o? + p/7% (1/c* +1/7%)71) x/o* + /T2
P(6) G(a,b) Gla+x,b+1) (a+x)/(b+1)
B(n,0) | Be(a,b) Be(a+ x,b+ 1) (a+x)/(a+b+x+1)
G(a,b) | (o, p) G(a+a,B+x) (a+a)/(b+x)

Remarque 3.1.1. Dans le cas de la famille conjuguée naturelle, le praticien induit directement la forme
de son estimateur des qu’il a choisi sa loi a priori.

Exemple 3.1.1. 1. Soit X une v.a. de loi de Paréto de parametres 6 et a, a > 0 de densité de probabilité
définie par :

fa’ P
f(x]0,a) = ﬁl[a,Jroo(x), a>0,0>0.

960 Ina

On suppose que a est connu. On peut écrire, f(7]0) = —GFnm=- D oy,

f(x|6) oc gefmials),

25
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On peut donc prendre une loi a priori de type Gamma.
2. On considere une loi Binomiale Négative N'eg(n, 6), définie par :

P(X=2z/0)=C ,_0"(1-0)", 0<0 <1, reNmneN".
Une loi conjuguée naturelle sera une loi béta car,

P(X = z|p) o 67(1 — O)".

3.2 Cas du modele Exponentiel

Définition 3.2.1. [16]
On appelle famille Exponentielle a s-parametres, toute famille de lois de distributions {7} dont la
densité a la forme suivante :

f(z]0) = emp{z n:(0)Ti(x) — B(6)}h(z),

ou 7;(.) et B(.) sont des fonctions du paramétre 6 et les 7;(.),7 = 1,. .., s sont des statistiques.

Exemple 3.2.1.
1. Loi Exponentielle Exp(1]6).
On a,

1, 1
f(x]f) = g€ 110 4oof() = €$P{—§ — I} 4o0().

Danscecas:s=1,m(0) =1/0,Ti(x) = x,B(0) = Infet h(x) = 1o oo(®).
2. Loi Binomiale 5(n, 9).
Onapourzx € {0,1,...,n}etd €]0,1],

P(X =z|0) = C20%(1 — 0)" " = Clexp{xIn( )+nln(l—06)}.

0
1-6
Dans ce cas : s = 1,71(6) = In(:%;), T (z) = 2, B() = nln(1 — §) et h(z) = C2.

n

Forme canonique

Définition 3.2.2. Le modele exponentiel s’écrit sous la forme canonique en reparamétrisant 7;(0) = 0,
par:

f(x]0) = %p{z 0.T,(x) — B(6)}h(z).

Le résultat suivant donne la forme des lois naturelles conjuguées dans le cas du modele exponentiel.

Proposition 3.2.1. Soit une densité f(x|0) appartenant a une famille exponentielle, alors une famille de
lois a priori conjuguées pour f(x|0) est donnée par

m(0|A, 1) = K(A, pexp{fp — AB(0)},

ou K (A, ) est une constante de normalisation, ) et . sont appelés hyper-parameétres.
La loi a posteriori, dans ce cas, est de la forme

m(0|z) oc exp{(p+ )0 — (A + 1)B(0)}.
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Exemple 3.2.2. Soit le modele, dit logistique, défini par :
(0—B)x

P(X =l6,5) = =

W’ T e {O, 1}

Ce modele est tres appliqué en économétrie.
— La loi logistique appartient a la famille exponentielle. En effet,

P(X = |0, 8) = exp{(0 — B)z — In(1 + ")}

Dans ce cas,s = 1,T1(z) = z,7.(0,8) = 0 — 3, B(0, 3) = In(1 + e #) et h(z) = 1.
— En utilisant la reparamétrisation suivante @ = (6, 3), on obtient : T'(z) =' (z,—z), B(a) =
In(1 + ¢’~#) et h(x) = 1. D’ol le modele,

P(X = z|a) = exp{'aT — B(a)}.
— D’apres la proposition précédente on obtient une loi a priori de la forme :

7T(0, ﬁ) X B,Ip{(e, ﬁ)t(:ula I’LQ) - )\B(67 B)}
o frmtBuz g—An(l+e’F)
eOri+Bpu2

(14 ef=F)A

— Laloi a posteriori aura la forme suivante :

m(0,Blx) o exp{(p + x)0 + (2 + )8 — (A+1)B(6, 5)}
p(1+2)0+ (u2-+2)

(1_,_6976)“1 :

On remarque que la loi a priori obtenue est impropre.

3.3 Lois non informatives

Définition 3.3.1. Une loi non informative est une loi qui porte une information sur le parametre a estimer
dont le poids dans I’inférence est réduit.

Remarque 3.3.1. Certains auteurs définissent la loi non informative comme une loi a priori qui ne contient
aucune information sur le parametre a estimer ou encore comme une loi qui ne donne pas davantage de
poids a telle ou telle valeur du parametre.

3.3.1 A priori Uniforme

La densité a priori non informative la plus simple et la plus communément utilisée est la densité
Uniforme. En effet, ce choix repose sur 1’équiprobabilité des valeurs possibles du parametre ¢ sur son
domaine de définition, et donc n’apporte aucune informationsupplémentaire sur 6. Ainsi, la densité est
définie par

7(0) = k, k est une constante positive.
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3.3.2 A priori invariant

Si on passe d’un parametre § € © au parametre = h(f) € h(O) par une transformation bijective
h, I'information a priori n’est pas modifiée, puisqu’elle est toujours inexistante, donc on devrait aussi
utiliser une loi a priori non informative pour 7). Il s’agit de I’invariance par reparamétrisation.

3.3.2.1 Invariance pour le parametre de position

Soit X est une v.a. de densité ne dépendant que de = — 6.
Dans ce cas, 6 est appelé parametre de position et X — 6 le pivot.
Un a priori invariant par rapport a un parametre de position est un a priori invariant par rapport au choix
de I’origine (position). L’absence d’information a priori pour 6 implique nécessairement que le décalage
de la position n’a pas d’influence sur 1’état de connaissance. On a donc,

0" = 0 + b ol b est une constante.

La loi a priori doit donc vérifier
(0 +b) = 7(0).

La seule solution est donnée par la loi Uniforme sur © (qui est une loi impropre).
Par exemple, on peut établir de 1’inférence sur la température en Celsius 7 ou en Kelvin Tk, avec
Tk =Tc + 273, 15.

3.3.2.2 Invariance pour le parametre d’échelle

Soit X est une v.a. de densité ne dépendant que de 3 f(|0).
Dans ce cas, 6 est un parametre d’échelle.
Un a priori invariant par rapport a un parametre d’échelle est un a priori qui est invariant pour la mesure
d’échelle. L’ absence d’information a priori pour ¢ implique nécessairement I’invariance par changement
d’échelle
0 = af ou a est une constante.

La loi a priori doit donc vérifier
m(ah) = am(0).

La seule solution est de prendre une densité a priori telle que 7(6) = k/6 (impropre).
Par exemple, on peut établir de I’inférence sur les mettres (m) contre le pied (foot), avec 1 pied= 0.3048
m.

Remarque 3.3.2. L’estimateur MMSE n’est pas invariant par reparamétrisation alors que le MAP vérifie
le principe d’invariance. Si la densité est unimodale et symétrique les deux estimateurs coincides.

3.3.3 Regle de Jeffreys (cas unidmensionnel)

Jeffreys en 1961 [11] propose une méthode de construction de lois a priori non informative, en
se basant sur le principe d’invariance par transformation, utilisant I’information de Fisher Euler qui
représente une mesure de la quantité d’informations sur # contenue dans 1’observation.

Définition 3.3.2. Soit # un parametre réel. On appelle loi a priori non informative de Jeffreys la loi
(éventuellement impropre) de densité

7TJ(9) o \/Ix((g) 19(9)
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Ou encore, 7;(0) = C'\/Ix(0), C est une constante et x (#) I'information de Fisher apportée par X sur

le parametre 6, définie par
2
(551 ftel0)) ] ,

si le domaine de X est indépendant de 6 alors [y (0) = —E [59—922 In f(x]G)} :

Ix(0) =E

Remarque 3.3.3.

1. Plus Ix(6) est grande, plus I’observation apporte de 1’information. Il est donc naturel de favoriser
les valeurs de 6 pour lesquelles /x(6) est grande, au sens rendre plus probable suivant 7(6), ce qui
minimise 1’influence de la loi a priori au profit de 1’observation.

2. Ce type de construction de lois a priori non informatives conduit trés souvent a des lois a priori
impropres (appelées aussi quasi a priori).
3. Dans le cas d’un échantillon de taille n, 7;(0) oc (1,,(6))/2.

4. L’a priori de Jeffreys offre une méthode automatisée pour obtenir un a priori non informatif pour
n’importe quel modele paramétrique.

5. L’a priori de Jeffreys est invariant par transformation bijective.
Exemple 3.3.1. Soit X une v.a. de densité f(z|\) = \e™**, x > 0.
On calcule I’information de Fisher, I(\) = —E [8‘3—; In f (:c|>\)] apportée par I’observation X sur le
parametre inconnu \.
Onaln f(z[]A) =In A — Az, Z1In f(z|]\) =1/ —zet 88—/\22lnf(x|/\) = —1/)\%
On obtient, I(\) = 1/)2.
La loi a priori non informative de Jeffreys est alors donnée par

WJ()\) (06 1/)\, 1}07_,_00[()\).

En considérant A € [a, b], a > 0, on peut déterminer la constante c, telle que

b
c/ my(A)dX = 1.

Dans ce cas, cf: I/ AdA=cln A\l =1 = c= ln(;/a)'

La loi a priori propre de Jeffreys est alors donnée par
7(A) = [In(b/a)\ " ,a < A < b.

On peut donc toujours normaliser les lois quasi a priori.

3.3.4 Généralisation : cas multidimensionnel

Dans le cas multidimensionnel le parametre 6 est un vecteur, § = (64,65, ...,0,). Dans ce cas, on
peut considérer des lois de la forme :

7(0) = [det1(0)]'*,

ou /(0) est la matrice d’information de Fisher, dont les éléments sont donnés par

2

0 .
V]
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Remarque 3.3.4. Dans le cas de la théorie du Maximum de Vraisemblance, le déterminant de cette
quantité représente ce que I’on appelle la Variance Généralisée.

Exemple 3.3.2. On considére la loi normale, X ~ N (u, 0?), dont le paramétre a estimer est § = (1, 7).

Ona f(z]0) = ﬁaea:p{ =21 et In f(z]f) = —In(v21) —Ino — 1 (%)2
Les dérivées partielles de premlers et seconds ordres sont données par :

r— 2 T x—p)>
D f(w]0) = S, 2 fz2l0) = %, ;5 lnf(xw) 2 et Poin f(a|f) = & — 2ol

En utilisant le fait que : E(z — u) = 0 et E(x — u) = 02, on obtient :

1/0. Q(ZEH)
S W O
B 1/0? 0 1 /1o0
B 0 —-%+3 ) 2\0 2 )
On obtient, det(1(0)) = 2/o*.

La loi a priori de Jeffreys est alors 7(0) o 1/0?, € Reto € RT™.

1(6) = E

3.3.5 Loi a priori de Référence

La théorie de I’a priori de référence est introduite par Bernardo (1979) suite a la difficulté rencontrée
dans I'utilisation de 1’approche de Jeffreys dans le cas multidimensionnel.
Le principe de cette loi est d’assigner comme loi de probabilité a priori une densité 7* () qui maximise
I’information apportée par les données sur le parametre 6, lorsque la loi a priori est 7(0).

Définition 3.3.3. (Lindley 1956) Considérons 1’information apportée par les observations sur le pa-
rametre 6, définie par

1%(r) = E[D(x(8X) . = / D(n(8X), 7(8))m(x) d,

oum(z) = [y L 0) df (densité marginale de I’échantillon z) et D(7(0]|X), 7(#)) est la divergence
de Kullback Lelbler entre I’a priori et I’a posteriori, définie par

Dr(61).7(6)) = [ w61 (")) oo

L’a priori 7*(¢) qui maximise I’information I () vérifie la relation :

() o exp{/ L(X|0)In7(0|X)db}. (3.1)

Remarque 3.3.5. En général, la solution exacte vérifiant la relation (3.1) est difficile a obtenir.

Choix pratique de la loi non informative

Le choix de la loi non informative est motivé par des a priori qui donnent des a posteriori correspon-
dants a des estimations fréquentistes, des a priori qui ont une interprétation attractive ou des a priori per-
mettant une forme analytique pour un a posteriori. Il est difficile de trouver une approche systématique,
simple et intéressante sur les petits échantillons. Les choix les plus utilisés en pratique sont :
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1. Pour 8 € R, on utilise 1a distribution normale.

2. Pour § € (0,+00), on utilise la distribution gamma (pour les paramétres de précision), inverse
gamma pour la variance ou lognormale.

3. Pour § € (0, 1), on utilise la distribution béta.

On peut utiliser un mélange de distributions si le choix d’une seule distribution n’est pas suffisant. Il est
difficile de spécifier des distributions a priori multidimensionnelles (cas multivarié).

3.4 Approche hiérarchique

Considérons une loi a priori 7 (#) pour le parameétre inconnu 6. Supposant que cette loi s’écrit en
fonction d’un parametre ji, appelé hyperparametre.
Lapproche hiérarchique propose de maniere systématique un modele aléatoire m pour I’hyperparametre
L.
Le modele devient :
X160 ~ f(z|0)
Olp ~ i (0]p)
pu~ o (p).

La loi a priori de € est alors,
7(6) = [ m@loymalo) di
£

ou & est ’ensemble de toutes les valeurs de f.

Remarque 3.4.1. Dans la plupart des cas ’espace £ des hyperparametres est multidimensionnel, donc
induit une plus grande complexité que la distribution du modele f(z|6).

En général, il n y a pas d’information a priori portant sur I’hyperparametre 1, on adopte souvent pour 7o
une distribution non informative qui ne donne pas une préférence a des valeurs particulieres.

L’interét essentiel de la hiérarchisation est de lever certaines difficultés calculatoires pour obtenir la loi a
posteriori, en utilisant la décomposition en loi conditionnelle.

Définition 3.4.1. On appelle modele bayésien hiérarchique un mode¢le statistique bayésien ou la loi a
priori est décomposée en distributions conditionnelles :

7T(6|91)7 7T(¢91|02), “ e, W(Qk_lwk)’ﬂ'(@k).
Les parametres 6;,7 = 1, ..., k sont appelés hyperparametres.
Exemple 3.4.1. Considérons le modele bayésien hiérarchique simple suivant :

X160 ~ f(x|0)
G|\ ~ Exp(N), A est inconnu
A~ Exp(p), pestconnu.

Alors, T (0|A) = Xe ™, X > 0,0 > 0 et mo(\) = pe ™, u > 0.
La loi a priori de # est alors obtenue par :

—+o0
f) = OIN) o (N) dX = e gy = — M g0 >0
7(0) = [ mENm = [ e T 0> 0
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La loi a posteriori de # sachant x est donnée par
+oo
m(0|x) :/ (0N, z)m(A|z) dA.
0

Dans ce cas, T(0|\,z) = %, f(z|\) = f0+oo f(z|)m(0|N) dO et w(ANz) = M;Q(’\) avec

Flx) = [ f@]\)ma(N) dA.

—Jo

3.5 Incorporation de I’information a priori en pratique

On considere le cas d’un parametre 6 réel. On envisage trois situations :

e 0 c0,1],

o € 0,+00],

o 0 €] — o0, +o0l.
On suppose que I’information a priori fournie par 1’expert consiste en une estimation ponctuelle #* de 6
et un intervalle I* = [o*, 3*] contenant 6*, tel que P(6* € I*) soit élevée (typiquement 0.95).

Situation 1: 0 € [0, 1]
On choisit dans ce cas une loi a priori de type béta,
0 ~ m(0) = Be(a,b).

On procede a la reparamétrisation comme suit :

a= A\ L r=E0) =5
b=A1—p), ou p=I[E(@®) A=a+b.

Ona

ab p(l—p)
Var(f) = (@+b)2(a+b+1)  1+A

On obtient qu’a y fixé, A est proportionnel a la variance et donc s’interpréte comme la précision de I’in-
formation a priori. Autrement dit, plus A est grand plus Var(\) est petit et plus 1’information a priori
est précise. Inversement, plus A est petit plus Var(\) est grand et moins I’information a priori est précise.

En pratique, on pose E(0) = 6* = u. D’ou,
0 ~ m(0) = Be(A0*, A\(1 — 6%)).

A est déterminé tel que
PO € T) = / (6) d = 0.95.

Pour, E(A) = 6* = 0.2 et I* = [0.05,0.4] tel que P(0 € I*) = 0.95, on obtient sur MATLAB \ = 17.5.
D’ou la loi a priori, 7(0) = Be(3.5,14).
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Situation 2 : 6 € [0, +00]

On choisit, dans ce cas, une loi Gamma G(a, b) et on procéde a la reparamétrisation comme suit :

a= A p=a/b _
{b:)\, :{A:b avec p = [E(0).

OnaFE(0) =p=a/betVar(d) = a/b* = p/\.
D’ou pour p fixé, A est inversement proportionnel a la variance. Autrement dit, plus A est grand plus
Var(0) est petit et plus I’information a priori est précise. Inversement, plus A est petit plus Var(6) est
grand et moins I’information a priori est précise.
En pratique, on pose E(#) = 6* = ;1. On obtient

ou A\ est déterminé tel que
POel) = / w(0)do = 0.95.

Situation 3: 6 € R =] — 0o, +00]

Dans ce cas, on choisit comme loi a priori la loi normale N (a, b) avec a = E() et b = Var(6).

3.6 Le poids de I’a priori dans la réponse bayésienne

Considérons le modele bayésien suivant :

X |0 ~ Bernoulli(0)
0 ~ Be(a,b)

L’information donnée par I’a priori et celle contenue dans les observations peuvent se combiner pour
produire la réponse bayésienne.
Dans le cas de ce modele, la loi a posteriori est donnée par

0|z ~ Be(a + nT,b+n — nx).
L’estimateur bayésien obtenu relativement a la perte quadratique est alors

a+n7
BOLX) = o

En procédant a la reparamétrisation de la loi béta a I’aide des parametres A et j, on obtient :

a= i A=a+b ; (1 — p)
= E() = 0" et Var(d) = ——~.
{b:m—ﬂ) :{'u:_aib avee p = B(0) =6 et Var(#) = =3

La réponse bayésienne est alors donnée par :

E(0|X) = (ﬁ) E(9) + (A Z n) X. (3.2)
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Interprétation :

— Lestimation bayésienne de 6 apparait comme la moyenne pondérée de X (estimateur de 6 par la
méthode MLE) et de la moyenne a priori E(6).

— A partir de I’équation (3.2), on peut considérer que le poids de X est la taille de I’échantillon alors
que le poids de E(#) est la précision de 1’a priori .

— Géométriquement, [E(6|z) est le barycentre des points de coordonnées E(6) et T affectés des coef-
ficients -2 et <", respectivement.

. . A An?
Cas particuliers :

— Si A = n, Iestimation bayésienne de ¢ se situe exactement au milieu de I’intervalle [E(6), T|.
— Si A > n, cette estimation est plus proche de E(#) que de .
— Si A < n, cette estimation est plus proche de T que de E(6).
Cas limites :
Pour n fixé et © = E(#) donné, nous avons les deux cas limites suivants :
— A — 0 : Dans ce cas, Var(d) = pu(1 — p) (valeur maximale), le poids de 1’a priori est nul et
I’estimation bayésienne tend vers la réponse classique E(f|2) — X (situation non informative).
— A — 400 : Dans ce cas, Var(f) = 0 (valeur minimale) et le poids des données est nul E(0|z) —
E(0) indépendante des observations (situation extrémement informative).
On peut également regarder le cas limite n — 400 en considérant A et . fixés. Dans ce cas, le poids
de I’a priori devient négligeable et la réponse bayésienne coincide avec la réponse classique X (obtenue
par le MLE).

Remarque 3.6.1. Dans le cadre d’une étude de sensibilité de la réponse bayésienne a la loi a priori, on
comparera toujours I’estimateur bayésien obtenu pour la loi a priori informative avec celui correspondant
a la loi a priori non informative, et ce afin d’apprécier le poids de 1’a priori dans la réponse bayésienne
informative.

Exemple 3.6.1. Considérons un échantillon X1, ..., X, issu d’une v.a. X de loi Bernoulli B3(¢) et une
loi a priori pour 6 de type béta Be(a, ).

— Pour @ = 8 = 1, nous avons un a priori Uniforme.

— Pour @ = 8 > 1, nous avons une courbe en cloche.

— Pour @ = 8 < 1, nous avons une courbe en U.

— ; _ af _ B 1
La moyenne E(0) = %5, la variance Var(f) = G A = @i X ai8 X atsy ot le mode est
donné par aj_g;, pour v > let 3> 1.
L’estimateur de bayes de 6, relativement a la perte quadratique, est alors
a+k o o+ n k
E(f|z) = = X (a+5) + X —, ouk = Zx,
a+p+n (a+p) a+p+n (a+p+n) n -

On voit bien que I’espérance a posteriori du parametre est une combinaison convexe de 1’estimateur

du maximum de vraisemblance 0y, p = Z; Xi — X et de I’espérance a priori E(0) = ﬁ Il se

rapproche asymptotiquement de 1’estimateur du maximum de vraisemblance.
La variance de la distribution a posteriori est donnée par
1

Var(@@) = éMLE(]_ — éMLE)m

qui décroit en 1/n. Nous avons une distrinution de plus en plus piquée autour de 6, 5 et les intervalles
de confiance de plus en plus serrés autour de 1’estimateur lorsque le nombre d’observations augumente.
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3.7 Sensibilité de la réponse bayésienne a la loi a priori

Le choix de la famille de probabilité retenue pour la loi a priori et le choix des valeurs numériques
communiquées par I’Expert, pour déterminer les hyperparametres de la loi a priori, affectent I’estimation
bayésienne du parametre. Dans la pratique, on se contente d’examiner dans quelle mesure une petite
perturbation des hyperparametres modifie 1’estimation bayésienne du parametre “étude de sensibilité de
la réponse bayésienne a la loi a priori”.

On comparera toujours 1’estimateur bayésien obtenu en utilisant une la loi a priori informative avec celui
correspondant a la loi a priori non informative, afin d’apprécier le poids de 1’a priori dans la réponse
bayésienne informative.



Chapitre

Meéthodes de simulation de Monte-Carlo

L’estimation bayésienne étant la décision minimisant le colt a posteriori, dans la pratique ceci peut

étre rendu difficile pour principalement deux raisons :

— le calcul explicite de 7(6/x) peut &tre impossible ;

— méme si 7(6/z) est connu, la minimisation du cofit a posteriori nécessite un temps de calcul
coonsidérable. En particulier lorsque I’espace des parametres et I’espace des décisions sont de
grandes dimensions.

Une solution a ce probleme est d’utiliser des approximations de la loi a posteriori 7(6/x) et des intégrales
correspondantes. Cela permettra de construire une approximation du coft a posteriori pour une décision
arbitraire et de ’utiliser dans une méthode de minimisation classique.

Les méthodes d’approximation analytique sont en général fondées sur des considérations asymptotiques.
Les plus courantes pour approximer les inférences a posteriori sont : I’approximation normale et 1’ap-
proximation de Laplace. Ces méthodes donnent uniquement le comportement asymptotique de la densité
a posteriori. On retrouve aussi les méthodes numériques d’intégration et d’optimisation qui peuvent étre
intéressantes pour résoudre les problemes d’implémentation pratique de I’analyse bayésienne (voir [7],
[13] et [20]).

Une autre alternative est donnée par les méthodes de simulation. On cite les méthode de simulation de
Monte-carlo et les méthodes MCMC, déveloopées ci-dessus.

4.1 Meéthode de Monte Carlo

Principe de la méthode
Soit § € R de densité f(6). On souhaite calculer E(g(#)) ot g(f) est un réel.
Le principe de la méthode de simulation de Monte-Carlo est de simuler une suite de v.a. 61,05, ...,6,
i.i.d. selon la loi de 6, puis approcher E(g(6)) a I’aide de la loi forte des grands nombres par

L

1

17 Zg(@i), lorsque L — oo.
i=1

Contexte bayésien
On veut calculer E(g(0/x)) ou g est une fonction d’intérét.
Ona

E(g(6/x)) = / 9(0)n(6)) db,

S}

36
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o w(0/z) = LT ot 1 = Jo [(x/0)7(6) db.

m(z)
D’ou, f
90)f :B/ 9 m(0) db
E(g(0/z)) = =2
(0(0/2) = o e i
Ce qui revient a approcher I'intégrale [, () f(x/0)m (6 )d9 par la méthode de simulation de Monte-
Carlo.

— On peut simuler 6;,60s,...,60; selon la fonction d’importance 7 (). L’intégrale peut alors &tre
approchée par

—Zg f(z/6;), L — oc.

— On peut simuler 64,60,,...,0, selon la fonction d’importance f(z/0)m(0). L’intégrale peut alors

étre approchée par
L
1
17 Zg(@i), L — oo.
i=1

— On peut simuler 6, 65, . .., 8, selon la fonction d’importance 7(6/x). La quantité E(g(6/z)) peut
alors étre approchée, a I’aide de la loi forte des grands nombres, par

L
1
i=1

De plus, si la variance a posteriori Var(g(0)/x) est finie le Théoréme Central-Limite (TCL) s’applique
ala moyenne E(g(6/x)) ~ L S~ g(6;) qui est asymptotiquement normale de variance w.
Des régions de confiance peuvent alors étre construites a partir de cette approximation. L.’ordre de gran-

geur est de \F quelque soit la dimension du probleme, contrairement aux méthodes numériques.

4.2 Meéthode de Monte Carlo par Chaines de Markov (méthode
MCMC)

C’est une méthode de simulation tres puissante. Elle propose une structure universelle de simulation
facilement implémentable quelque soit la complexité et la dimension de la densité a simuler. Elle permet
d’approcher la génération de v.a. de loi a posteriori 7(6/x) lorsque celle-ci ne peut pas étre simulée direc-
tement. Plusieurs types d’inférences statistiques sont possibles a partir d’échantillons produits par des
méthodes MCMC comme 1’estimation des moments, de modes ou de densités marginales, I'inférence
prédictive, I’analyse de sensibilité,. . . [5].

Principe de la méthode

Le principe de la méthode MCMC est de générer une chaine de Markov (CM) :(6"),1 > 0), avec
dim %) = dim 6, qui suit une loi asymptotiquement distribuée selon la loi a posteriori de 6, puis d’ap-
procher la moyenne a posteriori a I’aide du théoréme ergodique,

—Zg ) " E(g(0/x)).

Il existe deux algorithmes pour produire une telle chaine de markov : ”Algorithme de Gibbs” et ”Algo-
rithme de Metropolis-Hastings”(MH). L’algorithme de Metropolis-Hastings est considéré comme 1’al-
gorithme de base d’une grande partie des algorithmes MCMC. L’échantillonneur de Gibbs est considéré
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comme un cas particulier de I’algorithme (MH) mais a des motivations méthodologiques et historiques
fondamentalement différentes.

4.2.1 Algorithme de Metropolis-Hastings

Les méthodes (MH) ont I’avantage de ne réquérir qu’une connaissance limitée de la densité a simuler
en autorisant une grande liberté dans leur implémentation. Cet algorithme a été proposé par Metropolis
en 1953 metropolis53 pour le traitement de problemes de physique, puis généralisé par Hastings en 1970
[10] pour simuler des systemes complexes. Pour une revue complete concernant cette méthode consulter
[18] et [4].

Cet algorithme permet de fabriquer une chaine de Markov dont on s’est donné la loi stationnaire 7. Sa
mise en oeuvre présente 1’avantage de ne nécessiter la définition de m qu’a une constante pres.
Pour une densité 7(6/x) connue a une constante prés et une loi conditionnelle ¢(./.), appelée loi de

proposition choisie symétrique au sens ot ¢(6/ 0) — ¢(0/6), I'algorithme génére une CM comme suit :

Partant d’un vecteur initial 0©) arbitraire, A la plcMe étape, disposant du vecteur §® = (67 . 97(5)),

— Générer 0 selon la loi q(é’~ /6P~1) (0 est choisi comme parametre de position),

(0/x)q(6P~1/6) }

— Calculer la probabilité d’acceptation v = min{1; (071 2)g(6/07-1)

— Prendre

gr — 0, avec probabilité «
~ | 6771, avec probabilité 1 — .

Remarque 4.2.1. On peut autoriser un nombre infini de lois de proposition, produisant toutes une CM
convergeantes vers la loi d’intérét.

4.2.2 Echantionnage de Gibbs

L’échantillonneur de Gibbs introduit par S. Geman et al. en 1984 dans le cadre de la restauration
d’images et a été ensuite généralisé par M. Tanner et al. en 1987 et par A.E. Gelfand et al. en 1990 en
statistique appliquée. Le principe repose sur une décomposition d’une loi f(z) suivant des lois condi-
tionnelles.

Considérons le cas élémentaire f(x,y). On suppose que f(x/y) et f(y/x) sont disponibles. On peut
alors générer une séquence de Gibbs de la maniere suivante :

Partant d’une valeur z, on génere y, suivant 7(./z), puis x; suivant 7(./yo), puis y; suivant 7(./xq) et
ainsi de suite.

Apres M itérations de ce schéma, il vient une séquence (zo, Yo, 1, Y1, - - - , Tar, Yar)- Pour M assez grand,
x s est une réalisation de X.

Exemple 4.2.1. Considérons une loi jointe de la forme :
fla,y) o Cry™ M (1 —y)" "7 2 =0,...,n, 0<y < 1.

On remarque que I’on peut proposer une loi binomiale de parametres (n, y) pour f(z/y) et une loi béta
de parametres (z + a,n — x + f3) pour f(y/x).
Bien que dans le cas de cet exemple la loi marginale f(x) est accessible,

(x +a)y(n —x+ p)
Y(a+ 4+ n)

?

! v
oc/ [z, y)dy o< Cp
0
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on peut toujours appliquer 1’algorithme de Gibbs pour obtenir des réalisations de f(x) en simulant al-
ternativement une réalisation z* d’une binomiale de parametres (n, y*) ou y* est la valeur courante de y
obtenu a I’étape précédente, puis une nouvelle réalisation = d’une loi béta de parametre (z* + a, n — x*).

Dans le cadre bayésien, I’algorithme de Gibbs va permettre d’obtenir une réalisation du parametre
0 = (64, ...,0r) suivant la loi a posteriori (6 /x) dés que I’on est capable d’exprimer les lois condition-
nelles w(6;/60;;x),j # i.
L’ échantillonnage de Gibbs consiste a :

Partant d’un vecteur initial #© = (8* .. 4" ) U L > 2 est la dimension de (*)
Ala(p+ 1)1eme étape, disposant du vecteur %) = (9 § youe 79(Lp))’

— simuler 61p+ )~ 7T(91/92p), oo 79(Lp)§ ),

— simuler Hépﬂ) ~ W(QQ/Q?H), Qg(),p), o 795;;)); ),

— simuler H(LPH) ~ W(@L/ng_‘—l), e ,Q(ijll); ).

Les itérations successives de cet algorithme génerent successsivement les états d’une chaine de Markov
{6®) p > 0} a valeurs dans N®~,

Cette chaine admet une mesure invariante qui est la loi a posteriori. Pour un nombre d’itérations suf-
fisamment grand, le vecteur § obtenu peut donc étre considéré comme étant une réalisation de la loi a
posteriori.

4.3 Mise en oeuvre des méthodes de simulation de Monte-Carlo

Exemple 1 : Etude bayésienne de I’efficacité d’un traitement

Soit n = 20 patients atteints d’'une méme maladie M et suivent tous le méme traitement 7. L’ état
de chaque patient est déterminé régulierement lors des visites médicales. On note z; ;) I’€tat du patient
i Tors de la t*M€ visite tel que z(;y) = a, si le patient présente les symptomes de la maladie et x(; ;) = b,
sinon. Soient « et J les probabilités de transition de a vers a et de b vers b, respectivement. Pour ¢ fixé,
les v.a. X(; ;) sont markoviennes.

On note = («, ) le parametre inconnu du modele. Le suivi du patient i est noté z;. Les X; sont
supposés indépendants (conditionnellement a ) et suivent tous la méme loi. On suppose de plus que les
parametres « et 3 sont a priori indépendants et on adopte les lois uniformes comme lois a prioris.

On note w la probabilité qu'un patient soit guéri a I’issu du traitement (on pratique c’est le cas si le
patient ne présente plus les symptomes de la maladie lors de la quatrieme visite). On considere que le
traitement est efficace si I’estimation de w dépasse 0.95. Il s’agit de calculer E(w/z).

On note N(r, s) le nombre total de transitions de r vers s entre les temps ¢ et t + 1 comptés sur le tableau
de données z.

On peut établir facilement que a/z ~ Be(l 4+ N(a,a),1 + N(a,b)) et B/z ~ Be(1 4+ N(b,b),1 +

N(b,a)).
A partir de la relation 7(«, 5/x) = 7(a/z)m(8/z), on obtient que pour simuler € selon la loi a poste-
riori, il suffit de simuler les deux lois Béta définies ci-dessus de facon indépendantes. Il n y a donc pas
besoin d’utiliser les algorithmes de Gibbs et de Hastings puisque les lois a posteriori sont completement
connues.
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Exemple 2 : Cas de la loi Normale

Considérons une v.a. X de loi normale N (11, 0%) ol 11 et 0% sont inconnus.
La densité de X s’écrit :

1 _1(z=p)?
fla/po?) o —e 3 (55)
o
On remarque que
Sl ()2
m(p/o® x) oc e 2 H
) . N 2
c’est donc une loi normale de parametres x et o°.
D’un autre c6té on a,

1
w(0?/px) o —e N
g

. (02)—%6—%(02)‘1(w—u)2

on obtien que o /(u, x) est une Inverse Gamma de parametres £ et 3 (z — 11)2.

Les lois conditionnelles étant connues, on obtient qu’on peut appliquer I’ algorithme de Gibbs permettant
de simuler les deux lois conditionnelles (Normale et Inverse Gamma) définies ci-dessus, pour simuler
0 = (u,c?) selon la loi a posteriori.



Chapitre

Exercices de TD

5.1 Enoncé des exercices

Exercice 1.
Soit X une v.a. de loi de probabilité dépendant d’un parametre inconnu 6.
Déterminer la loi de probabilité a posteriori de 6 et la loi marginale de X dans les cas suivants :
1 { X/0 ~ B(n,0),0 € [0,1]

16 ~ Be(a, B).
’ { X/0 ~ N(0,6%),0>0

1l 1/6* ~ G(1,2).
Exercice 2.
Soit X une v.a. de loi de probabilité Binomiale 5(2,6),6 € [0, 1].
Considérons les regles de décision définies par :

d(x)=(z+1)/detds(x) =2/2,

ou x est une observation de X.

1. Calculer le risque quadratique associé a la décision ¢.

2. Pour quelles valeurs de 0, le risque obtenu est maximal ?

3. Calculer le risque fréquentiste associ€ a d-, relativement a la perte [ définie par

1(0,8) = (6 —6)?/[0(1 — 0)].

4. Déterminer le risque bayésien relativement a la loi a priori Uniforme sur [0, 1] et a la décision ds.

Exercice 3.

Pour un faisceau de lignes d’un central téléphonique, le nombre d’arrivées d’appels pendant 1’unité de
temps suit une loi de Poisson de parametre inconnu # > 0. La durée 7' séparant deux arrivées suc-
cessives d’appels téléphoniques sur ce faisceau suit alors une loi exponentielle de parametre 6. Soit

fr(t) = 0e% t > 0ladensité de lav.a. T

On désire estimer le parametre inconnu ¢ a 1’aide de I’observation de n durées ¢;,7 = 1,...,n séparant

des arrivées successives d’appels téléphoniques sur ce faisceau.

1. Dans un premier temps on suppose qu’aucune information a priori n’est disponible sur § (a part § > 0).
Déterminer a partir des observations ¢; I’estimateur du maximum de vraisemblance de 6, noté 0 MV -

2. On sait que pour I’ensemble des faisceaux téléphoniques, le nombre moyen 6 d’arrivée d’appels
téléphoniques pendant I’unité de temps est distribué suivant une loi exponentielle de parametre A connu.

41
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Soit g(#) = Ae™* 0 > 0 la densité de 6, représentant la loi a priori de 6.

Déterminer a partir des observations ¢; les estimateurs de la moyenne a posteriori Onrarse et du maxi-
mum a posteriori 0 MAP-

3. Montrer que les estimateurs 0 MV, 0 MMSE €t 0 M ap sont équivalents lorsque n est grand. Interpréter ce
résultat.

Exercice 4.

Soit X une v.a. indiquant si une expérience est un succes (1) ou un échec (0) et dont la distribution est
une loi de Bernoulli de parametre 6. On sait que la distribution a priori de ¢ est une loi Uniforme U 1).
On a observé un succes en trois essais.

1. Calculer I’estimateur bayésien 6 si la fonction de perte choisie est I’erreur quadratique.

2. Trouver I’estimation bayésienne de la probabilité que € se trouve entre 0.2 et 0.4.

Exercice 5.

On suppose que X /3 suit une loi exponentielle de parametre [ et que la distribution a priori de [ est une
Gamma G(2, 3). On a observé I’échantillon aléatoire suivant {6, 11,8, 13,9}.

1. Calculer I’estimateur bayésien de [ si la fonction de perte est I’erreur quadratique.

2. Reprendre la question 1. pour la fonction de perte valeur absolue de I’erreur.

On fournit les valeurs suivantes :

T(7;4.734) = 0.2; T(7;5.411) = 0.3; T(7;6.039) = 0.4;
I'(7;6.670) = 0.5: T'(7;7.343) = 0.6.

Exercice 6.
Soit (X3, Xo,...,X,) un n—échantillon de loi Bernoulli de paramétre inconnu ¢, 6§ € (0,1). On
considere la loi a priori de €, définie par :

7(0) = [0(1 — 0)] " 1}0,11(0) (appelée loi de Haldane).

1. Calculer I’estimateur du Maximum de vraisemblance pour ¢, noté 0 MV -

2. Montrer que 7(6) est une loi a priori impropre.

3. Calculer I’estimateur de Bayes Généralisé de ¢, noté O, relativement au risque quadratique.

4. A quelle condition est-il défini ?

5. Comparer les deux estimateurs obtenus.

Exercice 7.

1. Déterminer une loi a priori conjuguée naturelle pour la loi normale A (u, 0?), avec y connu.

2. Montrer que la loi Gamma G(«, /3), «, f > 0 appartient a la famille Exponentielle.

3. Ecrire la loi Gamma sous sa forme canonique et donner une famille de lois a prioris conjuguées
naturelles et la loi a posteriori correspondante.

Exercice 8.

Soit X7, Xo, ..., X, un n-échantillon issu d’une v.a. X. Calculer la loi non informative de Jeffreys pour
le modele Gaussien N (i1, 02), u € Reto € RT, dans les cas suivants :

1.9 = p et 02 connu.

2.0 = 0% et yu connu.

3.0 = (u,0%), p et o* sont inconnus.

Exercice 9.

Considérons le probleme statistique défini par :

{X/@ ~ PO
g ~ Gl(a,b).



5.2 Eléments de réponses 43

1. Calculer I’estimateur bayésien 1" de @, relativement a la perte quadratique.
2. En procédant a la reparamétrisation de la loi Gamma a I’aide des parametres A et y, a définir, écrire la
réponse bayésienne en fonction de A et
3. Que représente la réponse bayésienne en fonction de 6 ?
4. Etudier les cas limites :
a. A\ — O et A + oo, pour n fixé.
b. n — oo, pour A et p fixés.

5.2 Eléments de réponses

Exercice 1.
1.Ona X/0 ~ B(n,0),0 € [0,1] = P(X =z/0) = C*0"(1 — )",z € {0,1,...,n}
et 0 ~ Be(a, ) = m(0) = “ =0 0 € (0,1).

B(a,p)
Laloi a posterlorl estalors 7(0/x) = W, ou

= Iy PX = /0)m(0) d0 = 5z fy 0771 (1 = 0)"+o7 g =
D’oil,

B)B(QZ—FOZ n+p—x).

grta—1(] _ gynt+B-z—1
m(/z) = B(x —|—(a n —2 p—x)
2.0na X/0 ~N(0,6%),0 >0 = f(z/0) =
1/62 ~ G(1,2) = 7(0) = He 2,0 > 0.
La loi marginale de X est alors m(z) = [~ f(x/0)7(0) df = f o0 i4 ~ (5 +2) de.

En utilisant le changement de variable o = 9—2(3 +2) on obuent

c’estadire, 0/x — Be(x +a,n+ [ — ).

ﬁeféxz/ez, r€Ret

2 oo 12— 2I(3/2)
X)) = — a’feTVdo = —————.
) @/QW(%2+2)/0 m(? +4)

D’ou, la loi a posteriori de 6 est donnée par

222 + 4)

2
gt 0 (5 ¢ R.
r(3/2) e 279 0 >0,z €

w(0/x) =

Exercice 2.

1.Ona R(0,61) = E[(0 — 61)%] = E[(0 — 55)%] = GE(X?) + (5 — HE(X) + 62— § + 1.

Or, X ~ B(2,0) = E(X) = 20 et Var(X) = 20(1 — §). Do,

1 1
R(9,01) = <(6° =0+ 3).

2. On asupy R(6,61) = supy(3(6*> — 6 + 3)). De plus,

OR(0,6,) L 1

D’ou, R(f, 1) est concave. Le risque est alors minimale pour 6 = 1/2 et vaut
On a § est dans I'intervalle (0, 1). On obtient R(0, 1) = 15 et R(1,61) = 15
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D’apres le tableau de variation, le risque est maximum et vaut 1—16 pour 6 € {0,1}.

3. Le risque bayésien est égale a (7, d3) = [ R(6,02)m(0) df = 1/2.

Exercice 3.

1.0nafyy = arggmax L(t,0) = argymaxIn L(t,0) avec t = (t1,t2,...,t,).

La vraisemblance L(t 0) =TI, fr(t;) = 0"e?2itietn L(t,0) =nlnd — 0, t..

De plus, Bln(ggt@ =7~ 2iti=0= 0"t 5992 In L(t,0) = —z < 0.D’ou
A n
Oy = :
MV =SSp

2.0nam(f/t,\) o< L(t,0)7(0) avec w(0) = Ae™* 0 > 0. D’on,

m(0/t,\) o eIt FN cest adire, 0/t ~ G(n + 1, Z ti 4+ \).

On obtient donc 0755 = E(0/t) = z”;lﬂ
D’un autre c6té on a,

0" (it + A" o0t A)

Oriap = arg, max w(0/t) = argy maxInm(/t) et 7(0/t) = Tt 1)
n

Onm(0/t) _ —
De plus, —~= =0=0 =

ZT 892 lnﬁ(@/t) = —9% < 0.D’ou

n

bagap = —
MAP Zzﬂ‘i‘)\

Ouv = sz =1, T=22T,

n+l 1 o1 R A R o
3.0na Oninvise = S TN SiT DT ~ T lorsque n — 00, Oy, Oprrse et Oy ap sont équivalents.
0 = = T ~ i
MAP — Z T-‘r)\ Ez 7,_;'_7 T

Exercice 4.

1.0n a6 ~ Uy 1). On pose x = 1 pour le succes et z = 0 pour I’échec, alors

P(X =1)=1— P(X =0) = 6. On obtient (0/x1, 2o, 23) ox #2=i% (1 — )3 X% = (1 — ).
D’ou, 0/x ~ Be(2,3).

La moyenne a posteriori est alors éM mse = 2/5=0.4.

2.P02<0<04/X =2)= f02 7(60/z) df = 0.344.

Exercice 5.

1.Onan(B/z) x B PEiwi+3) Dot f/z ~ G(7,50) et B = Barasse = 0.14.

2. Dans cette question B est la médiane a posteriori, donc vérifiant la relation P(5 < i /X =z)=0.5.
A partir des valeurs données on a, 50ﬁ = 6.670, ce qui donne 6 = 0.1334.

Exercice 6.

1. 0y = argmaxIn L(z, §), avec In L(z, 0) = Yoxilnb+ (n—>" z;)In(l —6).

De plus on a, 220D — ) = ¢ = Z Toet 2 In L(t,0) = [292901 + (129) ‘] < 0.D’ott Oy = X.
2.0na f@ 0)df = In (179)]0 = +oo, alors 7(6) est une loi a priori impropre.

3.0na 7T((9/£) oc i — gyl g € (0,1), dou 0/x ~ Be(>, zi,n — Y, 7).

On obtient donc, O = X.

4. L'estimateur de bayes généralisé est défini tant que I'intégrale [, L(z,6)7 () df est finie.




5.2 Eléments de réponses 45

Ona [y L(z,0)m(0)do = fol g mi= (1 — ) Siwimldh = B(Y, wi,m — 3., 1) < oo. D’od, fg est
bien défini.

5.0y = bc.

Exercice 7.

1.Ona f(x,pu/o?) = \/2;76_?(9”_“)2 X e 307 (@)’

On pose, § = o2 on obtient f(z/0) o (71)/2e=2(0" ) _“) Do, 07! ~ G(3/2, 5(x — p)?).
Dans ce cas, 0 ~ ZG(3/2, 3 (z — p)?).

2.0n a f(z/a,B) = F'B(Z)xa le=P2 = exp(—fz + (o — 1) Inz — ln(Fﬁ(:))),x > 0. Dans ce cas,

§ = 27TI(I) = xaTQ( ) IHI, 771(047 5) - _57772(0475) =a— ]-’ B(Oé, 6) - IH(F(Q)/ﬁa) et h(x) =
La loi Béta appartient donc a la famille exponentielle.
3. Forme canonique : On a f(z/a, 8) = exp{—fz + alnz — In(:2 )}%

<. Dans ce cas,

On pose 0 = (o, 8), T =*(Inz,—x), A(f) = In(T'(cr)/B*) et h(z

flz/0) = eXp{Z 0,T;(x) — A(0)}h(x), avec s = 1.

Loi a priori conjuguée naturelle est donnée par,

M)y o

Ba)‘eaﬂl +Bu2

(F(e))?

0/ 1) x exp{8 — AAO)} x expl(a8) (40 ) = A
2
La loi a posteriori correspondante est alors :

m(0/x) o exp{(n+x)0 — (A+1)A(0)}

o< exp{(u +z)a+ (p2 + )3 — (A + 1) In(T(a) /B*)}
elio)ot(uote)

<M> (A1)
3o

Exercice 8.

1.0Onaf = p, oestconnuet f(z/0) = 2Me 205z e R

D’ou, In(f(z/0)) = — In(v27o) — 1(£2)2, w = L(z—0)et
On obtient Ix(0) = —~E(Z; In(f(x/0))) = 1/0>.

La loi a priori de Jeffreys est alors donnée par 7;(0) < 1,0 € R.
2.0naf = o, pconnuet f(x/0) = x/ﬂee —3(*3")” 2 € R. On obtient,

In(f(2/6)) = ~In(V27) — In(0) — pha(e — )2, 2HUEIN — 1| G o 221 (f(a/h)) =
5 — 3(9”9“) Le calcul de 'information de Fisher nous donne Ix(6) = 2/62. La loi a priori de Jef-
freys est alors 7;(0) < 1/60,6 € R™.
3.0naf = (u,o0?) etf(x/@) o<2 e 25 r e R D’oﬁ ln( F(x/0)) o< =L n(0?) — 55 (z — p)*

D plus £ I (x/6)) = 5. i n((2/9) = 3 o sy I (a/0) =~
. Tr— 2
On calcule aussi 32 In(f(2/0)) = — 55 + 50 (z — p)? et 8(02)2 In(f(z/0)) = 5 — %

s (f(2/0)) = = 5.

1
D’olt la matrice d’information de Fisher 1(0) = (1(0),;), ; = < %2 i >
204
On obtient une loi a priori de Jeffeys 7;(f) < %, € Reto € RT.



5.2 Eléments de réponses 46

Exercice 9.
1.0n a QMMSE =

nX+a
n+b °

A=b

2. On utilise la reparamétrisation de la loi Gamma suivante : { 1= a/b

On obtient donc { Zf ;\M avec u = E(0) et Var(0) = p/ .
La réponse bayésienne est alors donnée par E(0/z) = {157 + ﬁE(@)

3. E(f/z) est la moyenne pondérée de X et de E(0). Géométriquement, E(f/z) est le barycentre des
points des coordonnées () et T affectés des coefficients F/\n et ., respectivement.
4. Cas limites : pour n fixé on deux situations,

I. si A\ = 0 Var(f) — 400, le poids de I’a priori est nul et E(0/z) — T (I’estimation bayésienne
tend vers I’estimation classique ; on est dans un cas non informative).

2. Si A — +o0 Var(f) = 0 (minimale), le poids des données est nul et E(6/z) — E(f) (I’estimation
bayésienne est indépendante des données ; on est dans un cas extrémement informatif).

Pour A\ et p fixés, sin — +oco on a,

E(6/x) — T (convergence vers I’estimation classique).



Université de Béjaia Faculté des Sciences Exactes
Département des Mathématiques.
Master 1 SAD.

Examen de Statistique Bayésienne. Année 2014.
Durée 2H.

Exercice 1.
Soit X5, Xo, ..., X,, un n-échantillon issu d’une v.a. X de densité définie par :

fo(x) = (k +1)0~ "Dk 4 (2)

ou k € N donné et § > 0 inconnu. On note m = n(k + 1).
1. Montrer que I’estimateur du Maximum de vraisemblance pour le parametre inconnu 6 est
0 = max; X;.
2. Calculer la fonction de répartition de 6 en fonction de m.
3. Calculer E(0).
4. 0 est-il sans biais ?
S. Calculer le risque quadratique de A0 ot A est un réel donné.
6. Trouver la valeur de X telle que :
a.) A soit sans biais.
b.) A soit de risque minimal.
Calculer le risque obtenu dans chaque cas.
7. On se donne une loi a priori de 6 de densité

7T5(0) = 59_21[57+OO[(:L‘), 0 > 0fixé.

a.) Montrer que la loi a posteriori est une Pareto dont il faut donner ses parametres.
b.) Déterminer I’estimateur de Bayes de 6, noté 0,5, relativement a la perte quadratique.
¢.) Quel est son comportement lorsque o — 0.

[Rappel : la densité d’une v.a. X de loi Pareto(«, ) est f(x) = fﬂ;’fﬁlxza. Dans ce cas on a,

BE(X) = 1.

Exercice 2.

Soit X une v.a. discréte de loi Binomiale de paramétres n et p, p €0, 1].
1. Donner la loi non informative de Jeffrey pour p.

2. Considérons une loi a priori impropre pour p, dite de Haldane, définie par

m(p) =[p(L—p)]", pe01].

Déterminer I’estimateur de Bayes généralisé pour p, relativement a la perte quadratique.

Bon courage...



Université de Béjaia

Faculté des Sciences Exactes
Département des Mathématiques.
Master 1 SAD.

Examen de Statistique Bayésienne.
Année 2015. Durée : 2h.

Exercice 1.

Soit X1, X, ..., X, un n-échantillon issu d’une v.a. X de loi de Poisson de parameétre inconnu 6 ayant
pour loi a priori () de type G(a, 8), a, B > 0.

1. Montrer que la loi Gamma est une loi conjuguée naturelle de la loi de Poisson.

2. Déterminer I’estimateur bayésien 7,, de 6, relativement a la perte quadratique.

3. Calculer le risque quadratique de 7,.

4. Calculer le risque bayésien de T,,, relativement a la loi a priori 7 (6).

Exercice 2.

Soit X1, Xo, ..., X, un n-échantillon issu d’une v.a. X de loi Paréto de parametre 6, 6§ > 0, de densité

0
F(@,0) =~ Lol (2).

1. Calculer I’estimateur 6 v de 0 par la méthode de maximum de vraisemblance.
2. Calculer la loi a priori non informative de Jeffreys pour 6 et déterminer dans ce cas 1’estimateur de
bayes 6, relativement a la perte quadratique.

Supposons dans la suite que nous disposons d’une information a priori sur le parametre 6 résumée
dans la densité a priori
-0
7T(9) = Je 1[0,+OO[(0>

3. Montrer que la densité a posteriori de 6 est la densité d’une loi Gamma dont on déterminera les
parametres.

4. Déterminer les estimateurs & vap et 0 vmse de 6.

5. Comparer les estimateurs 0 MLE> 0 MAP €t 0 My se pour une taille d’échantillon n assez grande.

Bon courage...
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