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"«— Série de TD numéro 3—K

Exercice 1 : Calculer les limites suivantes :

i 1
1.  lim (\/ 2 41— 1;) , 2. lim ZT 3 lim zsin <>
x

25 +o00 z—01—coszx’ 2—0
2 2 T 1 z
gom T2 gy TsE) gy (1 + ) .
z—0 €T z—+oco0 x4+ 1 z——+00 €T

Exercice 2 : On consideére la fonction suivante :

sin 2x

six #0

fl@) = T
2 sizx=0

Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.

Exercice 3 : On considere la fonction suivante :
ze six <0
f(z)y=<0 siz=0
z2 cos (é) siz>0

Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.

Exercice 4 : Peut-on prolonger par continuité les fonctions suivantes au point xg ?

sin(2x

1. f(m):\/li(x)l, o = 0.
et —¢?

2. f(x):7m2+x76’ To = 2.

Exercice 5 : Montrer que '’équation £ + tanx = 0 admet une et une seule racine sur

I'intervalle ] %r, T [

Exercice 6 : On considere la fonction réelle suivante :

In(v/14+z) siz>0

x) = e'L_
S1 T

a. Etudier la continuité de f en z = 0.
b. Etudier la dérivabilité de f en z = 0 et donner I'expression de la fonction dérivée f’.

Exercice 7 :

1. En utilisant le théoreme des accroissements finis, démontrer les inégalités suivantes.
a. Pour tout z > 0, on a H% <In(z+1)—nz< i
b. Pour tout x € [0,1[,ona § — T <arccosz < § — .

2. Calculer les limites suivantes a I’aide de la regle de I’'Hopital :

| lim LT gy, ToSC) e
z—0 2 z—0 T + 5111(3:5) z—0 xr2
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Exercice 1 :

1.

lim (\/IQ Tl x) (FI)
T——+00
I WVa?+1—2)(Va?2+1+1x) I I . 1
= lim = lim ——— = lim —— =
T—+00 Vaz+1l+z zotoo /g2 4+ 14 ozt /aZ4+ 14z
iy _5inZ (FI)
z—=01 —cosx
) xsinz(1l + cosx) . xsinz(l+ cosz) . xsinz(l+ cosz)
= lim = lim = lim )
z—0 (1 —cosx)(l4+cosz) =2-0 1—cos’x z—0 sin”
1 3 1 S 2 51
= lim 73:( —‘,_CObx) = lim 7—#}0533 =229 car lim 22 =1
z—0 sinx z—0 ST 1 z—0 I

x

. lim o'sin (i) (FI)

x—0

Ona limz =0 et ‘sin (l)’ < 1 (fonction bornée)
z—0 x

x—0 T

1
Alors lim z sin () =0

242 0
i S22 <) (FI)
x—0 x 0
On a i .
x2+2|x\ lim =42 siz>0
lim — ) z—0*t 5 T
z—0 T . T —2x .
lim =-2 six<0
z—0~ x
242 242 242
Comme lim Lm # lim L\ﬂ’ alors lim w n’existe pas.
z—0— x z—0t+ x z—0 x
x cos(e®) (FI)

im 3
z—+oo x2+1

OnaVvz €R, -1 <cos(e”) <+l —75 < *’”‘;?fl) < =

x cos(e®)

=0, alors lim

Ona lim - Lm e

= lim
zo4+00 x4+ 1 400 2 + 1
d’encadrement).

= 0 (Théoreme

1 x
. lim <1+> (FI)
Tr—r—+00 xX

On pose le changement de variable y =

8|~

Comme x — +o00, alors y — 0.

1 * . n(lt+y
lim <1 + > = lim(1+y)7 = lim VT = lime v =el =
€T y—0

T—+00 y—0 y—0

g
Il



Exercice 2 :
Soit la fonction suivante :

in(2
x—l—Ln( 2) siz#0

2 siz=0

fz) =

11 est clair que la fonction f est continue sur R* (comme quotient et composition de
fonctions continues).

> Continuité en £ =0 :

La fonction f est continue en 0 < 9ll_r)r}) f(z) = f(0)

Calculons la limite :

. L sin(2z), . 2sin(2x)
lim f(z) =l +— =) = Ip(a+ — —

. . 2sin(2z)
= lim z + lim ——~=
x—0 x—0 2x

~1 2
— 042 x lim 22)

x—0 xT

)

=0+2x1 (car lim =2 =1)

u—0 U
—2-4(0)

Donc f est continue en x = 0. Par conséquent, f est continue sur R.

Exercice 3 : Soit la fonction suivante :

bl

xe siz <0
flx)=<0 siz=0
22 cos (%) siz >0
On détermine le domaine de définition de f : Dy =] — 00, 0[U{0}U]0, +o0[= R.
>Continuité de f sur son domaine de définition :
~ Sur ] — 00,0[, f(x) = zes est continue comme produit de deux fonctions continues.
— Sur ]0, +oo[, f(z) = 2% cos (%) est continue comme produit et composition de fonctions
continues.
> Continuité de f en O :
La fonction f est continue en 0 & lim f(z) = lim f(z) = f(0)

z—0~ z—0+
On a f(0) =0.

8=

lim ze= =0 = f(0) donc f est continue & gauche de 0.

z—0~
. 2 1
lim x“cos | — (FT)
xz—0t x

Ona —1<cos (i) <41 e —2? < 22cos (%) < z?

En utilisant le théoreme d’encadrement, on obtient :

1
lim 22 cos <) =0= f(0) donc f est continue & droite de 0.
x

z—0t

Comme lim f(xz) = lim f(z) = f(0), alors f est continue en 0. Par conséquent f est
z—0— z—0t
continue sur R.



Exercice 4 :
> Prolongement par continuité des fonctions suivantes :

in(2
1. f(z) = \/%:Ezl au point g = 0. f est définiesi v1+x—1#0et 2+ 1 > 0. Donc

Dy = [-1,0[U]0, +o0].
On a :
m sin(2z) — lim sin(2z)(v/1+ x4+ 1)
250 /T+2z—1 250 (Vitz—-1)(VI+z+1)
sin(2z)(v1+z +1)

= lim
z—0 x
_ sin(2z)(v1+ 2+ 1)
~ on0 x
) sin(2x)
=lm2- ——= - (V14+z+1)
z—0 2z
3] 2
=4, car lim M =1
x—0 21’

La fonction f admet un prolongement par continuité en 0.
Son prolongement par continuité est donné par :

7Sin(2x) sizeD
f@)={ itz -1 !
4 siz=0
e® — 2 .
2. f(z) = s 2. Il est clair que 22 + 2 — 6 = (z + 3)(x — 2).
Le domaine de définition de la fonction f est Dy =] — oo, —3[U] — 3, 2[U]2, +o0].
On a:

i et — 62 i e 2
im ——— =lim ——
z=222+x—6 a2 (x—2)(z+3)

_ ;
=92 Xi-l—>m2x—|—3
o2
~ 5
Ici g(x) = €® et ¢'(z) = e”.
Par suite : )
et —e
—— siz e Dy
Froy— a2+ —6
flz) = e2 '
5 six =2

est le prolongement par continuité de f en 2.



Exercice 5 : On définit la fonction f(z) = % +tana.

La fonction f est continue sur [3T, 7]. Comme tan(r) = 0 et tan(2F) = —1, alors :
f (37T> x f(m) = {(Z) + tan <31>} X (g +tan7r)
T ™
(3-1) 73
~ —0,215 x 1,047 < 0
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires :
3
Jxg € } I,?T|: s flzg) =0
C’est-a-dire dxg € }?jf,w[ 1 4 tanxg = 0.
Unicité :
1 1 3m
M) — = 27
f(x)_3+coszx > 0 sur [4 ,77}
donc la fonction f est strictement croissante.
Par suite, la solution est unique.
Exercice 6 :
On considere la fonction suivante :
In(v1+z) siz>0
fla)=9qe" -1 .
siz <0
2
> Continuité de f au point O :
La fonction f est continue en 0 < lim f(x) = lim f(z) = f(0)
z—0t z—0~
e —1
0) = =0
70) =
e’ -1
lim f(z) = lim 0= £(0)
r—0~ x—0~
et
lim f(z) = lim In(v1+z)=0= f(0)
z—0t z—0+
On a hm f(z) = hm f(z) = f(0) = la fonction f est continue en 0.
> Derlvablllte de f au point 0 :
La fonction f est dérivable en 0 < f;(0) = f,(0) = f'(0)
On a:
, el e’ —1
BT 2 _ : _
15(0) = xhjgf x 2 M 911—>mO x !
In/1 1 In(1 1 In(1
fa(0) = mu lim ,sz car lim (+x):1
z~>0+ T z—0t 2 x 2 z—0 x

f4(0) = £,(0) = f est dérivable en 0.



> Dérivée de f :
Pour z > 0, f est dérivable et on a :

/ 1
fl(z)=(nV1i+a2) = WVita) s 1

Vitez itz 2(1+z)

Pour z <0, f'(z) = (emgl)l = %

D’ou :
71 siz>0
2(1+x)
f’(:r): e sixzx <0
2
1
5 sixz=0

Exercice 7 :
1. Utilisant le théoréme des accroissements finis

1
aVer>0, —— <In(l+z)—Inz<—
z+1 T

On considere la fonction h(z) =Inz sur [z, 2 + 1] avec = > 0.
La fonction h est continue sur [z,x + 1] et dérivable sur |z, z + 1.
D’apres le théoréme des accroissements finis, Je €]x, x 4 1] tel que :

ha+1) - h(@) = (@ +1—2)h(c) — In(z+1)—Inz = %

D’autre part :

1 1
r<c<zr+l=s —<—-<—
r+1 c T

1
<ln(:z:+1)—lnx<;, VY >0

z+1
b. Vz € [0, 1], g—\/%<arccosm<g—x

On considere la fonction g(x) = arccos z sur [0, z] avec 0 < z < 1.
La fonction g est continue sur [0, z], dérivable sur |0, z[.
D’apres le théoréme des accroissements finis, Je €]0, x| tel que :

g(xz) — g(0) = (z = 0)g'(c)

1
arccos x — arccos() = x - (—

V1 —¢?
x

V1 —c?

v
= arccoser — — = —
2
D’autre part :
O<c<z=0<cl<2’= 2’<-<0=>1-22<1-2<1

=1< L < L =1< ! < L
1—¢2 " 1—22 V=2 V1 —2a2




—1 —1 T T

= < <-1=- < - < —x.
VI—22  J1-¢2 V1—2a? A
T T
Comme arccosx — — = ———— alors :
2 1—¢2

x T
——— < arccosr — - < —I
2 2

1—2
Donc g—\/%<arccosx<g—x Vo e [0,1]|

2. Calcul de limites a ’aide de la regle de I’'Hopital

o lim, 0 =% = lim, o502 = Llim, o502 — 1 (13 regle de I'Hopital).
. —sin(2 . 1-2cos(2 _ R A

e lim, .o fﬂr;inggg = lim,_, Hszigzggi; = % = —1  (la regle de I'Hopital).

o lim, o %=1 (FI)

On a lin%(ex—x—l) = lirr%):c2 =0 et (22) = 22 # 0 pour x # 0.
z— z—
Donc on peut appliquer la regle de ’'Hospital et on aura :
T _ _ 1 x _ _ 1 / T __ 1
im & Tl g, e € gy

z—0 x2 z—0 (z2) z—=0 2

On applique la deuxieme fois la regle de ’'Hopital ; on obtient :

. e’ —1 . (e — 1) I e 1
- =lm-——=1Im — = —-.
a0 2z z—0  (2z) =0 2 2
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