5.5.1 Fonction inverse des fonctions trigonométriques

Fonction arc sinus

La fonction f : {_;, ;T} — [—1,+1] définie par f (x) = sin x étant continue et strictement croissante sur {_;, ;T]
/ T . L. 1 —T T ) .
(f'(x) =cosz >0Vz € 53 ). Elle admet une fonction réciproque f=':[—1,+1] — 53 appelée fonction
arc sinus qui est continue et strictement croissante sur [—1,41]. On la note arcsin. Ainsi
. T =siny
{ y = arcsinx s
ze[-1,+1 €|—, =
F1) T ve |53
et
(arcsin) (a) = —
arcsin)’ (r) =
cosy
B 11— siny
= —, |2/ < 1.

V1 — 22

Fonction arc cosinus

La fonction f : [0,7] — [—1,+1] définie par f(z) = cosx étant continue et strictement décroissante sur [0, 7]
(f' (z) = —sinz > 0 Va € ]0,7[). Elle admet une fonction réciproque f~! :[-1,+1] — [0, 7] appelée fonction arc
cosinus qui est continue et strictement décroissante sur [—1, +1]. On la note arccos. Ainsi

Y = arccos x T = cosy
x € [—1,+1] y € [0, 7]
et
’ 1
(arccos) () = .
—siny
_ —1
V1 I cos?y
= — z[<1
. Vi _ 2
Fonction arc tangente I=u
. - T . . . . - T
La fonction f : }2, 2{ — R définie par f(x) = tanx étant continue et strictement croissante sur ]2, 2[
, 1 -7 T . L. 1 - T . .
(f (z) = > 0Vx € |—,=|). Elle admet une fonction réciproque f~!: R — | —, — | appelée fonction arc
cos? x 272 272

tangente qui est continue et strictement croissante sur R. On la note arctan. Ainsi

y = arctanx v = tany
zeR Y yel|EE
272
et L
(arctan)’ (z) Vo e R.

- 1+tan?y T 1422
Fonction arc cotangente

La fonction f :]0,7[ — R définie par f (z) = cot x étant continue et strictement décroissante sur |0, 7[ (f/ (x) =

sn? 2 > 0 Vz € ]0, 7). Elle admet une fonction réciproque f~': R — ]0, 7| appelée fonction arc cotangente qui
est continue et strictement décroissante sur R. On la note arccot . Ainsi

y = arccot x T = coty
reR y €10, 7

et
-1 -1

arccot)’ = =
(arccot) () 1+cot?y 1+ a2’

Vo € R.

Vo € Dy, sin (arcsinx) = x; cos(arccosz) = ' ; tan(arctan z) = x; cot(arccot z) = .

Mais arcsin (sinx) = x si x € [_277, ;T] et arccos(cosx) = x si x € [0, 7] ; etc...



. m ™
1. arcsinz + arccos = —; 2. arctanx + arccot x = —;

. . 2
3. arcsin (—z) = —arcsin x; 4. arccos (—x) = m — arccos x;
5. arctan (—z) = — arctan z; 6. arccot (—z) = ™ — arccot x;
7. 8.

cos (arcsin ) = sin(arccos ) = V1 — z2;

1
cos (arctan ) = sin(arccot r) = ——;
/1 — 22
L; 10. tan(arccosx) = cot (arcsinz) = 7x;
V1— 22 x

9. sin (arctanz) = cos (arccot z) =

. T
11. arccos % + arcsin 1 —.

CA
5.5.2 Fonctions hyperboliques et leurs inverses

Fonction sinus hyperbolique

La fonction sinus hyperbolique est définie par

sinh: R — R

r +— sinhx = ¢
2
lim, 4o sinh = 400.
Fonction cosinus hyperbolique
La fonction cosinus hyperbolique est définie par
cosh: R — [1,+00]
e’ +e’ "
r +— coshx=—F—.
2
, eT _ 7
cosh est une fonction paire, (cosh) (z) = —y = sinhx, Vo € R.

lim, oo coshz = +00, lim,_, 4o coshx = 400, cosh est strictement décroissante sur R~ et strictement croissante sur R+

Fonction tangente hyperbolique
La fonction tangente hyperbolique est définie par
: R —1,+1] .
tanh — =L+ sinhz _ e —e”

r +—— tanhz = = .
coshx e* +e*

x

tanh’: (x) 1—tanh?z = ,Vae € R;lim,, o tanhx = —1,

) cosh? z
lim, oo tanh oz = +1.

Fonction cotangente hyperbolique
La fonction cotangente hyperbolique est définie par

coth: R* — J—o00,—1[U]1,+o0|

coshx 1 et +e "
T —— cothz = — = = .
sinh x tanhax e® —e™ 7

coth est une fonction impaire et est strictement décroissante et bijective de R* dans ]—oo, —1[U]1, +o00[. On a coth €
(coth)’ (z) =1 — coth®z =

lim, , ;- cothz = —o0,lim,_,;+ cothx = +oc0.

- — 5, Vo € R*;lim, .o cothz = —1,lim, 4 o cothx = +1,
sinh® z

Propriétés des fonctions hyperboliques

. . _ 2 12
coshz + sinhx = €*, coshx — sinhx = e™%, cosh” x — sinh”“ z = 1;

cosh (z + y) = cosh x. cosh y + sinh z sinh y;
sinh (x 4+ y) = sinh «. cosh y 4 sinh y. cosh x;

tanh x + tanhy
tanh = ;
anh (z +y) 1 —tanhz.tanhy’
1
1 —tanh®z = ————;cosh (2z) = 2cosh®z — 1 =1+ 2sinh® .

cosh” x



Fonction argument sinus hyperbolique

La fonction sinh est définie, continue et strictement croissante sur R. Elle admet une fonction réciproque
f~' : R — R appelée fonction argument sinus hyperbolique. On la note argsinh. Ainsi

y = argsinh x r = sinhy
{xeR {yeR.

_l+4x

-z

La fonction argsinh : R — R est définie, continue et strictement croissante sur R et

ey

Donc

1
cosh
yl

\/ll—ksinhzy
= —,Vx eR.
V14 2?

D’ou argsinh € C*° (R, R) et lim, ., argsinhx = —o0, lim,_, 1, argsinhz = +00. On 3

(argsinh)’ (z) =

cosh? y —sinh? y = 1 = coshy = \/1 +sinh?y = /1 + 22.

coshy +sinhy =e¥ = 2 + /1 + 22

Donc

= argsinhx:y:lneyzln(x+ 1—|—x2).

Fonction argument cosinus hyperbolique

La fonction f : [0,+00[ — [1,+o00[ définie par f(x) = coshz est continue et strictement croissante sur RT.

Elle admet une fonction réciproque f~! : [1,4+o00[ — [0, +oc[ continue et strictement croissante, appelée fonction
argument cosinus hyperbolique. On la note argcosh. Ainsi

y = argcoshz x = coshy
z € [1,+o0] y € [0, +o0[.

La fonction argsinh : R — R est définie, continue et strictement croissante sur R et

1
sinh
Y 1

Veosh?y — 1
1

- Vz>1
2 —1

(argcos) (z) =

lim, 4 argcoshz = +0c0. On a

cosh? y —sinh? y = 1 = sinhy = \/cosh?y — 1 = /22 — 1.

Donc
coshy +sinhy =e¥ = a2+ a2 -1

= argcoshz =y =1IneY =In (ac—i— VaZ— 1) Vo > 1.

Fonction argument tangente hyperbolique

La fonction f: R — |—1,+1[ définie par f (z) = tanh x est continue et strictement croissante sur R. Elle admet une

fonction réciproque f~' :]—1,4+1] — R continue et strictement croissante, appelée fonction argument tangente
hyperbolique. On la note arg tanh. Ainsi

y = argtanhx T = tany
z€]-1,+1] y € R.
Y_ oY
On a pour |z| <1 2=5"%" Donc e2y_1+m

eV +e Y T 11—z



1 1+
= argtanx:y:§ln )

1
1.2 |z| < 1etlim, , ;+argtanha = —oo,lim, . i- argtanhz = +o0.
—x

La fonction argtan € C* (]—1,+1[,R).

(argtan)’ (z) =

Fonction argument cotangente hyperbolique

coth: R* — ]—o0,—1[U]l,+o0]

coshx 1 er +e*
T —— cothx = — = =
sinh x tanh x er —e™7®

est bijective, donc elle admet une fonction réciproque dite argument cotangente hyperbolique. On la note arg coth .

Ainsi
y = arg cothx r = coty
lz| > 1 y € R*.

1+
- S|zl > 1.

1
argcothx =y = iln

On peut montrer que



