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— EXAMEN—X

Exercice 1 : (7 points)

Soit (un)nen la suite réelle définie par : Tuy, + 4

a. Montrer que, pour tout n € N, 0 < wu, < 2.
b. Etudier la monotonie de la suite (uy,).

¢. En Déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
d. On pose A = {u, ; n € N}. Déterminer s'ils existent I’ensemble des majorants,
I’ensemble des minorants, la borne supérieure, la borne inférieure, le maximum et le

minimum de A.

Exercice 2 : (10 points)
1. On considere la fonction réelle f définie par :

sin(x?)
fay=1 =
In(1+x) siz>0

six <0

a. Etudier la continuité de f sur R.

b. Etudier la dérivabilité de f sur R puis calculer sa dérivée f.
2. Montrer qu’il existe au moins « €]0, 1] tel que : sin(1 + a) = a.
3. Montrer en utilisant le théoréme des accroissements finis que Va > 0 :

2 1 1 2

< - <=
14+z)3 22 (14x)?2 a3

1 1
En déduire mlim <x2 — 1)2> er.

—+0o0

Exercice 3 : (3 points)
z(x —1)sin (z — 1)

Calculer les limites suivantes : 1. lim

3. 1i

i (S0,

1
. lim 3
z—1 3 — 3z +2 z=1\1l—2 1—23

Bon Courage
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Y— Corrigé de I'examen—X

Exercice 1 :

1. Soit (up)nen la suite réelle définie par : _ Tu, +4
"~ 3u, +3

a. Montrons que Vn € N, 0 < u,, < 2.
Pour n =0, on a 0 < (ug = 0) < 2. (la propriété est vraie pour n = 0). Supposons que
pour un certain rang n € N, 0 < u,, < 2 et montrons que 0 < up41 < 2. Onau, >0 =

n+4
Tup, +4>4>0 et 3un+323>0,d’0ﬁun+1:7u7+_ .
3up +3

_ Tu, +4 2_7un+4—6un—6_un—2

T Bup+3 3u, + 3 " 3u, +3
Donc 0 < up41 < 2. Alors par récurrence ’Vn eN, 0<u,<?2 ‘ 1.5

Par ailleurs w, 1 — 2 < 2, d’ol up41 < 2.

b. Etudions la monotonie de la suite (uy,) :

Tu, +4 7un+4—3u%—3un
Untl T Un =g s T 3un + 3
B —3u? + 4u, +4 B —3(un + %)(un —2)
B 3u, + 3 B 3u, + 3 ‘

*3 n+2 71*2
Or 0 < u, < 2, alors (u 3)(u )

> 0. Donc (u,) est strictement croissante. ] 5§

c. Convergence de la suite (u,) : La suite (u,) croissante et majorée par 2, donc

d’apres le théoreme de la convergence monotone : ’La suite (u,) est convergente ‘ 0.5

Tun +4 _ ,_ 7044

>Soit /= lim wu, =¢= lim u,y; = = lim

n——4oo n——+oo n—-+0oo 3un + 3 o 3¢ + 3
32 4+30=T0+4= 30240 —4=0. A =16+ 48 = 64, alors 'équation 3¢%> — 4/ —4 =0
admet deux solutions distinctes ¢; = —% et ¢y = 2. Comme u,, > 0, Vn € N, alors

2. Etude de ensemble A = {u,,n € N} :

Ensemble des majorants de A : L’ensemble des majorants de A est | [2, +oo] | 0.5
Borne supérieure de A : |sup(4) =2[(). 5

Maximum de A :sup(4A) =2¢ A, = ’maX(A) n’existe pas ‘025

Ensemble des minorants de A : L’ensemble des minorants de A est . 0.5
Borne inférieure de A : ’inf(A) =uy=0 ‘ 0.5

Minimum de A : ’min(A) = inf(A) = O‘ 0.25




Exercice 2 :
1. Considérons la fonction réelle f définie par :

sin(z?)
fay=4 =
In(l1+z) siz>0

siz <0

a. Continuité de f sur R

e Sur l'intervalle | — 0o, 0[, la fonction f est continue (composition et quotient de
fonctions continues, avec dénominateur non nul). () 25

e Sur I'intervalle ]0, +oo[, la fonction f est continue (composition de fonctions continues).() 25

e Continuité de f en 0 :
(3 (3 (3
> lim f(z)= lim sm(;v ) = lim z- sm(;c ) =0 car lim sm(;c )
z—0~ z—0~ X z—0~ x z—0 T
> lim f(z)= lim In(1+z)=0.
z—0+ z—0t

=1

Ona lim f(z) = lim f(z)= f(0) =0, donc f est continue en 0.
z—0~ z—0t

’Donc f est est continue sur (] — oo, 0[U{0}U]0, +00[= R) ‘ 1

b. Dérivabilité de f sur R

e Sur l'intervalle | — 0o, 0[, la fonction f est dérivable (composition et quotient de
fonctions dérivables, avec dénominateur non nul). 025

e Sur lintervalle |0, +o00[, la fonction f est dérivable (composition de fonctions

dérivables). () 25

e Dérivabilité de f en O :
— 5 3
e T@ - fO) | sinG?)

rz—0~ z—0 x—0~ x3

—1=f(0).

’Donc f est dérivable a gauche en 0 ‘ 0.75

— In (1
J@ =10y, mOFD) O gy
z—0+ x—0 z—0+ T 0
D’apres la regle de I’Hopital :

In (1
lim 7n( +$)—

z—0t x z—0t 1

’Donc f est dérivable a droite en 0 ‘ 0.75

0.5
Comme f;(0) = f;(0) = 1, alors f est dérivable en 0 et f’(0) = 1. Donc La fonction f est
dérivable sur R, et sa fonction dérivée est définie par :

323 cos (z3) — 2sin (2?)

3 six <0
fllz)y=< 1 siz=0 1]
1 .
siz>0
z+1



2. Soit la fonction g(z) = sin(1 + z) — x définie sur R. On a :
— g(0) =sin(1) — 0 =sin(1) ~ 0.841 >0 (.25
- g(1) =sin(2) = 1= 0909 - 1=-0.091<0 () 25
Comme g est continue sur [0,1] (somme de fonctions continues) et g(0) - g(1) < 0. Alors
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires Ja €]0, 1] tel que g(a) = 0, ce qui

implique : ’3& €]0, 1] tel que sin(1 + a) = « ‘ 1.5

3. Pour tout nombre réel x strictement positif, la fonction h(t) = 7] est continue sur

[z, x + 1] et dérivable sur |z, z + 1[. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe

c €lx,x + 1] tel que :
Mz +1)—h() = (@ +1-2) () 0.75

2
Or |k (t) = 5 , donc :
1 1 _1 2\ 2
(x+1)2 a2 3) 3
D’ou :
1 1 2
2 (z+1)2 3
Onaz<c<z+1 doncx3<c3<(x+1)3:>#<i<i=>
’ (x+1)3 "3 ad
2 < 2 < 2 C 1 1 2 )
—— < — < —. Comme — — ——— = —, alors
(x+1)3 & a8 2 (x+1)2
2 < 1 1 < 2
(:E—‘rl)?’ T2 (.%'—1—1)2 3 075
. 1 1
>Calculde lm |—— —=)¢€"
z—+oo \ 22 (m—l—l)Q
2 1 1 2 2e” 1 1 - 2e”
CommeW<J;2—W<I3,alorsw<<x2—(m+l)2>e <?0.5

I 2e" 400 . N A C e .
Or L Hm m = T En appliquant la regle de I’hopital trois fois, on obtient :

i 2e* I 2e*
m ——= lim ——
z—+too (£ 4+1)3  zo+oo 3(x +1)2
. 2e”
= lim ———
z—+oo 6(x + 1)
2e”
= lim — =+o00

Par comparaison on obtient :




Exercice 3 :

~1)si 1
1. lim z@ - )sin ( ), on a :
z—1 23 —3x + 2

z(x —1)sin(z —1) x(x—1)sin(z—1) _ z—1Dsin(x—1)  a(@-1) sin(z-1)
a3 —3x 42 S (r=1) (22 +x—-2) (r—D(x-)(+2) (z+2)(z—1)
. x(x—1)sin(z—1) x . sin (z — 1)

:>i1_>ml 3 —3x+2 _il—>ml(1‘+2) ar—>l (x—1) I 1

Car lim sin (@ — 1) =1.

rx—1 (:L’ — 1)

1 31 3 2+ 4+1-3  (z—-1)(x+2)
l—z 1-23 1-2z (-2)@+z+1) (Q-a)@2+z+1) (A—-2)(@®+z+1)
B (1-2z)(z+2) _ (=+2)
(1-z)(z?24+x+1) (2242 +1)
. 1 3 L —(z+2)
éignl<1—x1—x3)il—>ml(x2+x—|—l) 7'1
3 limw on a:
= IR B
e/ +1-6  (2vz+1—6)(zvr+1+6)(vVz+V3) :(xQ(w+1)—36)(\/5+\/§)
V-3 (v + 1+ 6) (v —V3) (zv/z + 1+ 6)(x —3)
(2?42 +12)(z - 3)(Va + V/3) (22 + 42 +12)(Va +V3)
a (xvr +1+6)(z —3) - (xvr +1+6)

oy OVEFTZ0) @ e 12)(E V) | 1VE ]
RN (zv/z +1+6) T2 |
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