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5.1 Introduction

Ce chapitre donne une introduction a l'intégrale de Riemann et de quelques
propriétés fondamentales qui sont conséquence des définitions. Ensuite, on établit
le lien entre cette intégrale et les primitives. Une partie du cours est consacrée a
exposer les principales techniques de calcul des primitives et des intégrales.

Dans ce qui suit, on considére que des fonctions continues sur un intervalle

[a,b] de R & valeurs réelles.

5.2 Intégrale de Riemann

Définition 5.1 (Subdivision)
Une subdivision d’un intervalle [a,b] de R est une partie finie fermée de

(n+ 1) éléments {ag, ay, ....,an_1,a,} de [a,b] telle que :
a=ag<a; <..<@u1<a,=">.

On appelle "pas" de la subdivision le réel Oé\{axl (i1 — a;) .

Définition 5.2 Une somme de Riemann d’une fonction f définie sur un inter-
valle [a,b] de R & valeurs réelles relativement & une subdivision {ag, ai, ...., ay_1, @y}

de [a,b] est le réel défini par :

[aary

n—

(air1 —a;) f (i), ot x; € [a;, ai].

~
I
o

b—a
Remarque. Lorsque : a; = a + ¢

pour i € {0,1,....,n}, on parle de

la subdivision réguliére de 'intervalle [a,b], le nombre — 9 st le pas de la

subdivision.

Théoréme 5.1 Soit f : [a,b] — R, une fonction continue.
Les sommes de Riemann relatives a la fonction f convergent toutes vers la
meéme limite lorsque le pas de la subdivision tend vers 0, on note cette limite :

f; f(x)dx et on dit que f est Riemann-intégrable.

Remarque. La variable d’intégration = est une variable muette, c’est a dire
qu’elle peut étre remplacée par n’importe quelle autre variable (qui n’intervient

pas déja ailleurs)
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Proposition 5.1 Soient f et g deuz fonctions continues sur l'intervalle |a,b],
c € la,b] et X € R. Alors on a :

D V@) +g@)de = [} f(@)de+ [} g(z)dz, 2) [Af(@)de =[] f(z)dz,
3) [ S @)de == [} f@de, ) |[)] @) de| < [)1f @) de, 5) [} f (@) d=0.
6) ['f(z)de= [f(x)dz+ [°f(x)dx (laregle de Chasles).

7) Sif(x)=0,Yz € la,b], alors [*f(z)dr =0

8) Sif(x)<g(x),Vz€la,b], alorsfabf(x)dxg fbg(x)dx.

a

8) Si n< f(x) <m,Vz€la,b (n,meR) alors,n(b—a)gfabf(m)dxgm(b—a).

Si n< f(x)<metg(r)>0,VYrelab (n,meR), alors
nf) g de < [} f()g(z)de <m [ g(x)da.
Proposition 5.2 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)

Soient f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [a,b]. Alors on a :

(/abf(x)g(w)dx)Q < (/:ﬂ(x)dx) (/abg%)dx).

Théoréme 5.2 (Théoréme de la moyenne)
Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b] de R a valeurs réelles, il

existe ¢ € [a,b] tel que :

fO=57 [ f@ad

5.3 Les primitives

Définition 5.3 Soit f : I — R une fonction, I est un intervalle quelconque de
R. On appelle "primitive” de f sur I toute fonction F' : [ — R dérivable sur
I telle que : F' (z) = f(z) Vzel.

Une primitive d’une fonction f, représentée par [ f (x)dx s’appelle aussi
une intégrale indéfinie de f et ’ensemble de toutes les primitives de f s’écrit
[ f(x)de=F(z)+c, ceR.
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Exemple 5.3 La fonction : x — 23 —422+2x est une primitive de la fonction :
x — 322 —8x+2 surR et toutes les primitives de la fonction : x —— 3% —8x+2
sur R sont v —— 23 — 422 +2x 4+ ¢, c € R.

On écrit :
/(39@2—8x—|—2)dm=x3—4x2+2x—|—c7 ceR.

Une primitive de la fonction : x — cos2x est la fonction x — %Sin 2z sur R

et toutes les primitives de la fonction : v —— cos2x sur R sont
1
/(008230) dr = §sin2x+c, ceR.
Remarque 5.1 Les primitives d’une fonction sont pas unique.

Exemple 5.4 Soit la fonction f (r) = 4x + 3.
On a:

F(r) =22 +3z, G(z) =22 +3x+1, H(x) =22"+30+2, ..
sont des primitives de la fonction f sur R.

Conclusion 5.5 Si on connait une primitive F' de f, toutes les autres primitives

de f sont de la forme F + ¢ ol ¢ est une constante.

Propriétés fondamentales :
Soient F' et G des primitives respectivement de f et ¢g sur un intervalle I de
R. Alors :

) [(f+g) (x)de=F(z)+G(z), Vo eI 2) [(\f)(z)dx = \F (z), Yz €.

3) [(fG+ Fg)(z)dz = (F.G)(x), Vx e 1.

1y [ (%) (z) dz = (g) (), Vo e I, (avec G (z) £0, Yo € I).

Primitives des fonctions usuelles :

—1
1) [Adz=Xr+c, NeR. 4) [sin(ax + b)dx = — cos (ax +b) + ¢, a #0.
a

1 1
2) f;dx:ln|x|—|—c. 5) fcos(ax+b)dx:asin(a$+b)—|—c, a#0.

xa—l—l 1

3) fxad:c:a+1+c,a€]R—{—l}. G)fﬁ

ou ¢ est une constante dans R.

dxr = arcsinx + ¢, |z| <1,
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5.4 Intégrale définie

Proposition 5.3 Si F' est une primitive de la fonction continue f sur |a,b],

alors :
b
[ F@ids = (F @ =F ()~ F ).

Cette proposition montre toute l'importance que représente la connaissance des

primitives des fonctions continues dans le calcul des intégrales.

Remarque 5.2 Il y a une différence entre l’intégrale définie et ’intégrale indé-
finie d’une fonction (il ne faut pas confondre les deux).

* [ f (x) dx s’appelle une intégrale indéfinie de f, c’est une fonction primitive
de f.

* fff () dx s’appelle une intégrale définie de f, c’est un nombre réel.

Remarque 5.3

Exemple 5.6
! 1.0 1
/ 22dr = [—xﬂ = -
0 3 ] 3

5.5 Techniques de calcul des primitives

5.5.1 Intégration par parties

La premiére méthode de calcul des primitives est donnée par la formule dite

"intégration par parties". Elle est basée sur la formule de dérivation d’un produit.

Proposition 5.4 Soient U,V : [a,b] — R deuz fonctions de classe C* sur
[a,b] . Alors

JU @) V' (x)de = U(x)V(z)— [U (2)V (z)d.

Preuve. On a :
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donc,
/U (x) V' (z)dx = /(U (z)V () dz — / U'(zx)V (x)dx.
D’ou
/U(:c) V' () de = U (2) V (x) —/U’ () V (z) da.
]

Exemple 5.7 Calculer [ ze*dx.

Posons :

Donc
[xe®de = xe® — [le*dz=(z—1)e"+¢, c€R.

Remarque 5.4 La méthode de l’intégration par parties s’emploie fréquemment

dans le calcul des intégrales de la forme [ 2* (sinz) dz, [ 2* (cosz) dz, [ a*e* dx,

[ ¥ (Inz) dz.

5.5.2 Intégration par changement de variable

Voici une seconde méthode de calcul de primitives. Elle s’appuie sur la formule
de dérivation d’une fonction composée.

Formules de changement de variable :

Si le calcul de [ f (z)dx s’avere difficile, on remplace = par g (t) ou g est

dérivable, donc dx = ¢ (t) dt et on aura :

[r@dr=[sae)d @

Remarque 5.5 Le succés de l'intégration dépend de notre habilité o choisir le
changement de variable approprié qui simplifiera les calculs.

Un changement de variable comporte trois étapes :

1- Choisir la fonction g (t) (c’est la seule partie ou il faut faire preuve d’ima-
gination et d’expérience).

2- Ecrire dx = ¢ (t) dt pour préparer le changement de variable.

3- Appliquer la formule du changement de variable (ne pas oublier de changer

les bornes quand il s’agit d’une intégrale définie).
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1
Exemple 5.8 Calculer [ ——— dux.

(1)
On pose : t =x — 1, donc dt = dzx.
Alors
[ L4 —fldt—ft*5dt—_1t’4+ eR
w17 T BT T “
—1
— — — _+c¢ ceR
4(x—1)

Exemple 5.9 Calculer [ sin® x cos x dz.

On pose : t = cosx, donc dt = — (sinx) dz, d’ou dx = dt.

Alors

sin x

[sin’zcosazdr = [ (sin’z)t dt = — [ (sin®z) ¢ dt

sin x

= —[(I—cos?x)tdt=— [(1—1t*)tdt

1 1
= ——t*+-t*+¢, ceR

2 4
L s L4
= _§COS x—i—ZCOS r+c ceR.

5.6 Compléments sur le calcul des primitives

1- Intégration des fractions rationnelles :
Une intégrale d’'une fonction rationnelle peut toujours, a l'aide de la dé-
composition d’'une fonction rationnelle en éléments simples, se ramener & une

combinaison linéaire d’intégrales de la forme

1 b
/ ndx,/ ar + dr ou a,b,p,q,N € Retn e Z.
(z+A) x? +pr+q

Donc il suffit de connaitre les valeurs des intégrales de ces types pour en déduire
celles des intégrales de fonctions rationnelles.
a) Intégrale du type : [ P (z)dx.

Dans le cas ot P est un polynome, on intégre terme a terme :

P(2) = apa" + ap_12™ 4 .+ arz + ag,
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alors

[P(z)de = [(ana™+ an_12" '+ ...+ a1z + ag) dz

= [apz"dr + [ap_2" e + .+ [aizdr + [ apdx

- x”+1+wx”+...+ﬂx2+aox+c, ceR.
n+1 n 2
b) Intégrale du type : dz,\ € R.
) Intég yP /:CJFA

1
/ de=Inlz+ A +¢, ceR.
T+ A

—dr et n > 1.

1
¢) Intégrale du type : —_—
) g yp / =y

1 1 1
=dr = +¢c, ceR.
/(x—l—)\) l—n(x+/\)”_1

ar +b

2+ pr+q
Si 22 + px + g posséde deux racines réelles o et 3, donc :

d) Intégrale du type : / dr oua, b, petqelR.

axr +b A B
$2+px+q:x—a+x—ﬁ'

Par suite on a :

ar +b

[———dz = | de+ [

dx
2+ pr+q T —« x—

= Aln|lr—al|+Bln|lz—fp|+¢, ceR.

Exemple 5.10 Calculer [
Ona:

1
dz.
1

72—
1 1 1

-1 2(x-1) 2(x+1)

Par suite on a :

1 1
= §ln|x—1]—§ln|x—|—1|—|—c, ceR.
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Si 22 + px + q n'a pas de racines réelles, écrivons :
2

2
Formran (o)) e

En posant : o = —% et pE=q— %2, on obtient :

2?4+ pr+q=(v—a) + 5

On fait maintenant le changement de variable x — o = [t et donc dx = [dt et
(¢ —a)’ + 6% =52 (" +1).

ar +b ar +b Mt+ N

fx2+px+qx f(x—a)2+ﬁ2x I =

Mt N
= f;:jﬁ+f§:jﬁ

M
- 71n(t2—1—1)+Z\far(:tant~|—c, ceR.

r—«

8

Puis on remplace t par

4
Exemple 5.11 Calculer [ _rre g
2242 +5
Ona:

420 4+5=(x+1)°+4.
En posant : x +1 =2t (et donc dx = 2dt), on obtient :

x+4 2t+3 4t

1
o v L f4(t2+1)2 t:f4(t2+1)

dt
t2+1

3
dt + —
+5)
1, 3
= §1n(t +1)—|—§arctant—|—c

11 2242x+5 +3 . x+1 N c R
= —-In|— —arctan | —— .
5 1 2aca 5 ¢, C

e) Intégration des fractions rationnelles en : e” :

1
On utilise le changement de variable t = e” et donc : dt = e*dx ol dx = Zdt
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dx

Exemple 5.12 Calculer [ Syt
J— ex

Ona :

dr dt 1 .dt 1, (-2)dt
f3—2ew B ft(3—2t)_§f7 §f3—2t

1 1
= §1n|t|—§ln|3—2t|+c, ceR

1 1
= gx—§1n|3—2e$|+c, ceR.

2- Intégrale du type : [ P (z)e*dx ou P est un polynoéme et \ € R*.
On peut effectuer des intégrations par parties successives selon le degré de
P, mais on doit réserver cette méthode au cas ou deg P est petit. Il est souvent
préférable d’utiliser une méthode de coefficients indéterminés, et de chercher une

primitive de P (z) e sous la forme Q (x) e**, avec deg P = deg Q.

Exemple 5.13 Calculer [ (52® + 3z —1)e *“dzx .
On sait que : [ (52® 4+ 3z — 1) e “dx = (ax® +bx +c)e ™, et on obtient :

a,b,c de la formule suivante :
[(a2® +br+c)e ] = [~az* + 2a —b)w+b—c|e™ = (52> + 32 — 1) e ™"

Par identification on a :

—a =9, a = —9, a = —5,
20 —b=3, =< b=2a-—3, donc: b= —13,
b—c=—1. c=b+1, c=—12.

Ainsi

/ (5352 + 3z — 1) e fdr = (—5352 —13x — 12) e +k kelR.

Exemple 5.14 Calculer / (z* — 1) e**du.

On pose : / (2t — 1) e*dz = Q () €2 avec Q (z) = ax’ + bx® + cx® +dv + )
ou a,b,c,d et A € R.
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Donc

[Q(2)e**] = (4ax®+ 3ba® + 2ca + d) e* + 2 (ax + ba® + ca? 4 do + \) **
= [2az* + (4a + 2b) 23 + (3b + 2¢) 2% + (2¢ + 2d) x + (2\ + d)] e**

= (2t —1)e*.

Par identification on a :

Cq (1
— (I:—,
(20 =1, “=5 2
4a+Qb:O, b:—?))a7 bzgla
3b+2c=0, = c=—5b, donc : c=35
2c+2d =0, d=—c, d=—§,
| 22 +d=-1. o —L1—d A_12
\ 2 ’ L _4
Alors . 9 9 .
_+4 3,92 9 2
Q(a:)—2:v 2+ 52" = or g
Ainsi
1 3 3 1
/(x4—1)e2$dx:<§x4—x3+§x2—§x+1>62$+k,k:E]R.

3- Intégration de certaines fonctions trigonométriques :

a) Transformation en une intégrale de fonctions rationnelles :

Soit une intégrale de la forme [ f (sinz,cosz)dz. En effectuant le change-
ment da variable : ¢ = tan > les fonctions x +— sinx et x — cosz s’expriment

alors sous formes de fonctions rationnelles. En effet,

.z T
251n—cos§

2
, L
. . /T T T COS§
sinx = sm(——i——)z?sm—cos—
2 2 sin2£+cos2§
2 2
cost
2
T
2tan§ 2t

1+tan23 142
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et
5 T .o T
r T s Cos 5—51115
cosxr = cos<—+—):cos2——sin2_: < 2
22 2 2 cos?Z 4sin? =
2 2
cos? L~ sin2 L
2 2
T x
- 00525 _1—tan2§_1_t2
CcOS® — + sin” — 1+ tan® —
2 2 2
cos22
2
et

f=tane = 2 tan
= tan — — = arctan
9 2

= x = 2arctant

2
dr = ———dt.
1+¢2
Donc on a :
x ) 2t
t:tan§$d$:mdt, SleE:m,
1—¢2 2t
COST = ——, tanr = ——,
1+t 1—t2
. 1— ¢
cotzr = .
2t
1
Exemple 5.15 Calculer [ dx.

COsS T
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On a: . ) - )
+1
fcosxdx a fl—t21+t2dt_f1—t2dt
1 1
= fl——i-tdt—i_f:dt

= In|l+t¢|—In|l—t|4+¢, ceR

1+t

= lnl—: +c, ceR
1+tanE

= ln—% +c ceR
1—tan§

Remarque 5.6 Le changement de variable t = tan 3, appelé changement de va-
riable universel pour l'intégration des fonctions trigonométriques résout le pro-
bleme d’intégration de toute expression de la forme f (sinx,cosx) mais conduit
fréquemment a des fonctions trop compliquées. Pour cette raison, il est parfois
préférable d’utiliser d’autres changements de variables menant plus rapidement

au but.

b) Intégrale de type : f cosP xsin? xdx,p et g € N.
Premier cas : p est impair
Soit p=2k+ 1,k €N

f cosP xsin zdx = f cos? 1 ¢ ¢in? xdx

= (1 — sin? x)ksinqmcosxdx.

Le changement de variable t = sinz, (dt = (cosz)dx) rameéne le calcul de la
derniére intégrale au calcul de [ (1 — t2)k tidt, c’est a dire a la détermination de

la primitive d'un polynéme.

Exemple 5.16 Calculer [ cos®zsin® zdz.



5. Intégrales simples 128

On a:

[cos®zsin*zdr = [ costzsin®zcoszdr = [ (1 — sin? x)2sin2$cos xdx
= [ —)*%dt = [ (15— 2t + %) di

1 2 1
= —t"—tP+-t34+¢, ceR

7 5) 3
1 2 1
= ?sin7x—gsin5a:+§sin3x+c, ceR.

Deuxiéme cas : ¢ est impair
Soit g =2k + 1,k e N

[cos? xsin?zdr = [ cosPx sin?* 1 pdz

= [cosPx (1 — cos® x)k sin xdz.

Le changement de variable ¢ = cosz, (dt = — (sinx) dxr) rameéne le calcul de la
derniere intégrale au calcul de — [P (1 — tz)k dt, c’est a dire a la détermination

de la primitive d’un polynoéme.

Exemple 5.17 Calculer [ cos®zsin® zdz.
Ona:

[cosbasin®xdr = [cosbz(1—cos?z)sinadr = — [°(1 —12)dt
= f(tg—tﬁ)dt:1t9—1t7+c ceR
9 7 ’ .

1
= —cos
9

1

gx—icos7x—|—c, ceR.

Troisiéme cas : Si p et ¢ sont tous les deux pairs, le changement de variable
t = tan £ ramene le calcul de [ cos? x sin? zdx a la recherche de la primitive d'une
fraction rationnelle.

c) Intégrale de type : [ (cosax) (cos fz)dr,a et § € R*.

On utilise la formule suivante :

(cos ax) (cos fz) = % [cos (v + ) x + cos (o — 3) x] .
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Donc on a :

| (cos ax) (cos fx) dx = % [ cos[(a+ B)x]dx + % [ cos (o — B) x] du

1 :
:ms1n[(a+ﬁ)az]+

tel que oo # [ et a # —f3.

Exemple 5.18 Calculer [ (cosbz) (cosz)dx.
Ona:

1 .
msm[(a—ﬁ)x]—l—c, ceR,

[ (cosbz) (cosz)dr = %f(cos 62) dx+%f(cos4x) dx

N —

1/1
(3 sin6z) + 5 (Z sin4x> +c,ceR.

1 1
= Esin6x+§sin4x+c,c€ R.

d) Intégrale de type : [ (sinaz) (cosfz)dr, o et B € R*.
On utilise la formule suivante :
1
(sin aur) (cos Bz) = B [sin (a+ B) z + sin (o — B) z] .

Donc on a :

J (sinax) (cos Bz) de = % [sin[(a + B) z]dz + % [sin[(a—p)x]dx

:mCOS(a‘i‘ﬁ)fE—

tel que o # [ et a # —f5.

Exemple 5.19 Calculer [ (sin4z) (cos6x) dx.
Ona :

1
mcos(a—ﬁ)x—i—c, ceR,

[ (sindz) (cos6x)dr = %fsin(l()x) dx + % [ sin (—2z) dx

1

-1 1
= 2—0C08101’+ZCOSQZB+C, ceR.

= L os 10 +1_1(2)+ €R
= 5 10COS X 9 _QCOS X C, C .
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e) Intégrale de type : [ (sinaz) (sin fz)dz, o et B € R*.

On utilise la formule suivante :

(sin aur) (sin fx) = % [—cos (a+ )z + cos(a—f)x].

Donc on a :

J (sinaz) (sin fz) de = _71 [ cos[(a+ B)x]dx + % [ cos (o — B) x| da

tel que o # feta # —f.

Exemple 5.20 Calculer [ (sin3x) (sin2z) dx.
Ona :

1 :
mSln(a—ﬁ)x‘i‘C, CER,

[ (sin3z) (sin2z)dx = [— cos bz + cos x] dx

N | —

J
-1 :
— |—sindbr +sinz| +c,c € R.
215

1

— 1
= Esin5x+§sinx+c,c€]R.

4- Intégrales des fonctions contenant des radicaux :

[ax + b
Fonction de la forme f <x, v %) ou f est soit un polynoéme, soit une
cT

ax + b
cx +d

Jax + b
changement de variable adéquat est t = { i_ 7 il permet de ramener le calcul
cr

de l'intégrale & celui de 'intégrale d’'un polynéme ou d’une fraction rationnelle.

fraction rationnelle. On suppose que ad — cb # 0 et

> 0, dans ce cas le

Expliquons cela sur un exemple.

1 2
Exemple 5.21 Calculer I = | el [E i dx.
T T

x+2 ‘ x+2 , 2
On pose t = 4/ , c’est a dire t? = et par suite xr = et
x x 2 —1

—4t
dr = ———dt. Dot
(=1

t+1

I=1In 1‘—2arctant+c,c€]R.
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) T+ 2
puis on remplace t par )
T

5.7 Exercices

Exercise 5.22 Calculer les primitives suivantes :

1) [ (32% — 8z +2)dx 2) [ (cos2z)dx 3) /x_dex.
1 1 10
4)/($+1)4dm. 5)/m1nxdx. 6)/(2$—|—1) dx.
Solution.

1) [(B2* —8x+2)dr =2 —42* + 2z + ¢, c€R.

1
2) f(cost)da:zﬁsiHQx—l—c, ceR.

-3
3)/ dr =—-3ln|x+2|+¢, ceR.
T +2

1 —1 1
1 dr=_—-—" _1¢ ceR
)/($+1)4 3 (z+1)°

1 x
5)/—dm=/—d:€:ln|1nx|—l—c, ceR.

rlnzx Inx
1 1
6) / (20 +1)"0dz = 55 [ (1) (2) (e + 1) dx = o5 (27 + DY +e, ceR
Exercise 5.23 Calculer les primitives suivantes :
4o —4 1+nx
1 _ 2
Vg 0 D &
3) [cos(bz) du. 4) [(2x—2) Va2 —2zx+3 dx
Solution. hr 4
1) Calculons [ #_x—i—?)dx'
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On a,
4o — 4 2x
——————dr =2 | ——dr =21 —2 3 R.
/x2—2x+3 * /$2—2x+3 v nfo® —2r43[ 4 ce
1+1
2) Calculons [ i nxda:.

On a,

1+1 1 1 |
/ +$nxd93 /( +ﬂ)da:_/ da:+/ﬂdx
= /—dac—i—l/Qlln:cdx
T 2 T

1
= Injz|+ §(lnx)2 +c,ceR.

3) Calculons [ cos(5x)dzx.
On a,

1 1
/COS(5[L’)dlL’ == /5008(5x)dx = sin(5z) + ¢, c € R.

4) Calculons [(2z — 2)v/x? — 2z + 3d.
On a,

/(2%—2)\/x2—2x+3d:c = /(2x—2)(x2—2x+3)§dx

2_2 314—1
= (z 1x—|— )? +c,ceR
-+
>+

2

3
2

+c,ceR.

Exercise 5.24 Calculer les primitives et les intégrales suivants :

1 1

1) [(z+1)e“dz, /(:U%—l)e"’dx. 2) f / T dr.
3) [ (lnz)dz, /(lnx)d:[:. 4) [ 1—}—@90 /
Solution.

1) Calculons [ (xz+ 1) e“dx.
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On wutilise intégration par parties.
On pose :

{U(m):x—l—l, :>{ U'(z) =1,
V' (x) = e”,

Donc

[(@+1)e"de = (x+1)e” — [le"dz =ze” +¢, cER.

Alors,

1

/(a:—{—l)exd:v:[ ze” ];:1.61—(0)6026.

1
2) Calculons [ <+— dx.
T

1)10
On pose : t =x + 1, donc dt = dzx. Alors
f—l d i Lt [t710 gt Loy c cer
T = —_— = = — C C .
(fE+ 1)10 tl(] 9 )
-1
= ————5+¢ ceR
9(x+1)
Alors,

[t ] - ) ) -
3) Calculons [ (Inz)da.

On utilise lintégration par parties.

On pose :
{ U(z)=Inuz, U'(x) =
V() =1 Via) -
Donc

1
J(nz)de = zlnx— [z=dr=zlhx— [ldv=—-z+zlnz+c, ceR.
T

Alors,

/(lnx)da:.:[ —z+zlne } =(—e+elne)—(-1+1lnl) =1.
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4) Calculons f

On pose : t =¢”
Ona :
dx

i =

1+e*

Alors,

/ dx B
1+er

= In2-In(e+1)+1=1+1n

1+ev 1 1
, donc dt = e*dx, d’ot de = —dt = gdt.
eﬂl‘

dt 1 1
ft(1+t)_f(t+1+t) f__flth
Injt]—=In|l1+t+c ceR

r—1In|l4+¢e*|+¢ ceR.

1
z —In|l+ € ]0:(1—1n|1+e|)—(0—1n|2|)

e+1

Exercise 5.25 Calculer les primitives suivantes :

1) [ cos® zsin® zdx. 2) [ cos® x sin® zdz.
3) [ sin®z cos xdz. 4) / sin® x cos xdx
Solution.

1) Calculons [ cos® zsin® zdx.

On pose t = sinx = dt = (cosz) dx.

On a:

[ cos® zsin®zdr =

2) Calculons [ cos®

[ cos* zsin® x coszdx = | (1 — sin? x) ?sin? ¢ cos zdx

[(1 =822 82dt = [ (15— 2t* + ) dt

1 2 1
—tT— =5+ -3 +¢, ceR.

7 ) 3

1 2 1

?sin%: — gsin5a:+ gsin?’x—i—c, ceR.
x sin® zdz.
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On a:

[cosbzsin®xdr = [cosbz(1—cos?z)sinadr = — [°(1—t?)dt

1 1
= f(tg—t6)dt:§t9—?t7+c, ceR.

1 1
= §C089:L‘ — ?cos7m—|—c, c €R.
3) Calculons [ sin® zcosz dz.
—1
On pose : t = cosz, donc dt = — (sinx) dx, d’ov dv = ——dt.
sin
Alors

[sin*zcoszdr = [ (sin3 .CE) t

-1
dt = — in?x)t dt
— f(sm x)
= —[(I—cos?x)tdt=—[(1—t*)tdt
1 1
— —?tQ—f—é—lt‘l—l—c, ceR
1
= —50052x+é—lcos4m+c,c€]R.

2 éme méthode

On pose : t = sinx, donc dt = (cosx)dx, d’ot dx = dt.
cos T
Alors,
1
[sin*zcoszdr = [t cosz dt=[tdt==t"+¢, ceR
cosx 4

1
= Z—lsin‘lx—i—c, ceR.

3 éme méthode

1
fsin?’mcosxdx = Zsin4x+c, ceR

(On a appliqué [ f.f" = =5 """ avec f (x) =sinx et n = 3).

4) Calculons / sin® z cos zdz.

0

On a:
/-3 I, I
sin® zcoszdr = |—=cos®x+ = cos*z
2 1 ,
0
1 1 1 1
= <—§ cos?m + Zcos‘*w) — <—§ cos® 0 + Zcos‘*O)

- (—%(-1)% ; (—1)4> - (—%(1)%%(1)4) 0.
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Exercise 5.26 Calculer les primitives suivantes :

1) [23In(3z) d. 2) [(x +1)v2z + ldx 3) I = [sin(2x)e**du.
1) Calculons [ x*In(3z)dz.

On pose :
U @) =5 =7
R T S T
T)=1x", -
V(x) T
Donc,
1 A 4
[ 2*In(3z)de = — In(3z) — [ Z—daz = —In(3z) — = [2*dx

2) Calculons [(z +1)y/2z + 1dx.

On utilise lintégration par parties.

On pose :
U(z)=z+1, N U/(w)zlL
V' (x) = 2z + 1, V(z) = 5(29[:+1)%.
Donc,

[(z+1)v2zx + 1de = (z + 1)%(23: +1)7 — [ 12z +1)2da

1 1
_ x;: 2o+ 1)f - = [ 220+ Dido
rx+1 3

1
= (2x+1)5—ﬁ(2x+1)g+c,ceﬂ%.

3) Calculer I = [ sin(2z)e**du.

On utilise lintégration par parties.

On pose :
U (x) = sin 2z, U’ (z) = 2cos 2z,
= 1
V' (x) = €32, V(z) = 56395.
Donc,

1 1 1 2
I = sin(2x)§e3’“" - /QCOS(Qx)geSIdx =3 sin(2z)e* — 3 /Cos(2x)e3‘”dx
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On calcule de [ e® cos(z)dx, par Uintégration par parties.

On pose :

1
V' (z) = €37, V(z) = =3,

{ U (x) = cos 2z, U’ (z) = —2sin 2z,
=
3

Donc,
3x 1 3x : 1 3z
cos(2z)e*dxr = 008(23:)56 — [ =2 sm(2x)§e dx

1 2
= 3 cos(2z)e*” + 3 /sin(ZI)e?’wdx.

d’ot,
1 : 3x 2 3x
I = 3 sin(2z)e”™ — 3 cos(2z)e* dx

1 2.1 2

= 3 sin(2z)e* — g(g cos(2x)e + 3 / sin(2z)e** dr)
L. 3x 2 3x 4 : 3z

= —sin(2z)e’ — —cos(2x)e” — = [ sin(2x)e* dx
3 9 9
1 2 4

= 3 sin(2z)e* — 5 cos(2z)e* — §I

4 1 2
= I+ §I =3 sin(2x)e*” — g cos(2z)e*”
13

2
= 31 =3 sin(27)e*” — 3 cos(2x)e*
= I 9(18' (27)e*” 2003(2)3$)+ eR
= —(=sin(2z)e’ — = T)e ¢, c
13°3 9 7
3 2
= [= ' sin(2z)e* — ' cos(27)e* 4+ ¢,c € R.

Exercise 5.27 Calculer les primitives suivantes :

e2w+1 1 3
)| ——— d 2) | ———— d 3) [ ———— d
)f2_|_5€2m+1 g )f1+\/m v )f2x(lmc)2 v
Solution.
o(22+1)
1) CCLZCUZOHS f mdl’
En posant
T M L S S
26(2x+1) 2t )
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on obtient
/ e(22+1) t 1 1 1 1 5
——dx = — —dt = —dt= — | ———
2 + He2z+1) 2+ 5t 2t 2 2+ 5t 10 /] 24+ 5t
1
= Eln\Q—l—St!—l—c,ceR
1
= —1n{2+5e2”+1)‘—1—cc€R
2) Calcul f 1 d
alculons | ————=dx.
1++vVz+1
En posant
1
t=vVzr+1=dt = dac:>dsv—2\/:c+ 1dt = dx = 2tdt,
2vVr+1
on obtient

1 t+1—1
—————dr = —2tdt-2 —dt ——dt
/1+\/x+1 ’ / / / 1+t
1
= %/@i—+——ﬁﬁ_2/ﬁﬁ—2/——ﬂﬁ
1+t 1+t 1+t

= 2t—2In|l1+t/4+c¢ceR
- %M+1—2Mh+dm+w+ac€R

3) Calculons [ %x)dx.

1
En posant t = Inx = dt = —dx, on obtient :
x

1 1 1
[t = 5 [ qode = [ ple=3 [
2z(Inx)? 2) (Inz)’zx 2/ 2 2

3 ¢+ -31
- = dt = R
5 9 1T g TecE
—3
— R.
21nx+cce

Exercise 5.28 Intégrer les fractions rationnelles suivantes :

nJ 2)J

Solution.

r—1 Tx+6

23+ 422 + 62 — 3
x — dx. -
2+ax+1 2 —x—6

2 +2x +1

3 41422 + 62 —3
1) Calculons [ ? +2 _T_ 2+ _fl d.
T T
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23 4+ 422 + 62 — 3

On décompose d’abord en éléments simples :

2 +2x+1
Ona:
3+ 42% 4+ 62 — 3 Loy T—09
=z _.
x2+2x+1 x2+2x+1
On décompose aussi W_x—l—l en éléments simples :
) ) a b
—_— = = , a,beR.
21wl @ l? @D @y
_alz+1)+b  ar+(a+b) lz+(-5)
 (z+1)2 (z+ 12 (z41)27
par identification, on obtient :
=1
¢ —a=1,b=—6,
a+b=-5
d’ou
r—5 1 n —6
(z+1)2 2+1 (z+1)2
Donc,
23+ 42% + 62 — 3 b2 xr—>5 ) Fo4( 1 N —6 )
22+ 2x+1 22+ 2r+1 r+1 (z+1)?
Alors,
23 + 422 + 62 — 3 r—5
dr = 24 ———)d
/ 24+ 2r+1 . /(:IH_ +.7c2—|—2:c+1)$

1 —6
_ 5 d
/<“ it e ®

— /(m+2)dm+/xi1dx—6/ﬁd$

x? 6
= —+2r+hnjz+1|+——+cceR
2 r+1

r—1

2) Calculons fm x

On a
-1 1 2 1-3 1 2 1 -3

/ﬂf_dxz_/Ldm:_/( rel o, o
24+r+1 2 ) x24+x+1 2 24+r+1 224241

1 2 1 1

_ —/de—é/—dx
2 ) 2+x+1 2 ) 22+x+1
1
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0 leule Vintégrale [ L d
n calcule 'intégrale O] x,
(21‘-1-1)2
1 3 3 3, 2rx+1
2 1= )2 - = - 2 1) = — 2 1
4
on pose
2 1 2
e A S REC F
V3 V3
d’ot
1 1 4 1
———dr = dr = = dx
/x2+x+1 /§<<2x+1)2+1) 3/<(2x+1)2+1)
BRVE] V3
4 1 2 1
- _/ ﬁdt:_/—dt
3) (2+1) 2 Vv3J) (2+1)
2
= —arctan(t) +c,c€ R
7 (t)
2 2z +1
= ——arctan +c,ceR.
3=
Donc,
x—1 1 3 1
——— dr = =Inla? I|—= [ (————)d
/x2+x+1x QH‘x T ‘ 2/(x2+x+1)x
1 3 2 2v +1
= —In|z?+2+ 1] — =—=arctan +c,ceR
2 ’ ‘ 2\/5 ( \/g )
1 2z +1
= ZlInl|2® +z + 1| — V3arctan +c,ceR
o 1n| | (=5
Tr+6
leul ——dx.
3)C’acu0nsfx2_$_67x 6
On décompose d’abord — T en éléments simples :
x?—x —
T+ 6 _ T+ 6 __a n b abeR.
x2—x—6 (x+2)(x—3) x+2 x-3

(a+b)x+ (—3a+2b) Tr+6
(x+1)(z—1) 21

par identification, on obtient :

a+b="7 3a+3b=21 8 27
= =a=-,b
—3a+2b=6 —3a+2b=6 )
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d’ot
Tr+6 Tr+ 6 _8 1 27 1

22—z —6 (x+m@—3)_5x+2+5x—3‘

L/‘ 7T+ 6 g t/‘ 8 1 +_gz 1 "
2 —1—6 n 504+2 5 x—3

8 [ 1 27 [ 1
. do + 2L d
5/x+2$+5 I

Donc,

3 27
= gln\x+2\+€ln\x—3|+c,c€R.

Exercise 5.29 Intégrer les fonctions trigonométriques suivantes :
1) [ sin® z cos? zdz. 2) [ sin(3z) cos(4x)dz.

1) Calculons [ sin® x cos® zdz.

On utilise les deux formules suivantes :

cos’r ==+ ~cos2x et sin’x= 1o 1COSQ$
202 202
d’oq,
1 1 1 1 1
sinzcos’r = (§ — 5 cos 2x)(§ + 5 cos 2r) = Z(l — cos® 27)
1 1 1 1 1
= 1(1 — (5 + 5(3084:6)) = 1(1 5 §COS4SL‘)
1.1 1
= Z(é ~ 5 cos 4z) (1 — cosdx),
done,

1

1
/81112xcos2 xdr = /§<1 — cosdx)dr = §/<1 — cosdx)dx

1
(:E—Zsin4$)+c,c€R

1
x—3—28in4x+c,c€R

2) Calculons [ sin(3z) cos(4x)dz.
On a,

1
2

/sin(?)x) cos(dx)dr =

—

1
= §/sm (Tx)dx + = /sin(—;r:)d:v
1
S — - R
7 cos?x—ir 2cos( x)+cc €
-1

1
= ﬂcos7x+§cosx+c c e R.

(sin((3 4+ 4)x) +sin((3 — 4)z))dx
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Exercise 5.30 Considérons les primitives suivantes :
I_/,Sde el J—/,Cidx.
SInx + cosx sinx + cosx
1) Calculer I+ J et I — J.
2) Déduire I et J.
Solution.
1) Calculons I + J et I — J.
On a,
I+ — / sin x / COS T da:—/( ' sin x 4 COS T )da:
81nx+cosx sinx 4+ cosx Sinx + CoSx sinx + cosx
_ /snm—{—cos:v /1dx—x+cl,cleR
SInx + cosx
Bt
I — / sin z dx—/ Ccos T x:/( ' sin B Cos T )dm
sinx + coszx sinx + cosx sinx + cosx

sinx + cosx

sinz — cosx —sinz + cosw .
= ——————dx = dr = —In|sinx + cosz| + ¢z, € R.

sinx + Cosx sinx + cosx

2) En déduire I et J.
On a,
I+ J=04cCriiiiiin, (1)
I —J=—Inlsinx + cosz| + ca....... (2)

De (1) +(2), ona : 2l =x —In|sinz + cosz| + ¢; + ¢

In [sin & + cos z|
— +c3,c3 € R.

=12
2 2

De (1) — (2), on obtient : 2J = x + In|sinx + cosx| + ¢; — co

JoTy In [sin z + cos x|
2 2

+ Cq,C4 € R.
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