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3.1 Introduction

La notion d’espace vectoriel est une structure fondamentale des mathéma-
tiques modernes. Il s’agit de dégager les propriétés communes que partagent des
ensembles pourtant trés différents, comme : L’ensemble des vecteurs du plan,

I’ensemble des fonctions, I’ensemble des polynémes, I’ensemble des matrices,...

3.2 Espace Vectoriel, Base, Dimension

3.2.1 Lois de composition interne

Définition 3.1 Soit E un ensemble non vide.
On appelle ” 7 loi (opération) de composition interne dans E 'application

de E x E dans E.
*: RxR — R

(z,y) = xxy

C’est a direVr,y e E:xxy € E.

Exemple 3.1 L’addition dans R est une opération interne car : Vr,y € R :

r+yeR.
+: RxR — R

(r,y) +— z+y

La multiplication dans R est une opération interne car : Vx,y e R:x Xy €

R.
Xx: RxR — R
(z,y) — xxy
Propriétés
Soient £ un ensemble et 7 x 7,7 A7 deux lois de composition interne dans
E, alors :

1) On dit que ” * 7 est commutative dans E si et seulement si et seulement
sl :
Ve,ye E:xxy=yx*u.

2) On dit que ” %7 est associative dans £ si et seulement si :

Ve,y,z€ B (xxy)xz=x%*(y*2).
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3) Soit e € E, on dit que ”"e” est un élément neutre de ” x 7 dans E si et
seulement si :

Vre E,xxe=exx =1

4) Soit x € E, on dit que 2’ de E est le symétrique de x si et seulement si :
rxx =1 xx=e.
5) On dit que ” %7 est distributive par rapport a 7 A ”si et seulement si :

zx(yAz)=(x*xy) A (rx*2)
Ve, y,z € E;
(xAy)xz=(x*x2) A (y*2z)

3.2.2 Groupes

Définition 3.2 Soit E un ensemble muni d’une loi” x”. On dit que (E,*) est
un groupe si et seulement si :

1) La loi” 7 est interne dans E.

2) La loi” =7 est associative.

3) La loi” 7 admet un élément neutre dans E.

4) Tout élément de E admet un symétrique pour la loi” 7.

7

Et si de plus ” x 7 est commutative, on dit que E est un groupe abélien (ou

commutatif ).

Exemple 3.2 (R, +),(R*, x),(Z,+) sont des groupes abéliens.

(N, +) n'est pas un groupe car les éléments de N* n’ont pas de symétrique.

Exemple 3.3 Soit E ={—1,1}, on a : (E, X) est un groupe abélien.

3.3 Espaces vectoriels

Dans cette partie, (k,+,.) désigne un corps commutatif, en pratique k = R

ou k = C. On note par 1y I’élément neutre pour la loi "."
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3.3.1 Structure d’espace vectoriel

On appelle k—espace vectoriel (ou espace vectoriel sur le corps k) tout en-
semble £/ muni d’une loi de composition interne notée @ et d’une loi de compo-

sition externe notée ®

®: EFxFEF — FE QX: kx FEF — E
(r,y) +— Oy (Ny) — A®y

tels que :

1. (E, @) est un groupe abélien.

2.V\pek Ve e £

a) A+ p)@r=0A02)& (o)

b) A® (p@x)=A\p) @z

3.V, yec EVAek: A@(xdy)=A®@2)d (A®y)

4. Vx € E, 1y ® x = x avec 1 'élément neutre de k pour la deuxiéme loi (la
multiplication).

Lorsqu’on ne change pas le corps de base k on peut utiliser I’expression espace
vectoriel au lieu de k—espace vectoriel.

Exemples et conséquences

a) F=R% k=R

®: R?2 x R2 — R2
(z,y), (@ y)) — ()@@, y)=(+2"y+Y)

®: R x R2 — R2?
A (2, y) — A (z,y) = Az, Ay)
(R% ¢, ®) est un R—espace vectoriel.
b) Le corps k est un k—espace vectoriel pour les lois + et ., dans ce cas les
éléments de k sont considérés simultanément comme vecteurs et scalaires.
c¢) C est un R—espace vectoriel et en général sik C L alors L est un k—espace
vectoriel.

Conséquences

Théoréme 3.4 Soient (E,®,®) un k—espace vectoriel, \,u € k et z,y € F,
alors on a

1.ARr=0g<= AX=0, oux =0g

2. AN—p)er=0A®z)—- (t® )

3AR(x—y)=A®2)—(A®yY)
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Preuve. =) A\@ x =0p = A=0k ouz =0g"7
Supposons que A ® z = 0g et A # 0y et montrons que = = Og.

Si A # Oy, alors A" existe dans k (car k est un corps). On a
MoWer)=2"'®0g=0g

et
Meoern)=N"N)@r=Leor=u1

Donc z = 0g.
<:) A=0ouzr=0g=—=A\®Rx =07
Supposons A = 0. On a

O]k®$ = (Ok—l—Ok)@x
= (k)P (0 Rx).

En composant par — (0 ® x), on trouve O ® = = Op.

Supposons maintenant que r = 0g. On a

A®0p = A®(0g+0g)
= (A®0g) @ (A®0g).

En composant par — (A ® Og), on trouve A ® 0 = Og.

2.0n a
AQr = A—p+p) @

(A—p)@z]d (n@).
Ce qui implique que

A—p)@r=A®z)— (L®).

3.0na
AQr = AQ(x—ydy)

M@ @@-yle(Aey).
Ce qui implique que A® (z —y) =(A®@2z) —(ARy). m

Appellations et conventions

- On appelle les éléments de F, les vecteurs.

- On appelle les éléments de k, les scalaires.

- Loi de composition interne & sera notée par +

- Loi de composition externe ® sera noté par . ou x
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Théoréme 3.5 Soient (E,+, xX) un k—espace vectoriel, \,n € k et z,y € F,
alors on a

Az =0g<= A=0 oux=0g

2) (A= p).x=Az)— (1.2)

3) A (x—y)=Nx)— (\y)
Exemple 3.6 1) R? R3.... R" sont des espaces vectoriels sur R.

2) L’ensemble des fonctions f : R — R, est noté F (R,R) est un espace
vectoriel sur R.

3) L’ensemble des suites réelles (Uy),, oy, est noté S (N,R) est un espace vec-

toriel sur R.

4) L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans R, est
noté M, , (R) est un espace vectoriel sur R.

5) L’ensemble des polynomes des degrés n a coefficients dans R, est noté R [x]

est un espace vectoriel sur R.

3.3.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 3.3 Soient E un k—espace vectoriel et F' un sous ensemble de E.

On dit que F est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E si et seulement si

1) F #0,

2) Va,y € B,V B ek, (Ax+ By) € F.

Remarques
1. {Og} et E sont des s.e.v. de E.
2. R x {Or} est un s.e.v. de l'espace vectoriel R? sur le corps R.

3.S1 Fest un s.e.v. de E et E est un s.e.v. de G alors F est un s.e.v. de G.

Exemple 3.7T E=R xR =R? F;, =R x {0}, F, = {0} x R.

Fy et Fy sont deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires dans E.

Exercise 3.8 Soient les ensembles suivants :

F={(z,y) eR* 1w =y},
F={(z,y,2) e R®: 2z +y+ 22 =0}.

F3={(z,y,2) ER¥:x+y—2z=1}.
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1) Montrer que Fy est un sous espace vectoriel de R?.
2) Montrer que Fy est un sous espace vectoriel de R3.
3) Fy est-il un sous espace vectoriel de R3?
Solution.

1) Montrons que Fy = {(x,y) € R*: x =y} est un sous espace vectoriel de
R2.
On va montrer que :

Fl#@ et VX,YEFl,VA,BER,()\.X‘FB.Y)eFl.

Ona: Fy #0, car (0,0) € F.
Soient X, Y € Fy et A\, € R.

X€F1:>X:(.I’1,I'2> et r1 = 19

YeF =Y = (y,y2) et y1 =2
Ona:

AX+BY = A (21,22) + B. (y1,42) = (Ax1, Axa) + (By1, Bie)

= (A1 + Byr, Awa + Bya)

De plus on a : \x1+ By, = Axg + By car x1 = To et y; = ¥ys.

Alors, A\ X + .Y € F}

Done, Fy est un sous espace vectoriel de R?.

2) Montrons que : Fy = {(z,y,2) € R® : x +y + 22 =0} est un sous espace
vectoriel de R3.

On va montrer que :
Fo 20 et VXY € [, VN\,eR, (AX +5Y) € F,.

On a: Fy #0, car (0,0,0) € Fy, puisque 0+ 0+ 2.0 =0
Soient X, Y € Fy et A\, € R.

XEF2:>X:<$1,JI2,$3) et 1 + a9 + 223 =0...... (1)

Y€F2:>Y:(y1,y2,y3> ety +yo + 2y3 =0...... (2)



3. Espaces Vectoriels, Applications Linéaires 87

On a:

AX +BY = A (z1,22,23) + 5. (Y1, Y2, y3) = (Az1, Az2, Axs) + (Byi, Bye, Bys)

= = (Az1 + By, Az2 + By2, Axs + Bys)

De plus on a :

(Az1+ By1) + (Aza + Bya) + 2 (Aws + Bys) = A((w1 + w2 4 223)) + +8(y1 + y2 + 2y3)

(. J (.
'

(1) (2)

=A0+80=0
Dou AX +BY € F, .

Done, Fy est un sous espace vectoriel de R3.
3) Fs={(z,y,2) e R®: 2 +y — 2z =1} est-il un sous espace vectoriel de R3?

F3 est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :

F37é® et VX,YEFg,V/\,BER()\X‘i‘BY)GFg

Ona:(0,0,0)¢ F5 car0+0—0=0# 1.
Alors, Fs = {(z,y,2) € R® : & +y — 2 = 1} n'est pas un sous espace vectoriel.

Proposition 3.1 Soient & un k—espace vectoriel, Fy, Fy deux sous-espaces vec-

toriels de E. L’ensemble défini par
F1+F2 = {$1+Z’23£B1 S Fl 6t.’E2 S FQ}
est un sous-espace vectoriel de E appelé somme de I et F;.

Preuve. 1. I} + I, # () car O = 0g + 0 € F| + F.
2. Soient z,y € F1 + Fy et \,f €k

reM+Fh=zc=x1+120:21 € Fletxzy € [y

et
yel+kh=y=y+y2:y € F1 et ys € F3.
Montrons que Ax + Sy € Fy + F5. On a

e+ Py = ANar+22)+ 8 (1 +y2)
= (Az1+ Byr) + (Ao + By2) € F1 + Fh.
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Proposition 3.2 Soient E unk—espace vectoriel, Iy, F5 et F3 trois sous-espaces

vectoriels de E. Alors, on a

Fy+ F5 = F5 4 Fi, FyNFy, = FyN Fy, FENF=F
Fy C Fy+ F, FiNF,CFy, FNF,CFE
F+E=E, F+F=F, FNE=F
Fy C F3 F; C Fy

et :>F1+F2CF3 et :>F3CF1HF2.
F, C F; F3 CFy

Définition 3.4 (Somme directe)
Sotent E un k—espace vectoriel et Iy, Fy deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que la somme Fy + Fy est directe si Fy N Fy = {0g} et on note Fy; & F.

Proposition 3.3 (Caractérisation de la somme directe)
Pour que deux sous-espaces vectoriels soient en somme directe, il faut et il
suffit que tout élément de la somme F| + Fy se décompose de fagcon unique en

somme d’un élément de F et d’un autre de Fy. C’est a dire,

Fi+F=F&®F <= \V/IGFl—FFQ,E”{L‘lEFl etE”QTQEFQ

r = I + 2o.

Définition 3.5 Soient E un k—espace vectoriel et Fy, Fy deux sous-espaces vec-
toriels de E. Fy, Fy sont dits supplémentaires dans E si et seulement si F1NFy =
{OE} et F1 + F2 =F.

Exemple 3.9 k=R, E=R xR =R? F; =R x {0}, [, = {0} xR. F} et I}

sont deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires dans E.
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3.4 Dépendance, Indépendance linéaires

3.4.1 Combinaisons linéaires

Définition 3.6 Soient E un k—e.v. vy,vs,...,v, € E. On appelle combinaison

linéaires des vecteurs vy, vs, ..., v, tout vecteur v de E de la forme
n
v = )\1’01 + AQ'UQ + ...+ )\nvn = E )\ﬂ)i
i=1

ol )\1, )\2, ceey )\n € k.

Proposition 3.4 (Autre caractérisation d’un s.e.v. par les combinai-
sons linéaires)
Soient & un k—espace vectoriel et F' un sous ensemble de E. On dit que F

est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E si et seulement si

(1) F#0

2) V(z,y) € F%, Y (A p) €K (\z + py) € F.

| (i.e. I est stable par combinaisons linéaires).

3.4.2 Familles liées, familles libres

Définition 3.7 Soient E un k—e.v., n € N*, (v, v, ...,v,) € E™.
1) On dit que la famille {vy, va, ..., v, } est libre si et seulement stV Ay, Aa,y ...y Ay €
k n
A =0p= M\ =X=..=X\ =0
i=1
On dit aussi que les vecteurs vy, va, ..., v, sont linéairement indépendants.
2) On dit que la famille {vy,vs, ..., v, } est liée si et seulement si Iy, Ag, ..., A\ €
k— {0} : >0, Nv; = 0.

Exemple 3.10 1) Soient v; = (1,0,1), vy = (2,1, —1) deuz vecteurs de R3, on

a : vy et vy sont linéairement indépendants. Car, sotent A1, Aa € R : A\jv1+ 09 =
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Ogs, montrons que A\ = Ay = 0.

/\1U1 + )\21)2 = ORB — /\1 (]_, O, 1) + )\2 (2, 1, —1) = (07 0, 0)
- (/\1,0, )\1) + (2)\2, )\27 —)\2> = (0,0,0)

= (A1 42X, A2, A — X2) = (0,0,0)

A +2X =0
EES /\210
)\1—>\2:0

— A =X=0.

2) Soient vy = (1,1), vy = (2,1), v3 = (—1,0) trois vecteurs de R?. La famille
{v1,v9,v3} est liée. Car,
Sotent A\, Ay, A3 € R : A\jv1 + Aovg + A3v3 = Oz, on a :

)\11}1 + )\QUQ + )\31}3 = ORz — /\1 (1, 1) + )\2 (2, 1) + )\3 (—1,0) = (O, 0)

— ()\1 + 2)\2 — )\3,)\1 + )\2) = (0,0)

(M +20 = X3=0
—

[ A A =0

(=M +2=M+2(-N\)=—\
—

[ A2 =\

donc, \y = Ao = A3 = 0 nlest pas toujours vérifié, prenons \y = 1 on aura
)\2 - )\3 - —1

V1 — Uy — VU3 = (0,0) = 0R27

c’est & dire vi = vy + V3.

Remarque 3.1 1) Pour que la famille {v} soit liée il faut et il suffit que v = 0.
2)Yv € E,{v,v} est lice v—v = 0p.
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3) Toute famille contenant Op est liée.
4) Si la famille {vy, va, ..., v, } est liée alors tout v; s’écrit comme combinaison

linéaires des autres.

3.4.3 Sous-espace engendré par une partie

Définition 3.8 Soient E un k—e.v. et A C E. On appelle s.e.v. engendré par

A Uintersection de tous les s.e.v. de E contenant A et on le note (A) ou bien

Vect (A) = Npsenk.
ACF

En d’autres termes, si A = {v1, v, ..., 0.},
(A) = {v €FE:3I\, A,y Ek v = Zmz} .
i=1

3.4.4 Familles génératrices, bases

Définition 3.9 Soient E un k—e.v. et G C E. On dit que G est une famille
génératrice de E si et seulement si E = (G), c’est a dire si G = {vy,vg, ..., 0.},
on dit que G engendre E (ou G est une partie génératrice de E) si et seulement
St

Yo € E, 3N, Ay Ay s 0 = ZAM
=1

Définition 3.10 Soient E un k—e.v. et B une partie de E.

On dit que B est une base de E si et seulement si B est a la fois, libre et
génératrice de E.

C’est & dire, si on pose B = {ey, e, ...,e,}, alors B est une base de E si et

seulement si

Vo € B, (A Ay da) €K 1= N
=1

Dans ce cas, A1, \a, ..., A, sont appelés les coordonnées (ou bien les composantes)

de x dans la base B.

La base canonique de R?

Définition 3.11 Soit B = {e1,e3} ot e; = (1,0),e5 = (0,1).

B est dite la base canonique de R?. Car :
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a) B est libre, en effet : soient a, f € R : ae; + ey = Op2

aey + fes =0g2 «(1,0)+ 3(0,1) = (0,0)

(057 B) = (Ov O)

a=p3=0.
b) B engendre R?, en effet, soit (z,y) € R?, donc I\, =r € R,y =y e R :
(.I', y) = /\1 (]., O) + /\2 (0, ].) .

Donc, B engendre R? de plus B est libre dans R? , alors B est une base de
R2.

La base canonique de R3.

Définition 3.12 Soit B = {ej,eq,e3} ot e = (1,0,0),e2 = (0,1,0) et e3 =
(0,0,1).

B est dite base canonique de R®. Car :
a) B est libre, en effet : soient o, 5,7 € R : aey + feg + yes = Ogs

a€1+562+763:0R3 - a(17070)+5(07170)+7<07071):(07070)
= (o, 8,7) =(0,0,0)

— a=0,=0ety=0.

Donc, B est libre.
b) B engendre R?, en effet, soit (z,9,2) € R?, 3?2\ € R, 3?7\ € R,I?N\3 € R
tel que :
(z,y,2) = A1 (1,0,0) + A2 (0,1,0) + A3 (0,0,1) .
On a:
(x,y,2) =x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2 (0,0,1) .
dotl, A\ =2, \o =y et A3 =z.

Donc, B engendre R? de plus B est libre dans R? , alors B est une base de
R3.
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Exercise 3.11 1) Montrer que B = {ej,es} ot ey = (1,1), e = (2,3) est une
base de R*.

2) Montrer que B = {ej,eq,e3} ot e = (1,3,2),e2 = (2,1,—1),e3 =
(1,—1,1) est une base de R3.

Solution.

1) Montrons que B = {e1,ea} oti ey = (1,1),e5 = (2,3) est une base de R.

a) Montrons que B est libre : Soient o, 5 € R, on suppose que : aey + eg =
Oge.

Ona:

ae; + fes =0z = «a(1,1)+5(2,3) =(0,0)

= (a+208,a+33)=(0,0)

de(2)— (1) ona:6=0,(1)=a=-28=0.

On conclut, « = =0, d’ot B est libre.

b) Montrons que B engendre R? : Soit (x,y) € R?, 37X € R, 37X, € R tel
que : (z,y) = A1 (1,1) + X2 (2,3).

Ona:

(l’,y) =\ (1’ 1) + Ao <2a 3) =

De (2)—(1) on obtient : \y = y—x, puis de (1) on aura : Ay = x—2X\y = 3 —2y.
On conclut : I\ =3z -2y e R, =y —x € R tel que :

(z,y) = Bz —2y) (1, 1) + (y — 2) (2,3).

Donc, B = {ey,ea} otiey = (1,1),e5 = (2,3) est une base de R

2) Montrons que B = {ej,es,e3} ot e = (1,3,2),e0 = (2,1,—1),e3 =
(1,—1,1) est une base de R3.

a) Montrons que B est libre : Soient v, 3,y € R, on suppose que: aey + eq +

ves = Ogs.
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On a:

Oé€1+ﬁ€2+7€3 :OR3 =>a(1,3,2)+5(2,1,—1)+’y(1,—1,1) = (07070)
:>(04—1-26—1—7,304—}-5—7,204—5—}-7)2(0,0,0)

(@ +268+7=0...(1)

De (2) + (3) on obtient : 5 = 0 d’ot a = 0 et de ((1) +(2)) et (a« =0) on
obtient : 36 =0 d’ou B =0 et on aura aussi v = 0. On conclut, « = 3 = v =0,
d’ou B est libre.

b) Montrons que B = {ej,es,e3} ot ey = (1,3,2),e5 = (2,1,—1),e3 =
(1,—1,1) engendre R3.

Soit (z,y,2z) € R}, 32\ € R, 3?7\, € R, 3?X3 € R tel que :

(ZL’,y,Z) = )‘1 (1737 2) + /\2 (27 ]-) _1) + /\3 <1a _]-a 1) :

On a : (ﬁ,y, Z) = /\1 (1a372) + )‘2 (27 17 _1) + >‘3 (17 _17 1)

d’ou ([E, Yy, Z) = ()\1 + 2/\2 + Ag, 3)\1 + /\2 - /\3, 2)\1 - )\2 + )\3)

on obtient le systéme suivant :

(>\1+2/\2+/\3:ZE ....... (1)

3)\1+)\2—)\3:y ....... (2)

\2)\1—)\2%—/\3:2 ....... (3)

de (2)+<3) 0na:5)\1:y+zd70,&)\1:y‘gz
de (1) + (2) Ona:)\gz%x+%y_%l/\l
_ dx+y—4z

Ar =50+ 5y =5 (594 52)

Wl

15
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de (1), on aura :

1 1 4 1 1 —
Ag,:x_%_xl:x_2<_x+_y__z)_<_y+_z> _eyte

TR TUAT 575 3
On conclut :
5oty — 4 _
=L er 3, =2V TR g g gy, =TV R R
15 3
tel que :
5 4 _
(r,5) =2 (1,3,2) + T 1, -+ T 1

Done, B = {ey,eq,e3} one; = (1,3,2),e2 = (2,1,—1),e3 = (1,—1,1) engendre
R3.

Proposition 3.5 Soient Fi, Fy deux familles de vecteurs de E telles que Fy; C
E5, alors on a

a) Si Fy est libre alors Fy est libre.

b) Si Fy engendre E alors Fy engendre E.

Proposition 3.6 Soient n € N* F} = {vy,v9,...,0,},F» = Fy U {v,1} =
{v1,V2, e, Up, Up i1} deux s.e.v. de E, alors on a

a) Fy est libre et v, 1 ¢ (F1) = F es libre.

b) Fy engendre E et v,41 € (F1) = F| engendre E.

3.5 Théorie de la dimension

Définition 3.13 Soit E un k—e.v. On appelle dimension de E le cardinal d’une
base B de E et on note dim E =cardB.

Exemple 3.12 a) E = R", Bgn = {e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0) , ..., e, = (0,0, ...

dimR" = n.
b) La famille L = {uy,us,u3, us} ,u; € R® ne peut pas étre une base de R?
car : dimR3 = 3 et cardL = 4.

Théoréme de la base incompléte

Soit E' un k—e.v. de dimension finie dim E = n, B = {ey, ea, ..., €,} une base
de E. Soit L = {uy,ug,...,u,}, r < n une famille libre de E. Alors il existe au
moins une fagon de compléter L par (n —r) vecteurs de B pour obtenir une

nouvelle base de E.

D},
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Exemple 3.13 E=R3 B = {e¢; =(1,0,0),e2 = (0,1,0) ,e3 = (0,0,1)} la base
canonique de R3. Soit L = {u; = (1,0,1) ,us = (0,1,1)} une famille libre de R3.
On peut prendre e3 = (0,0,1) de B pour compléter L et avoir une nouvelle base

de R3. L' = {uy,us,e3} est une base de R3.

Proposition 3.7 Soit E un k—e.v. de dimension finie dim E = n. Alors
1. Toute famille libre admet au plus n éléments.
2. Toute famille génératrice admet au moins n éléments.

3. Toute base de E admet exactement n éléments.

Proposition 3.8 Soit £ un k—e.v. de dimension finie dim E = n et soit F' une
famille finie d’éléments de E. On a :.
1. Si cardF = n et F est libre, alors F' est une base de FE.

2. 8i cardF' =n et F est génératrice, alors F' est une base de F.

Exercise 3.14 Soient A = {(2,1), (—=1,1)} et B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} .

1) Montrer que A est une base de R?.

2) Montrer que B est une base de R>.

Solution.

1) Montrons que A = {(2,1),(=1,1)} est une base de R

On a cardA = 2 = dim R?, donc il suffit de montrer que A est libre ou bien
A est génératrice.

Montrons que A ={(2,1),(—=1,1)} engendre R.

Soit (z,y) € R?, 372\, € R, 37\, € R tel que :

(,y) =AM (2,1)+ A2 (—1,1).

2)\1—)\2:1’ ....... (].)
Ona: (z,y) =X (2,1)+ X (-1,1) =

QN —
De (1)+(2) ona : A\ = x_—i—y, et de (1) on obtient : \y =2\, — x = y3 v
QN —
On conclut : A\, = Ty e R, I\ = Y7 ¢ R, tel que :
T +y 2y —x
(wy) = 5= 21+ (=1,1).

Donc A est engendre R2.
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On a cardA = 2 = dimR? et A est engendre R?, alors A est une base de R2.

2) Montrons que B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} est une base de R>.

On a cardB = 3 = dim R?, donc il suffit de montrer que B est libre ou bien
B est génératrice.

Montrons que B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} est libre dans R3.

Soient a, B,v7 € R, on suppose que:

o (1,1,0)+ B (1,0,1) +7(0,1,1) = (0,0,0)..

On a :
0 (1,1,0)+ B(1,0,1) + 7 (0,1,1) = (0,0,0)
(0 +3=0... (1)
=4 at+y=0... (2)
| B+7=0....... (3)
De (1) — (2) on obtient B = v et de (3) ona :2y =0, dou~y=p0=0 et
(1) = a=0.

On conclut, « = =~ =0, d’ou B est libre.
On a cardB = 3 = dimR3 et B est libre dans R?, alors B est une base de
R3.

Proposition 3.9 Soit E un k—e.v. de dimension finie, alors tout s.e.v. F de E

est de dimension finie et on a dim F' < dim F.

Proposition 3.10 Soit F' un s.e.v. de E avec dimFE = n,dim F = p. Alors
1. F' admet un supplémentaire dans E

2. Tout supplémentaire de F' dans E est de dimension n — p.
Corollaire 3.15 Soient E unk—e.v. de dimension finie, F' et G sont deuzx s.e.v.
de E. Alors
Fcd
: . —= F=G.
dim F = dim G

Preuve. ' C G = F admet un supplémentaire H dans G.
dimH =dimG —dim =0 == H = {0g}. Donc

G=F+H=F+{05}=F.
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Théoréme 3.16 (Formule de Grassmann)

Sotent E un k—e.v. de dimension finie. Pour tout F', G s.e.v. de E.
dim (F + G) =dim F + dim G — dim (F N G)
Corollaire 3.17 Si F' et G sont deux s.e.v. de E en somme directe. Alors
dim (F & G) =dim F + dim G.
Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 3.14 Soit E un k—e.v. et F' une famille d’éléments de E. On ap-
pelle rang de F' et on note rgF' le nombre maximal de vecteurs de F' qui sont

linéairement indépendants.

Exemple 3.18 Soit B ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

On a :Vo,B,7 € Ria(1,1,0) + 5(1,0,1) +v(0,1,1) = (0,0,0), on aura :
a=0p=v=0.

D’ot les vecteurs de B qui sont linéairement indépendants, donc rgB = 3

Exemple 3.19 Soit F = {(1,2),(1,0),(1,—1)} avecv; = (1,2),v5 = (1,0) ,v3 =
(1,-1).

remarquons que v; = 3vy — 2v3 donc toute famille de 3 vecteurs est liée, on
déduit que rgF < 2.

Mais, {ve,v3} est libre, en effet : Vo, € R,a(1,0) + 5 (1,—1) = (0,0),

on aura : o = 3 =0. Alors, rgF = 2.

3.6 Exercices

Exercise 3.20 1) On considére les vecteurs vy = (1,—1,2,1), vy = (2,1,0,1),
v3 = (3,3,—2,1), on note Ey = (v, vq, v3).

Déterminer une base de Ej.

2) Soit

E2:{($ayaz7t)€R4$_y+2—2t=0 etZE—Z—tzo}

Montrer que Ey est s.e.v de R* et en donner une base.

Solution.



3. Espaces Vectoriels, Applications Linéaires 99

1) By = (vy,v9,v3) ot vy = (1,—1,2,1), ve = (2,1,0,1) et v3 = (3,3, —-2,1).
Déterminons une base de Ejy :
Vérifions d’abord si {vi,ve,v3} est linéairement indépendante dans R* :

Soient o, B,v € R, on suppose que:
a(l,-1,2,1)+3(2,1,0,1) +v(3,3,—-2,1) = (0,0,0,0)

On a :
a(l,-1,2,1)+3(2,1,0,1) +~(3,3,—-2,1) = (0,0,0,0)

(0 +28+37=0....... (1)

—a+fB+3y=0.... (2)

Ona:3)=a=nv e (4) = =—y—a=—2y on remplace les valeurs
a = et f = —2v dans l’équation (2) on obtient —y — 2y + 3y = 0 on aura
0 =0, le méme résultat si on remplace o« =y et f = —2v dans l’équation (3)

On conclut, « = v, f = =2y et v € R, alors la famille {vy,vs,v3} est liée
dans R*.

Pour plus de détail voir [’exemple suivant, si on prend v = 1 d’ot o = 1,
B=—2ce€t

(1,—-1,2,1) + (—=2)(2,1,0,1) + (3,3,—2,1) = (0,0,0,0)

Muaintenant vérifions si {vi,vs} est linéairement indépendante dans R* :

Sotent o, B € R, on suppose que:
a(l,-1,2,1)+p(2,1,0,1) = (0,0,0,0)

Ona :
a(l, —1,2, 1) —1—5(2, 1,0, 1) = (0,0,0,0)

a+28=0
_ =0

= ath =a=0£=0
20 =0

a+pB=0
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Donc, la famille {vy,vo} est libre dans R*.
On a : {v1,v2} engendre E; et libre, alors {vi,vs} est une base de Fy et

2) On a :

E2:{(x7y7z7t)€R4:x_y+Z_2t:0 6t$—Z—t:0}

Montrons que Es est s.e.v de R* et en donnons une base.

E, est un sous espace vectoriel de R* si et seulement si :
E2 7’é @ et \V/X,Y S EQ,\V//\,B eR: ()\X +6Y) S EQ.

Ona:Ey#0, car (0,0,0,0) € Ey, puisque 0—0+0—2.0=0et0—-0—0=0
Soient X, Y € Fy et A\, € R.

Xeb=X= (I17I2,$3,$4) €t$1—ZL’2+$3—2(L’4:O, r1— T3 — 24 = 0...... (1)

YeE, =Y =w,vyysys) ety1 —y2+ys —2ys =0, y1 —y3 —ya = 0...... (2)

Ona: ANX+BY =\ (21,22, 23, 24) + 5. (Y1, Y2, Y3, Y1)

= ()\xlv )‘I27 )\.1'3, )\1’4) + (5yla 6y27ﬁy376y4)

= | Avy+ Byy, Ava+ Bya, Avg+ Bys, Ava+ Byg

21 z2 z3 z4

De plus on a :

21 — 2y + 23 — 224 = (Ax1 + By1) — (A2 + Bya) + (Awz + Bys) — 2 (Avg + Bya)
=ANxy —xot+23—2x4) +B(y1 — Y2 +ys —2y4) = A0+ 5.0=0
21— 23— 24 = (Ax1+ By1) — (Axs + Bys) — (Arg + Bya)

=Ary—23—24) +BW1—ys—vys) = A0+ 5.0=0

Dou NX+ Y € E; .
Done, Es5 est un sous espace vectoriel de R*.
Donnons une base a By = {(z,y,2,t) ER* 1z —y+2—-2t=0etx—2—t=0}
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Cherchons d’abord une famille génératrice a Fy :

Ona:
r—y+z—2t=0 y=—x+3z
=
r—z—1t=0 t=x—=z2
Soit
(x,y,2,t) € By = (x,y,2,t) = (x,—x+32,z,x— 2)

= (x,—z,0,2) + (0,32, 2, —2)

= 2(1,-1,0,1) + (0,3,1,—1)

Alors, By = (wy,wy) ot wy = (1,-1,0,1) ,we = (0,3,1,—1)
Vérifions si {wy,wq} est linéairement indépendante dans R* :

Soient a, B,v7 € R, on suppose que:
a(l,-1,0,1)+ 5(0,3,1,—1) = (0,0,0,0)

On a:
a(l,-1,0,1)+4(0,3,1,—1) = (0,0,0,0)

a =0 (1)
—a+38=0..... (2) a=0
= =
B=0.iirnn. (3) p =
| a—03=0...... (4)

On conclut, « = 8 =0, d’ot {wy,ws} est libre dans R?.
On a : {wy,wy} engendre Ey et libre, alors {wy,ws} est une base de Fs et

Exercise 3.21 Montrer que dans R3, les vecteurs vy = (2,3, —1), vy = (1, -1, —2)
engendrent le méme s.e.v que : wy; = (3,7,0), wy = (5,0, 7).

Solution.

Montrons que dans R3, les vecteurs v; = (2,3,—1), v, = (1,—1,-2) en-

gendrent le méme s.e.v que : wy = (3,7,0), wy = (5,0,—=7).
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Soient A\, B € R, on suppose que: v; = (2,3,—1) = X (3,7,0) + 5 (5,0, 7).
Ona:

A(3,7,0)+ 8(5,0,—7) = (2,3, —1) = { TA =3 2)
| —78=—1....(3)
3 3 1
De(Q):/\:? et (3) = 0 = etde(l):3(?)+5(?> =2, d’ou
9 —
donc,

o — (;) (3,7,0) + (;) (5.0,-7) et v — (g) wi + <;> ”

Soient \, 3 € R, on suppose que: vy = (1,—1,—-2) = X (3,7,0) + (5,0, 7).
Ona :

A(B,7,0)+8(5,0,-7)=(1,-1,-2) =< TA=—T....... (2)

-1 2
de (2) = A= 2 et (3) = = = remplagons A et B dans (1) on obtient :

SZ)OZ’:)) (;) +5 (;) 1, dioul—1.
vy = (‘71> (3,7,0) + (%) (5,0,-7)
- (el
- G

et

= @)

On a:
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On conclut, que les vecteurs vy = (2,3,—1), vy = (1, —1,—2) engendrent le

meéme s.e.v que : wy = (3,7,0), we = (5,0,=7).

Exercise 3.22 Soit B = {v1,vy,v3} tel que v; = (1,2,0),v3 = (0,2,1),v3 =
(—1,0,3).

1) Montrer que B est une base de R3.

2) Décomposer le vecteur v = (16, —4,4) dans cette base.

Solution.

1) Montrons que : B = {v1,vq9,v3} tel que v; = (1,2,0),v9 = (0,2,1) ,v3 =
(—1,0,3) est une base de R3. Il suffit de Montrer que B = {vy,vs,v3} est libre
dans R3.

Soient a, 3,7 € R, on suppose que:

a(1,2,0)+5(0,2,1) +v(-1,0,3) = (0,0,0)

Ona: a(1,2,0) + 8(0,2,1) +v(~1,0,3) = (0,0,0)
(=7 =0....... (1)
= 20+28=0....... (2)
[ B+3y=0....... (3)

de (1) =~v=acet(2)=0=—a

3)= —a+3a=0,dota=0

On conclut, « = =~ =0, d’ou B est libre.

On a cardB = 3 = dimR3 et B est libre dans R®, alors B est une base de
R3.

2) Décomposons le vecteur v = (16, —4,4) dans cette base B.

On cherche o, B,y € R tel que :

v=(16,-4,4) = 2 (1,2,0) + 3(0,2,1) +~v(~1,0,3) .

On a:
(16,—4,4) = «(1,2,0)+5(0,2,1)+~(-1,0,3)

= (a—7,2a+28,8+37)
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Par identification on obtient le systéeme suivant :

de (1) =~v=a—-16et(2) = =-2—a

3)= -2—a+3(a—16) =4, d’ou 2a = 54 donc, « =27, v =27 — 16 =
1letpf=-2-27=-29

On conclut, « = 27,8 = —29,~v = 11, alors la décomposition de vecteur
v = (16,—4,4) dans la base B est :

v =(16,—4,4) = 27(1,2,0) — 29(0,2,1) + 11 (—1,0,3) .

Exercise 3.23 Ftudier la liberté des familles suivantes :

1) A = {(1,2,-1),(-1,1,2),(-1,0,3)}
2) B = {(2,0,-2),(3,2,1),(1,2,3)}

3) ¢ = {(1,-2,1,5),(1,1,1,1),(-1,0,3,0)}

Solution.
1) Etudions la liberté des famille : A ={(1,2,-1),(-1,1,2),(-1,0,3)}
Soient «, B,v € R, on suppose que:

a(1,2,—1) 4 B(=1,1,2) + v (~1,0,3) = (0,0,0)

On a : a(1,2,-1) 4 8(=1,1,2) + v (~1,0,3) = (0,0,0)
(a—B—7=0.... (1)
= 2+ 3 =0....... (2)

—a+28+3y=0.... (3)

\

Ona:(2) = f=—-2aetde(l) onauray=a—F=a+2a doty=3a,
remplagons [ et vy dans ’équation (3) on obtient : (3) = —a—4a+9a =0, d’ou
a=20
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On conclut, « = =~y =0, d’ou A est famille libre.
2) Etudions la liberté des famille : B = {(2,0,-2),(3,2,1),(1,2,3)}
Soient o, 5,7 € R, on suppose que:

a(2,0,-2)+5(3,2,1) ++(1,2,3) = (0,0,0)

On a: a(2,0,-2)4+5(3,2,1) +~v(1,2,3) = (0,0,0)
((20+38+~=0.... (1)

| 20+ B+3y=0.....(3)

Ona:(2) =~v=—0Fetde (1) on aura2a+ 38 — 3 =0 d'ov a = =0,
remplagons « et v dans l’équation (3) on obtient : (3) =25+ — 38 =0, d’ou
0.8 =0, on déduit que 3 il est quelconque. Prenons par exemple 3 =1 on aura

a=—1ety=—1 c’est a dire
On conclut, que la famille B est liée.

Exercise 3.24 Ftudier la liberté des familles suivantes :

1) A = {e*, ze®, e ® ze *}
2) B = {222-3, —z+1, —a*—32>—-22x+1}

3) C = {2241, 23, 23 +22+2}

Solution.

3) Etudions la liberté de la famille : A = {e®, ze®, e, zxe *}.

Sotent o, 3,7, A € R, on suppose que: ae® + fre® +ve ™ + Axe™™ =0
Pour x # 0, on divise par xe® et en faisant tendre x vers 400 on obtient :

6721

lim (O‘e + fze” + e + dze >: lim (a—+ﬁ+’7 +)\e—2x):620
T—+00 xrer x—+00 X x

donc = 0.
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Pour x # 0, on divise par xe™™ et en faisant tendre x vers —oo on obtient :

T —x —x 2x 1
lim (ae +ve " + A\ze ): lim <a€_+7_+)\):)\:0
x X

T——00 re % T——00

donc, A = 0.

Prenons maintenant x = 0 et x = 1, on obtient :

On a : (1) = v = —a, remplagons v dans l’équation (2) on obtient : (2) =
1 1
a(e——) =0, d’ou =0 car (e——) # 0. On conclut, « = =~v= =0,

e e
d’ou A ={e*, xe®, e * xe *} est famille libre.
2) Etudions la liberté de la famille : B = {20 — 3, —x+1, —a*—32? -2z + 1}

Soient «, 3,7 € R, on suppose que:

a(20” =3)+B(—z+1)+v(—2*—32>—2241) =0

On a : a(20® =3)+B(—z+1)+v(-2* =32 —22+1) =0
= —ya'+ (2a—-3y)2*+ (-B-27)r+(B—3a+7) =0
( Y =0
( v =0
20 — 3y =0
= =4q a=0
—pB—=2y=0
( #=0
| f—3a+~v=0

Ona:a=B=v=0,dou B={22>-3, —x+1, —a*—322—-22x+1}
est famille libre.

3) Etudions la liberté de la famille : C = {z* + 1, 23, 2* + 2> + 2}
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Soient a, 3,7 € R, on suppose que: a (x® + 1) + Bz + v (23 + 22 +2) =0

On a: a(w2+1)+ﬁx3+7(x3+x2+2):0
S (B4)at + (@t ) e+ (at2) =0
B4+7y=0.... (1)
= a+y=0..... (2) =a=B=v=0

| a+27=0.....(3)
Donc, C = {x®> + 1, 23, 23+ 2® + 2} est une famille libre.

Exercise 3.25 Dire si les ensembles de vecteurs suivants sont des espaces vec-

toriels, et justifier la réponse :

) B = {(z,y) eR*: 224+ 3y =0}

2) B, = {(z,y) €R?:2y =0}

3) By = {(n,y,2) € R®:3x+ 2y — 4z = 0}

4) Fy = {(v,y,2) eR¥:x4+y=0cety—32=0}

5 Fy = {(z,y,2)€eR*: 20 —y—2=0etx—2y—2=0}
6) Fe = {(z,y) eR*: 22 +y=0}

) o= {(z,y,z, ) eRYV: 20 —y+z=ax+y+z—t=3x+22=1}
Solution.
1) Fy ={(z,y) € R? : 2x + 3y = 0} est-il un sous espace vectoriel de R?.

F, est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
Fi#£0 e VX, YeFR,V\BeER: ANX+8Y)e€F.

On a:Fy #0, car (0,0) € F.
Soient X, Y € Fy et A\, € R.

XekH=X= (1’1,]32) et 2x1 + 3x9 =0...... (1)

Y€F1:>Y:(y1,y2) et 2y; + 3y2 = 0...... (2)



3. Espaces Vectoriels, Applications Linéaires 108

Ona: ANX+5Y =\ (z1,29) + B. (v1,y2)
= (Az1, Aza) + (By1, By2)

= (Az1 + By1, Avg + Bys)
De plus on a :
2 ()\131 + ﬁy1> +3 ()\LL’Q + 6y2) = )\(2%1 + 31152) + B(Zyl + 3y2)
(1) 2

— A0+ 80=0
Ona:\NX+pY €F.
Alors, Fy est un sous espace vectoriel de R?.
2) Fy = {(x,y) € R*: xy = 0} est-il un sous espace vectoriel de R?.
F, est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
FQ#@ et VX,YEFQ,V/\,BER()\X"‘BY)GFQ
Ona:Fy,#0, car (0,0) € .
Remarquons que : X = (3,0) € [y et Y = (0,5) € Fy
Mais on a : X +Y = (3,0) 4+ (0,5) = (3,5) ¢ I} .
Alors, Fy = {(z,y) € R? : zy = 0} n'est pas un sous espace vectoriel de R?.
3) F3 = {(z,y,2) € R®: 3z + 2y — 42 = 0} est-il un sous espace vectoriel de
R3.
Fy est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
Fa£0 et VX,Y € Y\ B€R: (\X +5.Y) € F.
On a : F3# 0, car (0,0,0) € F3, puisque 3.0 +2.0 —4.0 =0
Soient X,Y € F3 et A\, € R.
X € F5 = X = (x1,29,73) et 3x1 + 229 —4a3 = 0...... (1)

Y€F2:>Y:(y1,y2,y3) €t3y1+2y2—4y3:0 ...... (2)
Ona:
>‘X + BY = >\ (5131,.1’2,.1'3) + /6 (ylvaayfi)

= (Az1, Az, Az3) + (By1, By, BYs)

= (Aw1 + By1, Axg + BYa, Axs + Bys)
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De plus on a :

3(Azy + By1) + 2 (A2 + By2) — 4 (A3 + Bys)

= A(3z1 + 2w — 4w3) + B(3y1 + 22 — 4y3)

- i -
-~

(1) @)

= A0+B0=0
Dou NX +BY € Fy .

Done, Fy est un sous espace vectoriel de R3.
4) Fy = {(z,y,2) ER3:24+y=0 ety —32=0} est-il un sous espace vec-
toriel de R3.

F, est un sous espace vectoriel de R® si et seulement si :
F, 7£ 0 et VX,Y € Fy,V\,eR: ()\X—f—BY) € Fy.

Ona:Fy#0, car (0,0,0,0) € Fy, puisque 0+0=0 et 0 —3.0=0
Soient X,Y € Fy et A\, € R.

X€F4:>X:(ZL’1,CC2,I3) 6t$1+l’2:0,$2—3{[‘3:0 ...... (1)

YeEF, =Y =(y1,y2,y3) ety1+y2=0, yo — 3ys = 0...... (2)

Ona: ANX+pBY =X\ (v1,22,23) + 5. (y1, Y2, y3)

= (\z1, Axg, Az3) + (By, By, Bys)

= | Az + Byr, Aza + Bys, Azg + Pys

21 2 23

De plus on a :

21+ 29 = )\1’1 + ﬁy1 + )\1‘2 + ByQ
7y — 323 = ATy + fy2 — 3 (Avs + Bys)

= AMwy—3w3) + B (2 —3ys) = A0+ 5.0=0
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Dou NX +BY € F, .

Done, Fy est un sous espace vectoriel de R3.

5) Fs ={(z,y,2) ER3: 20 —y—2=0 et x — 2y — 2 = 0} est-il un sous es-
pace vectoriel de R3.

Fy est un sous espace vectoriel de R® si et seulement si :
Fs#£0 et VXY € F5,V\,eR: (A\NX+3Y) € Fs.

On a : F5 # 10, car (0,0,0,0) € F5, puisque2.0—0—0=0et0—2.0—0=0
Soient X, Y € Fy et A\, € R.

X € Fs= X =(x1,29,13) et 201 —x9 — 23 =0, v1 — 229 — 23 = 0...... (1)

Y€F5:>Y:(y1,’y2,y3) €t2y1—y2—y3:0, y1—2y2—y3: ....... (2)
Ona :

AX +BY =X (21,22, 23) + B. (Y1, Y2, y3) = (Az1, A2, Axs) + (By1, B2, Bys)

= | Ax1 + Bys, Ava + Sys, Avs + By

21 22 Z3

De plus on a :

221 — 29 — 23 =2 (Az1 + Py1) — (Az2 + Bya) — (A\xs + PBys)
21— 2z — 23 = (A + By1) — 2 (A + By2) — (Awz + Bys)

Z)\(Il—2[L’2—l’3>+6(y1—2y2—y3) :)\0—1—60:0
Dou ANX 4+ B.Y € F5 .

Done, Fy est un sous espace vectoriel de R3.
6) Fs = {(z,y) € R? : 2% + y = 0} est-il un sous espace vectoriel de R?.
Fy est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :

Fot0 e YX,Y € Fy,VABER: (AX +4.Y) € Fy.
On a: Fs#0, car (0,0) € F.
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Remarquons que : X = (1,—1) € Fs car (1)> + (=1) =0

etY = (—1,—1) € Fs car (=1)*+(=1) =0

Mais on a : X +Y = (1, —1)+ (=1, —1) = (0,-2) & Fy car (0)*>+(—2) # 0.

Alors Fg = {(z,y) € R? : 22 + y = 0} n’est pas un sous espace vectoriel de
R2.

7 EFr={(z,y,z,t) eR*: 20 —y+z=a+y+2z—t=3c+2z=1}

est-il un sous espace vectoriel de R*.

Fr est un sous espace vectoriel de R* si et seulement si :

F77é® et VX,Y€F77V/\,B€R()\X+BY)EF7

On a :(0,0,0,0) ¢ Fr.
Alors Fr = {(z,y,z,t) ER*: 2r —y+2=x+y+2—t=3x+ 22 =1} nest
pas un sous espace vectoriel de R*.

3.7 Applications Linéaires

Définition 3.15 Soient E et F' deux espaces vectoriels surk et f : E — F une

application. On dit que f est une application linéaire si et seulement si

LVe,ye E: f(z+y)=f(x)+ f(y)

2.V ek Ve e E: f(Ax)=\f(x).
Ceci est équivalent a dire
VA uek, Yo,y € B, f (A + py) = Af (x) +pf(y).

On note par L (E, F') ensemble des applications linéaires de E vers F.
Terminologie et notations

Si £ = F, Papplication linéaire f : £ — F' est dite endomorphisme.
Si f est bijective et linéaire de £ — F, elle est dite isomorphisme.

Si f est un endomorphisme bijectif alors c’est un automorphisme.
Remarque 3.2 Si f est une application linéaire alors f (0g) = Op.
Exemple 3.26 Soit

f: R3 — R3
({E,y,Z) — f(x,y,z)z(x—l—y,:c—z,y—i—%)
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f est-il application linéaire ¢ c’est a dire :
(VA pek, Vo,y e B, f (Ar + py) = A (z) + nf (y))?
Soient \, 1 € R et z,y € R, vérifions f (Ax + py) = Af () + uf (y)

T € R = 1z = (11,79, 73)

Yy € R3 :>y = (9179273/3)
Ona :

[z +py) = f(A(@1, 22, 23) + 1 (Y1, Y2, 3))
= f((Az1 + pyr, Aea + iy, Axs + pys))
= (A 4 py1 + Ao + py2, Awy + pyr — A3 — pys, Avg + pyp + 2A3 + 24y3)
= A%y + 22,71 — 3,72 + 223) + 11 (Y1 + Y2, Y1 — Yz, Yo + 2y3)

= )‘f ((331,",132, I’g)) + /’l’f ((y17y27 y3>> = )\f (ZZ’) + ,LLf <y> .
Alors, f est une application linéaire.
Exemple 3.27 Soit
g: R? — R3
(z,y) — glzy)=(r+y2y—z0-y+1)

g n’est pas linéaire car g (0,0) = (0,0,1) # (0,0,0).

Exemple 3.28 Soit

h: R? — R
h n’est pas linéaire car h(X +Y) # h(X)+h(Y).
Proposition 3.11 (Une autre caractérisation des applications linéaires)

Soient E et F' deux espaces vectoriels surk et f € L(E,F), alors pour tout
n €N, (z1,29,...,xy5) € E™, (A1, A2, ..., \p) €K™, on a
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Remarque 3.3 Une application linéaire f € L (E, F) est entiérement détermi-

née par les images des vecteurs d’une base de E.

Exemple 3.29 Déterminer ’application linéaire f :
f: R3 — R?
(x7y72) L f(x7y7z)7

telle que :
(

f(el) = f((laov())) = (17—1)

f(62) = f((071v0)) = (2’3)

L f(€3) = f((070> 1)) = (_172)
({e1, ez, e3} est la base canonique de R3).

Soit (z,y,2) un élément de R?, alors
fx,y,2) = f((2,0,0)+(0,9,0) +(0,0,2)) = f (2,0,0) + £ (0,y,0) + f (0,0, 2)
= xf(1,0,0) +yf(0,1,0) + 2f(0,0,1) =z (1,—-1) + y (2,3) + 2 (-1,2)

= (.73, _‘T) + (2y73y) + <—Z,2Z) = (.f + 2y —Z, =T+ ?)y + 2Z>
Donc, lapplication linéaire [ est définie comme suit :
f: R3 — R?

(x,y,2) — (x4+2y—2z,—x+3y+22).

3.7.1 Noyau, Image d’une application linéaire

Définition 3.16 Soient E et F deux espaces vectoriels surk et f : E — F une
application linéaire.

1. On appelle image de f et on note Im f ’ensemble défini par

Imf = {yeF/qxeEy=f(x)}={f(z),z € E}.

2. On appelle noyau de f et on ker f l’ensemble défini par

ker f = f71({0r}) ={z € E, f (z) = 0p}.
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Propriétés de Im f et ker f

Proposition 3.12 Soient E et ' deux espaces vectoriels surk et f : E — F
une application linéaire.

1. Pour tout s. e. v. Ey de E limage directe f (E) est un s. e. v. de F' ; en
particulier Im f est un s. e. v. de F.

2. Pour tout s. e. v. Fy de F l'image réciproque [~ (F}) est un s. e. v. de

E ; en particulier ker f est un s. e. v. de E.

Preuve. 1. a) On a Op € E; et f(0g) = Op donc Op € f(E;). Par suite

b) Soient y1,y2 € f (£1), donc Jwy, x5 € By, y1 = [ (21) et yo = [ (v2).

ity = f(z)+ f(22)

= [(z1+x2) € f(EY).
c) Soient y € f (E1), A €k, donc 3z € Ey,y = f(x).

Ny = A (2)

= f(Az) € f(E).
Ce qui montre que que f (F;) est un s. e. v. de F.
2.a)Ona f1(F)#0car f(0g) =0p € Fy. Donc 0p € f~1 (Fy).
b) Soient xq, 25 € f~1 (F})

X1, € f_l (Fl) — f(l'l) < F1 et f(l’g) € Fl
= f(r1)+ f(x2) = f(r1+22) € Fy

— x1+x2€f_l(F1)
c) Soient x € f~1(F}) et A €k
refHF) et ek = f(r)eFetrek

= Af(x) = () e i

— v € fil (Fl) .

Ce qui montre que que f~' (F}) est uns. e. v.de F. =
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Proposition 3.13 Soient E et ' deux espaces vectoriels surk et f : E — F
une application linéaire.
1. f est injective si et seulement si ker f = {0g}

2. f est surjective si et seulement si Im f = F.
Preuve. 1. On suppose que f est injective et soit = € ker f
x Ekerf =4 f(.I‘) =0p :f(OE)

— z=0g

— kerf={0g}.

Réciproquement, on suppose ker f = {0g}. Soient z1, x5 € E tels que f (z1) =

f(z2)
f(x) = f(z2) = f(x1) = f(x2) =0p

=  f(x;—2) =0p
= r1 — xo € ker f
= T, — 29 = 0p

- 1 = Ty

- f est injective.

2. Nous avons [ est surjective <= Vy € F,dz € E:y = f () € f (F), c’est
adire F C f(E). Onsait que f(F) C F,don f(E)=F.Imf=F. =
Exemple 3.30 Soit f est une application linéaire définie comme suit :

f: R3 — R3
(xayvz) — f(x7yaz):(yax_zaz)

Déterminer Im f et ker f.



3. Espaces Vectoriels, Applications Linéaires 116

On a:

ker f = {(z,y,2) €R3: f(z,y,2) =(0,0,0)}
= {(z,y,2) e R®: (y,x — 2,2) = (0,0,0)}

= {(z,y,2)eR3:y=0etx—2=0¢etz2=0}=1{(0,0,0)}.

d’ou f est injective.

On a:

Imf = {f(z,y,2) e R3: (n,9,2) e R} = {(y,z — 2,2) : (x,y,2) € R3}

= {x(0,1,0) +y5(1,0,0) + 2z (0,—1,1) : (z,y,2) € R3}.

Ce qui montre que les vecteurs (0,1,0),(1,0,0) et (0,—1,1) engendrent Im f .
Vérifions que {(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est linéairement indépendant :
Soient o, 3,7 € R, on suppose que: «(0,1,0) + 5(1,0,0) + v (0,—1,1) =

(0,0,0)

On a :a(0,1,0)+ 8(1,0,0)+~(0,—1,1) = (0,0,0) =

B =0..... (1)
a—v=0..(2)
L 7 =10 (3)

de (1),(2) et (3) ona:a=p=~v=0, dou {(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est
libre.

on conclut que {(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est libre et engendre Im f | alors
{(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est une base de Im f. De plus on a :

Imf CR3
et » = Imf=R3.
dim Im f =3 = dimR3

D’ou f est une application surjective.
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3.7.2 Composition de deux applications linéaires

Soient E, F,G trois k—ev et f : £ — F,g : FF — G deux applications
linéaires. Alors go f : E — G est une application linéaire. En effet ;
Soient o, f € ket x,y € K

(go f)(ax+By) = g(f(az+By)) =g (af (x)+Bf(y))

= ag(f (@) + By (f(x)) =alge f)(x)+L(gef)(y).

Proposition 3.14 Soient E et ' deux espaces vectoriels surk et f : E — F
une application linéaire. Si f est un isomorphisme de E sur F, alors f=' est

ausst un isomorphisme de F vers F.

Preuve. Si f est bijective, alors f~! est aussi bijective. Montrons que f~!
est linéaire. En effet, soient o, 8 € k et 2',y/ € F

fTHaa’ +8y) = fHaf (@) +B8F (W)
= [ flaf @)+ B W) =af @)+ B (Y)-
D’ot le résultat. m

Définition 3.17 Deuxk—ev E et F' sont dits isomorphes s’il existe un isomor-

phisme de k—ev de E& sur F' ou bien de F' sur E.
Proposition 3.15 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur k de dimensions

finies. Pour que E et F soient isomorphes il faut et il suffit que dim ¥ = dim F.

3.7.3 Rang d’une application linéaire

Définition 3.18 Soient E et I' deuz k—ev de dimensions finies et f € L (E, F).
On appelle rang de [ et on note rg(f) Uentier naturel rg(f) = dim (Im f).

Remarque 3.4 1. Si B est une base de E, alors pour tout f € L (E,F), on a
rg (f) = dim f ((B)) = dim (f (B)) = rg (f (B)) .
2. Pour tout f € L(E,F), on a

rg (f) < min (dim E,dim F) .



3. Espaces Vectoriels, Applications Linéaires 118

Théoréme 3.31 (Théoréme du rang)
Soient E et F deur k—ev de dimensions finies et f € L (E,F). Alors, on a

rg(f) = dim E — dimker f.

Proposition 3.16 Soient E et F' deuzk—ev de dimensions finies et f € L (E, F).
Alors
1. f est injective si seulement si dim (Im f) = dim £

2. [ est surjective si seulement si dim (Im f) = dim F.

Corollaire 3.32 SurR, on consideére les espaces vectoriels R",RP et f € L (R", RP),
alors

1. n < p= f nest pas surjective.

2.n>p= [ nest pas injective.

3. n = p, on ne peut rien dire mais
f est injective <= f est surjective <= [ est bijective.

Preuve. Soit f : R” — RP? une application linéaire, alors
dim R" = dim Im f + dim ker f.

1. Supposons par ’absurde que n < p et f est surjective, alors dimIm f =
dim R? = p. Ce qui implique, n = p + dimker f et n < p, contradiction. Donc, f
n’est pas surjective.

2. On suppose de méme que f est injective et n > p. donc dimker f = 0. Ce
qui implique, n = 0+ dimIm f et dimIm f < p = n < p, contradiction. Donc,
f n’est pas injective.

3. Sin = p, on obtient n = dimIm f + dimker f et on ne peut rien dire.

Si de plus, par exemple, f est injective, alors dimker f = 0. Ce qui nous
donne, n = dimIm f et comme n = p, on déduit que f est surjective. Par suite,
f est bijective.

Raisonnement analogue si f est surjective. m

3.8 Exercices

Exercise 3.33 Soit
f: R3 — R?
(iE,y,Z) — (5L’—|—3y,2$—2)
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1) Vérifier que f est une application linéaire.

2) Déterminer ker f le noyau de f, puis donner dim ker f.
3) [ est-elle injective ?

4) Donner dimIm f, puis donner une base ¢ Im f.

5) f est-elle surjective ?

Solution.

1) Vérifions que [ est une application linéaire.

Soient X = (z,y,2),Y = (2,y/, ) eR3 et \,pyeR. On a :

FOX+pY) = f(A(,y,2) +p(@,y, 7))
= f((\z+ pa', \y + py', Az + p2'))
= (Az+ px’ + 3 \y + 3py’, 20z + 2ux’ — Az — p2')
= ANz +3y,20 —2) +p (2 +3y,22" - 2)

= M(@y,2) +uf (¢, ¢,2) = A (X) +uf (Y).

Donc, f est une application linéaire.
2) Déterminons ker f le noyau de f, puis nous donnons dimker f.
Ona:

ker f = {(z,y.2) €R: f(,y,2) = (0,0)}

= {(z,y,2) € R®: (z +3y,2z — 2z) = (0,0,0)}

—1
= {(x,y,z) E]R?’:y:?x et2—2x}

(o150 e,

-1 -1
d’ou le vecteur (1, 3 2) engendre ker f de plus le vecteur (1, 3 2) est libre

-1
car il n’est pas nul en déduit que{ <1, 3 2 } de ker f, donc dimker f = 1.

3) f n’est pas injective car on a : ker f # (0,0,0).
4) Donnons dim Im f
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On a : dimIm f + dimker f = dimR? = 3, on déduit que : dimIm f = 2.

Nous donnons une base a Im f, on a :

Im f C R?
et p = Im f =R?
dim Im f = 2 = dim R?

donc B = {(1,0),(0,1)} la base canonique de R? est base de Im f.
5) [ est surjective car : Im f = R2.

Exercise 3.34 Soit l’application

f: R3 — R3
(z,y,2) —— [(z,9,2) = (z + 22,y + 2,3z + 22)

1) Montrer que f est linéaire.
2) Déterminer ker f et Im f en précisant leurs dimensions.
3) [ est-elle bijective ? Justifier.
Solution.

On a

V(z,y,2) €R® f(z,y,2) = (x+ 22,y + 2,30 + 22).

1) Montrons que f est linéaire
Soient a, B € R et X = (x1,y1,21),Y = (29,92, 22) € R3.

f(aX +BY) = f(axy + Bra, ayr + Bya, az1 + B22)
= (axy+ fre +2(az1 + B22), a1 + Bys + (az1 + B22), 3 (wy + Bra) + 2 (azy + B2z2))
= (a(r1+221) + B (22 + 222) ;0 (y1 + 21) + B (Y2 + 22) , (371 + 221) + B (312 + 222))
= a(xy + 221,91 + 21,301 + 221) + B (w9 + 229, Yo + 29, 379 + 225)

= of (Ihyl,zl) +Bf (52792722) =af (X) +B8f (Y>

Donc f est linéaire.
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2)
Kerf = {(z,y,2) €eR®: f(x,y,2) = Ops}

= {(z,y,2) eR3: (z + 22,y + 2,3z +22) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) eER?:zx+22=0ety+2=0 et 3z +22 =0}

= {(z,y,2)eR3:x=0¢et y=0etz=0}=1{(0,0,0)}.
Kerf ={0gs} = dim Kerf = 0.

Imf = {f(z,y,2) eR’/(2,y,2) e R’}
= {(z+22z,y+ 232 +22)/(z,y,2) € R}

= {2(1,0,3)+y(0,1,0) + 2 (2,1,2) / (x,y, 2) € R3}

= <(1,0,3), (0,1,0), (2, 1,2)> .
——— N N —

ul ug us
Done {uy,us,us} engendre Im f. Montrons que cette famille est libre
Soient «, 5,7 € R/auy + Pug + yuz = Ogs

&U1+6U2+’}/U3:0R3 = a<]—a0)3)+6(07170)+7(27]—72>:(0a070)

= (a+2v,6+7,3a+2y)=(0,0,0)

a+2y=0 ............ (1)
= B+y=0 ... (2)
Ja+2y=0 .......... (3)

(8)-(1) donne 2a = 0 et donc o = 0. On remplace o dans (1), on aura v = 0.
On remplace v dans (2), on aura B = 0. Donc {uy,us, us} est libre.
Finalement {uy,us,us} est une base de Im f et par suite dimIm f = 3.
3) Kerf = {0gs} = f est injective

Imf CR3

. . — Im f = R3 — [ est surjective.
dimIm f = 3 = dimR? ~

espace d’arrivée

Finalement f est bijective.
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