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Série de T.D. N°02 : EQUATIONS DIFFERENTIELLESI

Exercice 01 : Résoudre les équations différentielles du premier ordre suivantes :

L. (z+ 1)y +y=0.

, _y+1
e

2.y et y(l)=0

FExercice 02 : Résoudre les équations différentielles suivantes :

1
14 e®

L. y+y=

2. 2%y — 2 —1)y=22 et y(1)=1
3.y +ay = 2y

Ezxercice 03 : Résoudre les équations différentielles linéaires homogenes du

second ordre sutvantes :
1.y =3y +2y=0.
2.y +4y +4y = 0.

3.y +y +y=0.

Ezxercice 04 : Resoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :

Loy —4y' +3y = 2z +1)e,  y(0) =y (0) =0.
2.y — 4y +3y = (2x + 1)e”.

3.y —2y =sinx.
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Fxercice 01 : Résoudre les équations différentielles du premier ordre suivantes :

L (x4+ 1)y +y=0....(E).
On remarque que y = 0 est une solution triviale de (E).

Siy#0ona:
dy dy  —y
r+1)y+y=0(z+1])—+y=0& — =
( Wty ( )da: Y dv x+1
en séparant les variables, on a
dy —1
— = dz,
Yy r+1
d’ou en intégrant le coté gauche par rapport a y et le coté droit par rapport a =, on

obtient

d 1 1
_y:_/ dr =Inlyl=—-Injlz+1|+C=In—— + C, C € R,
y r+1 |z + 1]

et par suite

1
ly| = ———e% = y = +e” , avec k = +eC.

=
|z + 1] r+1 r+1

Donc

2.y =12 (E2)
/
(F2) = 2L =1
y+1 =z
dy  dx
y+1 x
dy dx
ytr1l ) o Donc

=Inly+1|=In|z|+kk eR,
= y+1=demlHr e R,
:>y:ce1“|“”|—1,c€R,
=y=cr—1,ceR

ylx)=cx—1, ceR



est la solution générale de (E£2). Pour le probleme de Cauchy on a :
y(1) =0=c=1

Donc
y(l’) =T — 17

est la solution du probleme de Cauchy.

Fxercice 02 : Résolvons les équations différentielles du premier ordre suivantes :

(E7) est une équation différentielle linéaire du premier ordre. L’équation homogene associée
a (Ey) est

Résolution de I’équation homogene :
On remarque que y = 0 est une solution triviale de (EH,).
Siy#0ona

d d
yl+y:0<:>—y:—y<:>—y:—dx
dx Y

alors en intégrant des deux cotés on obtient
Injy|=—z+c,q €R
d’ou
y=ke ® onk=+e’ €R.
Finalement, la solution générale de (FHy) est

y(x) = ke ",

La variation de la constante
On fait varier la constante k£ , on a alors

y(x)=Ke ™ — ke ™™

puis on remplace y et 3 dans (E;) on obtient

1
Ee ™ —ke™® + ke ™ =
1+ e®
et par suite
W= —C  adk=—" s
1+e” 1+e*

d’ou en intégrant on a

/dk:/ C drek=In("+1)+ec
1+ e*
—_—




par conséquent
y(x) = (In(e" +1) +c)e ", c e R.

est la solution générale de (F).

2. Résolution de I'équation différentielle suivante :
2%y — 2z — 1)y = 2? (E2)

L’équation homogene associée est

7% — (2r—1)y=0 (EH,)
On suppose que y # 0
(EH,) = 2%y = (20 — 1)y

y  2r—1
y ?
d 2 —1
ay _ % do

:>/dy /Zx— 1

= Inly| = /—dx— Pdm

:>ln|y|:1n‘x2‘+5+k:,k‘€R

=y =+l L eR

:y:cem|x2|+%,c:iek,c€R
5 1

=y =cxrer,cc R

Alors

y(x) = ca’er, ceR

est la solution générale de ( EH, ).
On utilise la méthode de variation de la constante : On pose :

y(z) = c(z)2’er =y = d(x)2%er + c(z)(2z — e~

En remplagant y et 3 dans ( Ey ) on obtient :

(Fy) = 22 (1)aer + 2%c(x)(2x — 1)er — (2z — 1)¢()
Per =1

8=

= (z)x’e:

-1

éc(x):e%+)\, A€ER

Alors .
y(r) = 2* + \rPez, AER

est la solution générale de ( Ey ). Pour le probleme de Cauchy on a :

1
rer =7

z —1
= d(x) = 6—2, ( on fait le changement de variable t = —
T

T

2

)



y(1)=1=A1=0

Donc

est la solution du probleme de Cauchy.

3. Résolution les équations différentielles non linéaires du premier ordre suivantes:

3. Y +ay = 2y’ (E3)
On remarque que c’est une équation de Bernoulli avec o = 2, alors on divise I’équation
(E3) par y* en supposant que y # 0 car y = 0 est une solution triviale de 1’équation

/
gty = ()

puis on fait le changement de variable suivant
1 /
2=y :—:z’:—y—Q,
Y )

ensuite on remplace dans (E’3) et on obtient

—Z4xz=2x

qui est une équation linéaire qu’on peut résoudre par la méthode de séparation des
variables (ou par la méthode de la variation de la constante) comme suit:

Z/

A trz=r& = zdx

=T <=
z—1 z —

on suppose que z # 1 car z = 1 est une solution triviale de I’équation, d’ou

z? a?
ln\z—l\:?—l—c’@z:Ke?—l—l

donc



Ezxercice 03 : Résolution des équations différentielles linéaires homogénes du second ordre
sutvantes : 1. y" — 3y + 2y = 0 (équation homogene).

Equation caractéristique:
r?—=3r+2=0,

On a A =1 > 0 alors I’équation caractéristique admet deux solution réelles distincte r; = 1
et o = 2. D’ou
yn = Cre' + Cre®®: Oy, 0y € R.

2.y + 4y + 4y = 0.
Equation caractéristique:
r? 4 4r +4 =0,

On a A = 0 alors I’équation caractéristique admet une solution double r = —2. D’ou
Ynh = (C’lx + 02)67296; 01, CQ c R.

3.V +y +y=0.
Equation caractéristique:

P +r+1=0,
On a A = —3 < 0 alors I’équation caractéristique admet deux racines complexes et conjuguées
—1—/3i —1+V3 .
T1:—2 etr2:—2 . D’ou

ez (C’l cos gx + Cysin ?Jﬁ) ; O, 0y €R.

Exercice 04 : Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes : 1.

y' =4y +3y =2z + e " (B)  y(0)=¢(0)=0

L’équation homogene associée a (Fy) est

L’équation caractéristique de (FH;) est
72 —dr +3 =0 (ECY)

On a A =4 > 0, d’ou léquation (EC}) admet deux racines réelles distinctes 1 = 1 et 75 = 3.
Les solutions de I’équation homogene (E H7) sont donc les fonctions :

yn(x) = Cre” + Cye®; C1, 0y € R.

Recherche d'une solution particuliere y, de (E;):
On a le second membre de 1'équation (F;) est

flz)=(2x+1)e "

Comme r = —1 n’est pas racine de I’équation caractéristique, donc on cherche une solution
particuliere de (F;) sous la forme :

yp(z) = (ax +b)e ™.



oua,beR. On a
y,(r) = ae”" — (ax +b)e™";y, = —2ae”" + (ax + b)e™™
En substituant dans I'équation (£) les expressions de y,,y, et de y;; on obtient
(Ey) = (8ax +8b—6a)e ® = (2x + 1)e “.

Par identification, on obtient le systeme suivant:

8a = 2 P
e 4
86— 6a =1 h= 2

D’ou, une solution particuliere y, de (E;) est

Finalement,
yx) = Yty

1
= (Cie* + Cg@gw + (ZQZ + %) e 1,0y e R.

est la solution générale de I'équation (E).
Pour le probleme de Cauchy, on a

5
y(0)=0= -+ A+B=0....

On a aussi

D’ou

~1
y(0)=0= —~+A+3B=0......

De (1) et (2), on a

S +A+B=0 Lo =-1
) ou :
Z+A+3B=0, =

Finalement,

(z) = 1x+2 e’z—lea’—l—ie?’x
SO =\4" T 16 2¢ T16°

est la solution de probleme du Cauchy. 2.

Y — 4y + 3y = 2z + 1)e".......(Ey)



L’équation homogene a déja éte résolue a la question précédente. Pour résoudre 1’équation
avec second membre, on remarque cette fois que r = 1 est racine simple de ’équation car-
actéristique. On cherche donc une solution particuliere sous la forme

Yp(z) = z(ax + b)e”.
oua,beR. On a
yn(z) = (2ax + b)e” + (az® + bx)e®;; yh = (2a + 2b + dax + ax® + bx)e”.
En substituant dans I'équation (E3) les expressions de y,,y, et de y;; on obtient
(Ey) = (—4ax + 2a — 2b)e” = (2x + 1)e”.

Par identification, on obtient le systeme suivant:

—4(122 a:_l
— 2
2q—2b =1 b 1

D’ot, une solution particuliere y, de (E2) est

Finalement,
y(r) = ynt+y
= (C1e” + 0y + (—””— — :13) e’; Oh,Cy € R.

est la solution générale de 1'équation (E»).
Yy’ — 2y =sinzx.
y' =2y =sinz...... (Es)

Solution : L’équation homogene associée a ( E3 ) est

y'—2y'=0.....(F5-H)

L’équation caractéristique de ( E3.H ) est

2 —2r=0.....(E3.0)

Les racines de I'équation (E5.C') sont : 71 = 0 et ro = 2. Ainsi, la solution générale de (Fs3.H)
est

y(x) = Ae’ + Be*®
= A+ Be**, A, B€R

Recherche d’une solution particuliere y, de ( E5 ) : On a le second membre de I’équation (E3)
est



f(z) =sinz = sin(1z)e".

Comme 0 + 17 n’est pas une racine de I’équation caractéristique ( F3.C' ), donc on cherche
une solution particuliere y,, de I'’équation (E3) sous la forme

yp(z) = asinx + beosx,a,b € R.
On a

y,(r) = acosx — bsinx et y, (r) = —asinz — bcosz.

En substituant dans I’équation ( E3 ) les expressions de y,,y, et de y,, on obtient

(Es) = —asinz — bcosz — 2(acosx — bsinx) = sinx
= (—a+2b)sinx + (—b—2a)cosx = sinx

Par identification, on obtient le systeme suivant :

—a+2b=1 a=—
=
~b—2a=0 b=2

Donc une solution particuliere y, de 'équation (Ej) est

(S

1. 2
Yp(r) = ——sinz + £ COST

5

Finalement,

Y(z) = y(r) + yp(z)
1 2
= A+ Be* — gsin:z:—i— gcosx,A,B eR

est la solution générale de (Ej3).
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