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2.1 Introduction

Dans ce chapitre on va présenter les concepts fondamentaux de I'analyse des
fonctions de plusieurs variables. On va généraliser les notions de limite, contnuité,
dérivabilité, différentiabilité, bien connues dans le cas des fonctions d’une seule
variable. Nous rechercherons dans ce chapitre une formalisation mathématique

théorique de ces concepts.

2.2 Produit scalaire, norme euclidienne, distance

dans R", voisinage.

2.2.1 Produit scalaire, norme euclidienne, distance dans
R".

Définition 2.1 Si X = (21,22, ...,7,) et Y = (y1,Y2, ..., Yn) Sont deux vecteurs

de R™, on définit leur produit scalaire par :
< XY >=x1y1 + 22y2 + ... + TpYn.

Définition 2.2 On appelle norme euclidienne de X (ou longueur de X )

D=

IX|| =< X, X >2= (zf + 23 + ... +22)?,
et on appelle la distance entre deux vecteurs
d(X,Y) =[|X =Y.

Théoréme 2.1 La norme vérifie :
1) || X|| = 0 si et seulement si X = 0.
2) | X|| > 0 si et seulement si X # 0.
3) |AX]| = |\ || X]], VA € R, VX € R™.
4) N X+ Y < || X||+ ||Y]|,VX,Y € R" (inégalité triangulaire).

Propriété :
VX eR", VY e R" || X]| = [[Y]I] < | X[+ [[Y]}.

Normes usuelles sur R"” :
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Les trois normes usuelles sur R™ définies pour X = (x1, za, ..., ;) sont :
1) [ Xlo = sup {laa], 22|, ..s lzal} -
2) 1 X1y = iy |l -

3) ||X||2 =V Z?:1 x?

Définition 2.3 Les vecteurs X et Y de R™ sont dits orthogonauz lorsque :
< X)Y >=0.

Définition 2.4 Soient a € R" et r > 0.

B(a,r) ={z € R"/ ||z — a|| < r} est appelée la boule ouverte de centre a et
de rayon r.

B(a,r) = {z € R"/||lx —a|| < r} est appelée la boule fermée de centre a et
de rayon r.

S(a,r) ={x € R"/ ||z —a|| = r} est appelée la sphére de centre a et de rayon

On dit qu’une partie D de R™ est bornée si : VX )Y € D, l’ensemble des réels
|X = Y| est borné.

Remarque 2.1 Dans le cas ota =0 € R" et r =1 on a ce qu’on appelle les

boules ou sphéres unités.

2.2.2 Voisinage

Définition 2.5 Soit a un point de R™. On appelle voisinage de a tout sous

ensemble V, de R™ contenant une boule ouverte centrée en a. On écrit :
(Va, voisinage de a) < 3r > 0: B (a,r) C V,.

Proposition 2.1 Soit a un point de R™.
1) Toute boule centrée en a est un voisinage de a.
2) Tout voisinage V, de a contient un voisinage ouvert U, de a.
Preuve
1) Il suffit de prendre B (a,r) =V, .
2) 1l suffit de prendre U, = B (a,r).
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2.3 Fonctions de plusieurs variables

Définition 2.6 Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On appelle fonc-
tion réelle de n variables toute fonction f définie d’un sous-ensemble D de R™

a valeurs dans R. On écrit :
f: D CR" — R,
($17x27"'7$n) = f(xlaan-'-axn)-

Exemple 2.2 Voici quelques fonctions pour n =2 et n = 3.

f: B - R , h: R2 — R
(r,y) f(x’y):Hm—Qqu?' (z,y) = h(z,y)=z+et.
g: R - R L: RP - R
(7,9,2) = g(v,y,2) =2 +yz+2. (z,y) L(rzc,y)Zlfx2

M: R — R

B z+2

- 1+$2+y2+22.

Définition 2.7 On appelle domaine de définition d’une fonction f: R" —

(r,y,2) — M(z,y,z)

R, la partie Dy de R" constituée des éléments v = (x1, 2, ..., x,) de R™ jouissant

d’une image par f.
Définition 2.8 On appelle image de f, l’ensemble {f(x)/x € Dy}.

Définition 2.9 On appelle représentation graphique ou surface représen-
tative d’une fonction f : Dy C R* — R, ensemble des triplets {(z,y, f(z,y))}
ou (z,y) parcourt Dy.

Exemple 2.3 La fonction f suivante :
f: R — R
23+ zy +y? 42
1+a2+y2
est définie sur D = R?, car ¥ (z,y) € R, 1+ 22 + y? # 0.

(r,y) +— fl(z,y) =

?

Exemple 2.4 La fonction g suivante :
g: R? — R,
(z,y) = g(@,y)=1-2>—y2

est définie sur le disque Dy = {(z,y) € R*/a* +y* < 1}.



2. Fonctions de plusieurs variables 61

Fonctions partielles

Définition 2.10 Soit f une fonction définie sur D C R? & valeurs dans R et
A = (a1,a2) € D. On appelle fonctions partielles associées a f au point A les
fonctions :

x1— f(x1,a9) et xo — f(ay,x2)
définies sur un intervalles ouvert contenant respectivement a, et as.
Exemple 2.5 Les deux fonctions partielles de la fonction :

f: R? — R,
(l’,y) = f(l',y) :5+x2_y27

au point A = (2,4) sont :

fi: R — R, ; fo: R — R,
e
r = fi(r)=—11+4 2% y — faly) =9—¢

Exemple 2.6 Les trois fonctions partielles de la fonction :

f: R® — R,
(z,y,2) — [f(z,y,2) =222 +y*+2+3,

au point A = (2,1,3) sont :
fl R — Ra f2 R — Ra
r = fi(z)=222+7, y —  y?+14.

f3: R — R,

et
z = f3(z)=z+12.

Remarque 2.2 Pour simplifier, les énoncés seront donnés dans le cas de deux
variables. (les notions se généralisent sans difficultés aux espaces de dimensions

supérieures o deur).

2.3.1 Courbe de niveau

Définition 2.11 Soit k € R. On appelle Courbe de niveau k de f, [’ensemble
Ly (f) formé des couples (x,y) de Dy satisfaisant & f (x,y) = k. On écrit :

Li (f) ={(z,y) € Dy : f (w,y) =k, k € R} = f (k).
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Exemple 2.7 Soit f la fonction suivante :
f: R — R
(zy)  — flzy)=y—=

Les courbes de niveau de la fonction f sont les droites paralléles définies par :
y=x+kkeR.

Exemple 2.8 Soit h la fonction suivante :

h: R - R
(x,y) +— h(z,y)=2>+y%

Les courbes de niveau de la fonction h sont données par :
Ly (h) = {(m,y) eR?:a?+y* =k, k GR}.

On distingue trois cas :

-Si k €]—00,0[: on aura Ly (h) = 0. (La fonction h n’admet aucune courbe
de niveau k).

-Sik=0: on aura Ly (h) = {(z,y) € R? : 2 + y* = 0} = {(0,0)} ..

- Si k €]0,400] : alors la courbe Ly (h) de niveau k est le cercle de centre
0(0,0) et de rayon Vk, donc Uensemble des courbes de niveau est ’ensemble
des cercles de centre O (0,0) et de rayon vk, k €0, +oo.

2.4 Limite d’une fonction

La notion de limite pour une fonction de plusieurs variables généralise la
notion de la limite des fonctions réelles d’une seule variable, mais les limites de
la gauche et de la droite perdent leur sens et sont remplacées par les nombreuses

limites directionnelles possibles.

Définition 2.12 Soit

f: D;CcR* — R,
(z,y) = flzy),

o Dy est le domaine de définition de f et My (xo,yo) € Dy.
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On dit que f admet la limite L quand M (x,y) tend vers My (o, %0), si f (z,y)
est aussi voisin que l'on veut de L dés que le point M est dans un voisinage

convenable de My. On écrit :

Jmfey)=Low Jim, flry) =L,
Y—Yo0

c’est a dire
Ve > 0,30 >0: Ve €V (Mo (0,%)) : |(z,y) — (zo.%0)|| < = |f (z,y) — L] <,

ou V (Mo (z0,%0)) le voisinage de My (o, yo) -
On dit que f tend vers +oo quand M (z,y) tend vers My (xq,yo) si :

VA>0,30 > 0:Ve eV (Mo (xo0,9)) - [[(2,y) = (o, 9o)| <0 = [f (z,9) = L] > A,

serit o i = :
et on écrit ML%Of(x,y) +00

On dit que f tend vers —oo quand M (z,y) tend vers My (zo,yo) St :
VA > 0735 >0:Vre V(MO (‘TO?yO)) : ||($7y) - (x07y0)|| <0= |f(x7y) - Ll < _A7
et on écrit Mh—>HJ\1/[0 f(z,y) = —o0.

Exemple 2.9 Soit
f: R? — R,
(x,y) — 2z—y+1.
Ona: lm f(x,y)=2. En effet, pour tout € > 0 on écrit :

(2y)—(1,1)
|f(zy) =2 =[22—y—1]
=[2(@—-1)—(y—1)
<2@-1|+|-(y—-1)
<2z —1|+y -1
<2||(z,y) = (L1, <e.

11 suffit de prendre 6 = g dans définition ci-dessus.

Théoréme 2.10 (Opérations algébriques sur les limites)

Sotent f et g deux fonctions telles que : lim f(z,y)=1L et lim
(l‘,y)—>(l‘0,y0) (ac,y)—>(a:0,y0)
g(x,y)=L" et A € R. Alors,
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1) lim  (f(z,y)+g(z,y) =L+ L.

(wyy)f(wo,yo)
2) lim  (f(z,y).9(x,y)=LL".
(z,y)—(z0,y0)
3) lim Mo (z,y) = AL.
(z,y)—(z0,y0)
4) Si g n'est pas nulle dans un voisinage de M (xg,yo) et L' # 0, alors
im = —.
(@y)—(zow0) g (v,y) L

Théoréme 2.11 (Théoréme d’encadrement ou des gendarmes)

Soient f, g et h trois fonctions définies sur une partie Q) de R? telles que :

V(z,y) €Q:g(z,y) <h(x,y) < f(z,y)

Si: lim x,Y) = lim x,y) = L, alors, lim  h(x,y)= L.
(z,y)—(@o,y0) f@y) (xay)ﬁ(xoﬂyo)g< 2 (z,y)—(xo,y0) (@9)
22y
Exemple 2.12 lim —— = 0. En effet,
(@9)—(00) 72 + y?
x29? 1
< 2 (1242
—$2+y2—4(x +y7),

1
et lim = (x®24+19?%) =0.
(z,9)—(0,0) 4( v)

2.4.1 Limites successives

Définition 2.13 On appelle limite successive en point (xg,y0) € R? d’une

fonction f l'une des deux limites :
lim f (z,y) (ﬁmf(w,y)), lim f (z,y) (limf(fﬂ,y)>-
T—0 y—yo y—yo z—0

Dans le calcul de ces limites fixer l'une des variables x ou y et d’effectuer le
calcul par rapport a l'autre variable puis lacher la variable fixée et finir avec elle

le calcul.

Remarque 2.3 L’existence des deux limites successives n’assure pas la limite et

que leur non existence n’entrave pas l’existence de la limite.

Théoréme 2.13 Si les deux limites successives lim f (z,y) <lim f (z, y)) =1L
T—T0 Y—Yo

et lim f (z,y) <1im f(z,y)) = L' existent et sont distinctes alors la limite
Y—yo T—T0
lim  f(x,y) n'existe pas.

(z,y)—(x0,y0)
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Calcul de limites a ’aide des coordonnées polaires

Lorsque I'on considére la fonction f : R? — R, il est quelques fois plus facile
de prouver des résultats de limite, continuité, etc. en passant par les coordonnées
polaires en faisant le changement de variables.
w2y

Exemple 2.14 Calculer —lim —————.
(z,y)—(0,0) =+ Y
0 I 7Y 0 e indéterminée)
na: lim —F— =— (forme indéterminée).
(@y)—(00) 2 +y* 0
On utilise le changement de variables en coordonnées polaires, on pose :

xr =rcosb,
y =rsind,
r € R et 6 e€0,27]

D’ou,

2yt _ (rcosf)’(rsinf)*

W 02+ 2 2 2
(@y)—(0,0) % +y r=0(rcos )" + (rsind)
= lir%r4 (cosA)? (sinf)* = 0,0 € [0, 27 .

2,4
Alors, lim % =0.
(z,y)—(0,0)T% + Y

2.4.2 Fonction continue
Définition 2.14 Soit
f: D;CcR* — R,
(z.y) = f(z,y),
ou Dy le domaine de définition de f et My (xo,v0) € Dy.

On dit que la fonction f est continue au point My (xg,yo) Si

lim  f(z,y) = f(20,%0) ou th]bof(%y) = f (0, %0) -

T—20,Y—Y0

On dit que la fonction f est continue sur Dy si f est continue en tout point de
Dy.
Si f est continue sur Dy, alors les fonctions partielles associées a f en un

point sont continues sur Dy.
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Exemple 2.15 Soit la fonction suivante :
f: R — R,
(zy) = [flzy) =z+y.
On a : Dy =R? et [ est continue en tout point de R? car :
|f(@,y) = [ (@0, 90)] = |24y —z0—yol

= |(®—=20) + (¥ — vo)|
< |z —z0| + |y — ol

|z — xo| tend vers 0 dés que x tend vers xo et |y — yo| tend vers 0 dés que y tend

vers o.

Exemple 2.16 Soit la fonction suivante :

f: R? — R,
(1+ 2+ 2% siny

(,y) — fl(ov,y)=

224z +y
Ona:
1 2 . .
b f(ey)= G (UEIEDSMY g, (S0
x—0,y—0 z—0,y—0 ¢ +x+y y—0 Y
Opérations :

Théoréme 2.17 Soient f et g deux fonctions continues en My (xq,vo) de R?

et A € R, alors on a :

f+g, fag Af, ! (si g (xg,y0) # 0) sont continues.
g

De méme la composée de fonctions continues est continue.

Corollaire 2.18 Les fonctions polynomiales et les fractions rationnelles sont

continues sur leur domaine de définition.

Exemple 2.19 Soit la fonction suivante :
f: R — R,
1 —cos (2?2 + y? + 2?)
(22 + 2 + 22)?

si (x,y,2) # (0,0,0)
(r,9,2) = f(z,y,2)=
si (z,y,2) = (0,0,0)

N =
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La fonction f est continue sur R — {(0,0,0)} car c’est une composition de
fonctions continues.
La continuité de f en (0,0,0).

Ona:
2 .2 .2
TP ikl et
1 —cos (2 +y°+2°) 2
(22 + 4?2 + 2%)° (22 + 9% + 22)°
) (Sm <w+y_+Z>)
2
= , car (1 — cos2a = 2sin®
( 2 2 2)2
ity +z
. x2+y2+z2 2 ) $2+y2+22 2
2(sin| ——— sin| ———
_ 2 _1 2
(Bt 2 2 22+ 12 + 22\ ?
2 2
D’ou,
n <w> :
2 1
I - lim - ==
(x,y,z)lg%o,o,o)f (z,2) (x,y,Z)lg%O,O,Oﬂ x? +y? + 2 2
2
n (w) :
2 1 in A
car, = —, (puisque Jim el — ).
2 A—=0 A

2 +y? 4 22
2

1
Done, lim  f(z,y,2) === f(0,0,0). On conclut que [ est continue
(wyy7z)*>(070»0) 2

en (0,0,0), donc f est continue sur R3.

Définition 2.15 Soit la fonction suivante :
f: DfCR* — R,
(zy) = flzy),

On dit que la fonction [ est continue au point (x,y) relativement & la variable

x (resp. y) si la fonction partielle fi (resp. fo) est continue en x, (resp. y).
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Proposition 2.2 Soit la fonction suivante :

f: D;CcR* — R,
(z,y) = flzy),

Si la fonction f est continue au point (x,y), alors les fonctions partielles fi et
fa sont continues en x et y, respectivement.

Remarque. La réciproque est généralement fausse.

2.4.3 Dérivées partielles
Définition 2.16 Soit

f: D;CcR* — R,
(x.y) — [(zy),

une fonction de deux variables x, y ot Dy est le domaine de définition de f et
My (w0,90) € Dy.

Supposons la fonction partielle f, : x — f(x,yo) définie sur un voisinage de
Zo

Si f, admet une dérivée au point xqy, on dit que cette dérivée est la "dérivée

0
partielle” de f par rapport & x au point (xg, ). On note f. ou —f cette dérivée

ox

et l'on a :

f;; (CBO, yg) = % (xo’ yO) — leHIlO f (337 yO; : io(mo, yO) .

De méme, la dérivée de la fonction f, est la dérivée partielle de f par rapport a
y au point (To,Yo), et on la note :
f f (o0, y) — f (w0, )

"(20,70) = = (0, 1yo) = lim .
fy( 0+ Yo) 8y( 0, o) yLyO T

Si f, et f, existent au point (xo, o), on dit que f est dérivable au point (7o, yo)-

of

0
On dit que f est de classe C' sur Dy si Iz et Iy sont continues sur Dy.
Z )

Exemple 2.20 Soit

f: R? — R,
(ry) = flry)=2"+ay*+y-3,

une fonction de deuz variables x, y.
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Pour déterminer une dérivée partielle de f, il suffit de dériver [’expression de

[ par rapport & la variable considérée, les autres étant considérées comme des

constantes.
0 0
g—; (x,y) = 322 + 32, g—; (4,5) = 73.
- =2 1 —(4,5) =41.
Exemple 2.21 Soit
g: R-{0,0} — R
(.9) (2.9) = ——
— _ 7
T,y 9(2.9) = 53
une fonction de deux variables x, y.
dg —22 4+ % + 22y dg -1
t-4 — 71 -1)= —
aw (xa y) (,CL'2 + y2)2 Y 03,; ( Y ) 2
dg —2% 4+ y? — 2xy dg 1
a-(l'?y): 5 V) , 8_(17_1)25
Yy (22 +y?) Yy

Exemple 2.22 Soit f : R? — R, la fonction définie comme suit :
w22

o si (r,y) # (0,0),

f(zy) =
0 si (z,y)=(0,0).
1) Déterminer Dy le domaine de définition de la fonction f.
2) Calculer g—i (x,y) et g—‘; (x,y) pour tout couple (x,y) de R* x R*.

Solution.
1) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction f :

Ona:Dy=RxR—-{(0,0})U{(0,0)} =R
2) Calculons 2 (x,y) et 9f (z,y) pour tout couple (z,y) de R* x R*.

Ox oy
Soit (z,y) € R* x R*.
Ona:
of of ( =y’ (2zy°) (2% + y°) — (22) (2°y?) 2zy*
%(:v,y) " O ($2+y2) - (22 + 12)? B (22 +y2)*
of of ( =%y (2y2?) (2% + y%) — (2y) (=°y*) 22y
8_y(x’y):8_y(ﬁ+y2) - (x2+y2)2 - (x2+y2)2‘
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Gradient

Définition 2.17 Soit
f: D;CR* — R,
(z.y) — [f(zy),

une fonction des deux variables x, y ot Dy est l'ensemble de définition de f et
My (x0,90) € Dy.

On appelle gradient de f en (xo,v0), le vecteur noté
0 0
V£ (2o,90) = <8_£ (0, %0) , a_]yf (Jfo,yo)) :

Si le R? est muni de sa base canonique < i j), le gradient de f un point
My (z9,y0) de Dy est de la forme :

of - -

0 ;
V£ (zo,9) = D (20,90) 1+ (9_;: (20, %0) J -

Divergence

On appelle divergence de f en un point M (xg,yo) de Dy le nombre noté
divf (xo, ) et défini par :

0 0
divf (o) = 5L oo, 0) + 5L (@o0).

Exemple 2.23 Soit la fonction suivante :

f: R? — R,
(z,y) +— [f(zy) =242y’ -3,
On a:
0 0
8_£ (20, Y0) = 220 + Y5 » 8_£ (70, Y0) = 200, Vf (zo,90) = (220 + ¥, 2T0Y0) -

Si le R? est muni de sa base canonique (Z ]), le gradient de f un point
My (z9,v0) de Dy est de la forme :

V[ (z0,90) = (2x0 + y3) i+ (2200) J -
On appelle divergence de f en un point My (xq, yo) de Dy le nombre noté div f (xo, yo)
et défini par :
divf (wo,y0) = 220 + Y5 + 2oYo-
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2.4.4 Deérivées successives

Définition 2.18 On définit ensuite les dérivées partielles secondes, si elles existent

par dérivation des dérivées premieres, on les note :

" 0 / _ 0
Dans le cas de deux variables x, y on a :
0 f 0 [(0f 02 f 0 (Of
P (e =2 (2 @,y (o) =2 (D) @)
dx0y = e oy 47 Oyox Y - Oy \ Oz Y-

De facon analogue, on peut définir les dérivées partielles d’ordre supérieur a 2
par récurrence.

On dit que f est de classe C* sur Dy si les dérivées partielles d’ordre k sont
continues sur Dy.

On dit que f est de classe C* sur Dy si les dérivées partielles de tous ordres

existent et sont continues sur Df.

Théoréme 2.24 (Théoréme de Schwarz)

Si f  admet dans un voisinage de (x¢,yo) des dérivées partielles secondes
o’ O
e
Oxdy  Oyox

continues, alors

TT gy = 2y
Oxdy »Y = OyOx Y-

Exemple 2.25 Soit

f: R? — R,
(z,y) = f(x,y) =%y

une fonction de deux variables x, y.

Ona :
0% f 0 o*f 0 A 4
=5 (1,y) = = (42®y?) = 12279, =5 (,y) = o= (22%y) = 22%,
8%22]0 oxr 89? Y

_ a 4 _ 3 _ 8 3,2\ 3
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2.4.5 Fonction harmonique

Définition 2.19 Soit
f: R? — R,
(z,y) = [flzy),
une fonction de deux variables x, y.

On note le Laplacien de f :
o0 f

da?

(@.9)+ 2L ()

Af(v,y) = 052

et on dit que f est harmonique si ¥ (x,y) : Af (x,y) = 0.

Exemple 2.26 Vérifions que les fonctions suivantes sont harmoniques.
f - R2 — R, g: R?2 — R7
(z,9) = f(z,y) =In(2*+4?), (z,y) —  g(r,y) =eYsinz,

Ona:Dy={(z,y) €R: 22 52 £ 0} =R — {(0,0)}.
Soit (x,y) € Dy.

of 2x 0 f 2(x% +9y%) — 42 =227 + 29?
—(.737y): 2 2 et 2(1:7y): 2 = 2
Ox 24y Ox (22 + y2) (22 + y2)
of 2y 0 f 2(22 + %) —4y? 227 — 2y?
_(l',y): 2 2 et 2($7y): 2 = 2°
y r? 4y dy (22 +9?) (22 +9?)
Remarquons V¥ (z,y) € Dy : ﬁ (x,y) + ﬁ (x,y) = 0, donc f est harmo
q Y f - 2 Y ayz yYy) = U,
nique.
Ona:D, =R
Soit (x,y) € R2.
2
% (x,y) =eYcosx et % (z,y) = —eYsinz.
%(x y) =eYsinz et @(x y) = eYsinz
oy oy2 '

2 2
Remarquons ¥ (x,y) € R? : % (x,y) + g—yg (x,y) = 0, donc g est harmo-

nique.
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2.5 Différentiabilité

2.5.1 Cas des fonctions d’une variable réelle

Définition 2.20 Soit f une fonction réelle a variable réelle :

f: R — R,
r —  f(x).

On dit que la fonction f définie dans un voisinage V (xq) de o est différen-
tiable au point xqy s’il existe un nombre A qui dépend de x mais pas de h tel que

la fonction e () définie pour h # 0 par :
f(xo+h)=f(xo) + Ah+he(x), h=x—x¢ et (h+x) €V (x0).
admette la limite 0 quand h — 0.

Théoréme 2.27 Une fonction f est différentiable au point xqy si, et seulement

si, f est dérivable au point x.

Preuve. 1) Condition nécessaire : Supposons que f est différentiable au

point xg, alors pour h # 0 on a :
f(zo+h)=f(xo) + A.h+ he(z).
Donc,

f (o + 1) = [ (o)
h

=A+e(x).

le passage a la limite on aura :

_fwo+h)— f(w) . _ '
il}g(l) . _}lgr(l) (A+e(z)) = A, avec ]1112%5 (z).

donc, en posant A = f’ (xg), on a f dérivable en xy.

2) La condition suffisante : est évidente, en posant : A = f'(zy). =

Remarque 2.4 On a :

dy

fra) = = dy = (@) d

On dit que dy est la différentielle de f en x.
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2.5.2 Cas des fonctions de deux variables

Définition 2.21 Soit
f: R? — R,

(,y) = [flzy),
une fonction de deux variables x, y.
On dit que f est différentiable au point (a,b) € R?, si il existe deur constantes

réelles o, A telles que :

f(a+h1,b+h2) - f(a,b) = Oéhl +)\h2 + H(hl,hg)HS(hl,hQ),

avec  lim  e(hy,hy) = 0.
[[(h1,h2)[|—0

Exemple 2.28 Soit

f: R? — R,

(z,y) = flzy)=a"+32%,
une fonction de deux variables x, y.

Plagons nous au point (1,—1).

FU4hy,—14hy) = f(1,=1) =1 +h)* +3(1+h)*(=1+hy) — (-2)
= —2hy + 3hy + (6h1hg + 3h% + 4h3 + hi + 3h3hy)

= —2h1 + 3h2 + H(hl,hQ)H E(hl, hg) .

On a : lime (hy, he) =0 ou
[[(h1,h2)|[—0

6hihg + 3h? + 4h3 + hi + 3h3hy
[[(h1, ha)l|
Donc : f est différentiable au point (1, —1) et sa différentielle est l’application
linéaire : df (1,—1) : (hy, ha) — —2hy + 3hy

On remarque que :

€ (hl, hQ) =

of o of . . _
g (x,y) = 42° + 62y, g (1,-1) = -2,
of s of . 1\ _
o (z,y) = 3x?, y (1,-1)=3.

ce qui correspond aux coefficients trouvés précédemment.
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Remarque 2.5 On note la différentielle de f de la maniére suivante :

, of of
df : (hi, hs) axhl + 8yh2
On note aussi plus simplement :
df = fd + —f
83/

2.6 Formule de Taylor des fonctions de 2 va-
riables

Définition 2.22 Soit

f: D;CR? — R,
(y) = flzy),

une fonction de classe C™ sur Dy o Dy une partie ouverte non vide de R?
et (a,b) € Dy.

Pour tout (h, k) de R* on considére la fonction :
F:t— F(t)=f(a+ ht,b+kt).

Cette fonction est dérivable est sa fonction dérivée est :

of of
F 'l 95
(t) = hax(a+htb+kt)+kay(a+htb+kt)
Ce qui donne ent =0
af of
F(0) = h2L 9 (a,b).
(0) = ha (a, b)+k8y< ,b)
De méme, on a :
F"(t) = h*— o1 (a+ ht, b+ kt)+2hk 't (a+ ht,b+ kt)+k*— 1 (a+ ht,b+ kt)
Ox? ’ 0x0y Oy ’ '
Ce qui donne ent =0
0*f 0% f 0*f
F/I — 2 2 2 .
(0) = h*—= 922 (a,b) + hkaxa (a,b) + k 5’y2( a,b)
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On continue ce processus jusqu’a avoir :

o f o f
ht, b+ kt) + Ch" "t —m—— ht, b+ kt
(a+ ht,b+kt) + C, Dy0un ] (a+ ht,b+ kt)+

FO ()= h»
®) oz
i o f
e O ht, b+ kt) 4 .. k"= ht, b+ kt).
TR i (0 b R K (@ R b k)
i n!
oL O = =

Cette expression s’écrit aussi :

FO) (t) = <<h(% + k:a%)nf) (a+ ht,b+kt).

Ce qui donne ent =10
0 o\"
F) = — —_ .
(0) ((hax +k’ay) f) (a,b)

Théoréme 2.29 Soit
f: DsC R? — R,
(z,y) = f(z,y),

une fonction de classe C" sur Dy ou Dy une partie ouverte non vide de R? et

(CL, b) S Df.
Alors il existe 6 € ]0,1] tel que :

f((a,b) + (h, k) = f((a+hb+F))

B of  of 1/ 0f of\?
= f(a,b) + (h%Jrka_y) (a,b)+5 (h%Jrka—y) (a,b) +

1/ 0f of\® 1/ of of\"™

J/

1 9 PTG
(n+1)! (ha_£+k3_§) f((a+0h,b+0k)).

reste de Lagrange

Cette expression est dite formule de Taylor (développement de Taylor) d’ordre

n en point (a,b) avec reste de Lagrange.
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et

of  of 1/ of of\?
f(a,b)—}—(h%jtk‘a—y) (a,b)+5( %4— 8_3/) (a,b)+

1/ of of\%? 1/ 0f of\"™
3 (h8x+k8y> (a,b)—l—....—i—n! h8x+k8y (a,b).

dite la partie réguliére.

Remarque.
of of (2) 2a2f 82f 26’2f
hat hat — K22t 19
(hax+k8y) WG + kg o+ R

(3) 3 3 3 3
(ha—f + kg) _w?! + sn2p-2S + 3hk? oJ + ot

ox y ox3 Oyox? 0x0y? APy
of O™ _ .0 | cayna, O WO f
(h% + a—y) =h' o=+ Cih e T
Le reste : m (h% + ka_y) =
hn+1 an+1f C}th”k an+1f kn+1 an+1f

1oz 40 0yor T g 1) oyt
Exemple 2.30 Soit

f: R? — R,
(r,y) — at+9y3+22—y*—3zy+5.

Ecrire le développement de Taylor d’ordre 3 au point (1,0).
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Pour cala on calcule : f(1,0) =7 et

g_i (2,y) = 4% + 20 — 3y, done g—i (1,0) = 6
g_zfj (z,y) = 3y® — 2y — 3z, done % (1,0) = -3
% (z,y) = 1222 + 2, donc % (1,0) = 14
%{ (,y) = 6y — 2, done giy{ (1,0) = —2

8(125 (r,y) = =3, donc 88292 (1,0) = -3
ajgx (2,y) = -3, donc aféfx (1,0) = -3

% (z,y) = 24z, donc % (1,0) = 24

%ﬁ (,y) = 6, donc %’; (1,0) =6

g (z,y) = 24, donc i{: (1,0) = 24

giyl (x,y) =0, donc giy{ (1,0) =0

O (o) = 2w =0

OyOx? 0x0y?

0(34@; (@y) = 823;3 (@y) = aj;ng (@y) =0
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D’ou,
of of
1 (0 rf 0
o (125 + 2y TR ) (1L0)+
1) L O N T
§<h%+3h b 30K s + R g ) (1L0)
AN SR Y Y , OO
+3 (h gt ANk g O s AR R ) (14 0, 08

Alors,

1 1 1
Ut hk) = =T+ 6h—3k -+ (12h% — dhk — 4k?) + < (24h* + k%) + o (241%)
— ht + 4h3 + k3 + 6h2 — 2k — 2hk + 6h — 3k — T.

2.7 Optimisation différentiable dans R?.

2.7.1 En dimension 1

Soit une fonction d'une variable f définie sur R et de classe C?.

Théoréme 2.31 (Formule de Taylor a l'ordre 2) Si f est une fonction trois fois

contintiment dérivable sur R, il existe une fonction tendant vers 0 en 0 telle que :

Pt h) = f @)+ R (5) + o ) e (h).

Choisissons pour x un point x = a tel que " (a) # 0. Alors pour h assez petit, le
terme h;f” () +|h|* € (h) est du méme signe que f" (a). Si par exemple [ (a) >

0, on en déduit que f a un minimum local en x.

La recherche pratique des extrema locaux pour une fonction d’une variable
se passe donc ainsi :

1) On recherche les points critiques : f' (z) = 0.

2) On étudie la dérivée seconde f” (x) si a est un point critique et si :

f"(a) > 01il y a un minimum local,

1" (a) < 0ily aun maximum local,
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f" (a) = 0 il faut approfondir I’étude.

Lorsque f n’est plus définie sur R entier, ou sur un intervalle ouvert, il faudra
de plus étudier le comportement de f sur les bords du domaine de définition.
si I’ensemble de départ est compact, on a la garantie de ’existence d’extrema

globaux.

2.7.2 Extrema locaux de f:R?> — R,

On suppose f de classe C?, c’est- a-dire que ses dérivées partielles jusqu’a

Pordre 2 existent et sont continues.

Définition 2.23 On dit que : f a un minimum local en (xg, o) s’il existe € > 0

tel que :
V(z,y) € B((x0,%0).¢), alors f(z,y) = [ (x0,%0)

Définition 2.24 On dit que : f a un mazimum local en (xq,yo) s’il existe € > 0

tel que :
V(l',y) €B ((xo,yo) 75)7 alors f (l',y) < f(x07y0>

Exemple 2.32 f (z,y) =2° +y?, f(v,y)=2>—y* [(z,y)= -2~y

Proposition 2.3 Si f admet un extremum local en (xo,yo) alors

0 0
@—i (Ioayo) = 8_5 (%,?Jo) = 0.

Démonstration.

La fonction de une variable © — f (z,y0) admet un extremum local en xo,
donc sa dérivée 8_f (x0,%0) = 0 en zo.

La fonction dex une variable y — f (xo,y) admet un extremum local en yo,

0
donc sa dérivée of (x0,Y0) = 0 en yo.

ox
Définition 2.25 On dit que : (xg,y0) est un point critique de [ (ou un point

stationnaire) si,
0 0
a—i (20, y0) = 8_]yf (0, %0) = 0.

Remarque. Un extremum local est un point critique mais la réciproque n’est

pas vraie.
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2.7.3 Formule de Taylor

Définition 2.26 Soit f (x,y) une fonction de classe C*. La matrice hessienne

f de (xo,y0) en est la matrice :

0 f 0*f
@ (l’oayo) 910y <I07y0)

et

o2 o2 52 2
det Hess (o, yo) = 8_1;]; (20, Y0) 8_y£ (70, 90) — (@xﬁfy (%MJO)) .

Exemple 2.33 Calculer la matrice Hessienne de f (x,y) = 4dxy — x* — y*.

Théoréme 2.34 (Formule de Taylor a l'ordre 2, en X = (x9,Yo))
Si f une fonction de classe C? sur R?, il existe une fonction tendant vers 0
en (0,0) telle que :

FX4H) = f(X)+<Vf(X),H> —|—%HtHess (20, 50) H + || H|[? € (H) .

Théoréme 2.35 Soient f (x,y) de classe C* et (xg,yo) un point critique. Alors :
2

Si, det Hess (xo,y0) > 0 et —= (zo,%) > 0, f a un minimum local en

Ox?
<$0> yo) . )

Si, det Hess (xo,70) > 0 et ﬁ(l’o,yg) < 0, f a un mazximum local en
x
(0, Yo) -
Si, det Hess (z9,y0) < 0, f n’a ni maximum ni minimum, elle a un point
selle.

Si, det Hess (g, yo) < 0, on ne peut conclure (avec le seul développement a

lordre 2).

Exemple 2.36 Soit f : R? — R, définie par : f(x,y) = 23 + v — 3zy. Les
points critiques de f sont (0,0) et (1,1). Le premier est un point col, le second

un minimum local (non global).
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2.8 Exercices corrigés

Exercise 2.37 Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions

suivantes :
f: R — R,
1) 2 +y
(z,y) = [flzy) = PO
f: R — R,
2) 1+y
(z,y) = [flzy)= ORI
f: R? — R,
3)
(z,y) = flry)=VA—yVa-a2
Solution

1) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante :
f: R — R, )

xr°+

(wy)  m Sy =y

[ est définie si et seulement si : x? +y? #0, d’ou (x,y) # (0,0).

Alors, Dy = {(z,y) e R? : 2?2 +y* # 0} = R? — {(0,0)}.
C’est le plan a lexception le point O (0,0).
2) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante :
f: R? — R,
1+y
(z,9) = f(z,y) = m
f est définie si et seulement si : x?> +y* —1#0, donwx?®+y*> # 1.
Alors, Dy = {(z,y) e R? : a? +y* # 1}.

C’est le plan a Uexception les points du cercle centré en O (0,0) et de rayon

3) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante :

f: RZ2 — R,
(z,y)  — [(z,y)=4—y2V4—2a2
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4—y2>0 24
f est définie si et seulement si : y = = { ¥y =

4—22>0.
lyl <2
lz] < 2.
—2<y<?2
—2<z<2.
Alors, Dy ={(z,y) e R*: =2 <z <2 et —2<y<2}.

C’est la partie du plan circonscrite dans le carré.

Exercise 2.38 Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions

sutvantes :

f: R? — R,

1) sinx — siny
(z,y) = [flzy) = gl
f: R? — R,

2) 1+ ysinz
(ﬁay) = f (ﬂf,y) - m

3) f: R? — R,
(z.y)  +— flry)=h@®+y*—4).
Solution

1) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante :

f: R? — R,
sinz — siny

f est définie si et seulement si : x —y+1#0.
Alors, Dy = {(z,y) e R? :z —y+1#0}.

C’est le plan a l'exception les points de la droite d’équation y = x + 1.

2) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante :

f: R — R,
14+ ysinz

(2, y) = f(zy) = 2x_—y+1
f est définie si et seulement si : 2x —y+ 1> 0.

Alors, Dy = {(z,y) e R?*: 2z —y+1>0}.



2. Fonctions de plusieurs variables 84

C’est le demi-plan inférieur délimité par la droite d’équation y = 2x + 1, a
l’exception les points de cette droite.

3) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction suivante :

f: R? — R,
(z,y)  — flz,y)=In(z®+y>—4).

f est définie si et seulement si : x? +1y* —4 > 0.

Alors, Dy = {(z,y) e R* : 2* + y* — 4 > 0} .
C’est la partie du plan située hors du cercle de centre O (0,0) et de rayon 2,

a lexception les points de ce cercle. (c’est a dire le complémentaire du disque
fermé de centre O (0,0) et de rayon 2).

Exercise 2.39 Soit [ et g deux fonctions définies comme suit :

f: R — R, g: R? — R,
Ty .T2y2

(z,y) = [,y = m (x,y) +— g(z,y)= m

1) Etudier 'existence de limite de la fonction f en point (0,0).
2) FEtudier ’existence de limite de la fonction g en point (0,0) .
Solution

1) FEtudions Uezistence de limite de la fonction f en point (0,0) .
Ona:

[ est définie si et seulement si : x*+y* #0, d'ou (z,y) # (0,0).

Alors, Dy = {(z,y) e R* : 2* + y?> # 0} = R* — {(0,0)}.
On a pour x # 0 :

. . . x? 1
limf(z,0)=0 et limf(z,2)=lm7=7.
Done, la fonction f n'a pas de limite en point (0,0).
2) Etudions l’existence de limite de la fonction g en point (0,0).
Ona:Dy,={(z,y) eR?: 22 +y? #0} =R?—{(0,0)}.
Pour (xz,y) # (0,0), on a :

r’y’ |zy] 1
fry e <—
7 @)l = g =y 79l < 5l
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donc,

1
0<If ()l < 5 loyl.
1
Comme, ( l)irréo 0)5 |zy| = 0 donc d’aprés théoréme d’encadrement on a :
x7y — b
2,2

. Ty
lim z,y)= lim —F— =
(ayrawpff( v) (2,9)—(0,0) T2 + 32

Exercise 2.40 Soit f la fonction réelle définie sur R? comme suit :
f: R? — R,

#2sin 2 six #0
(z,y) x .
0 st =0

1) Déterminer l’ensemble de définition de la fonction f.
2) Etudier la continuité de f sur R?.

of of
3) Calculer 92 (0,y0) et o

4) Calculer g—f (x,y) et g (x,y) pour tout couple (z,y) de R* x R.
@ Y

0
5) Les fonctions 8_f (x,y) et = (z,y) sont-elles continues en (0,yo) ¢
T

dy

(0,y0) pour tout réel yq.

Solution

1) Déterminons Dy le domaine de définition de la fonction f :

Ona:D;= R xR)U ({0} x R) = R%

2) Etudions la continuité de f sur R?.

Sur R* x R : la fonction f est continue car elle est composée de fonctions
élémentaires continues.

Pour x =0, on a :,
0<1f (@,9)| = [o?sin 2| < 22,
x

Comme, limz? = 0 donc d’aprés théoréme d’encadrement on a : limf (z,y) = 0,
z—0 z—0
donc f est continue sur R2.

of of
3) Calculons e (0,70) et o

ﬂ%w—fwwwzhm(. %

X z—0

(0,y0) pour tout réel yq.

of ..
% (an()) - alcli%

of o S @y = fO0) AN
oy (0,90) = }Jlir(l) ; = }JliI(l) (33 sin 5> = 0.
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4) Calculons g (x,y) et g—f (x,y) pour tout réel (x,y) de R* x R.
w y

Soit (x,y) de R* xR. Ona :

0 0 —
—f(x,y):—(a:QSing>:2xsing+x2 Y cosy:2xsing—ycosg.
Ox Ox x x x? x x x

of I AN e y Yy
ay(%y)—ay (x sin >—x COS = = T CoS —.

X T T T

0
5) Les fonctions 8_f (x,y) et of (x,y) sont-elles continues en (0,yo) ¢
x

dy
La continuité de 8_f On a:
ox
9z sin 2 —ycosg st x #0
af B x T
ax (l’,y) -

0 st =0

0 0
lim—f (x,90) = lim (2:(: sin Yo _ 1 COS @> : n'existe pas, donc donc —f n’est
z—0 ax z—0 €T xT ox
pas continue en (0, ) .

La continuité de ——. On a :
dy
zsin? sz #0
=4 "
y Y
0 st =0
0 0 0
Comme :};lg(l)a_g (z,90) =0= 8—1; (0,y0) , donc 8_;; est continue en (0,yp) .

Exercise 2.41 Soit f : R> — R la fonction définie comme suit :
22y
2?2 + y?

si (z,y) # (0,0),
f(z,y) =

0 si (z,y)=1(0,0).

1
1) Montrer que : ¥V (z,y) € Dy : f(z,y) < 1 (22 + y?).
2) Etudier la continuité de f sur R2.

of of
3) Calculer . (0,0) et o (0,0).
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4) Montrer que f est différentiable en (0,0).

Solution.

1) Montrons que : ¥ (z,y) € Dy : 0 < f(z,y) < i(xQ +12).
Ona:D;=(R*xR*)U{(0,0)} =R

Ona:V(x,y) eR: (z—y)*>0= 22+ y*> 2y, douzy < %(m2+y2).
Donc,

229> 1 1 1L, , L, , o
P = s = ol < o (5@ 4) (5604 ).

d’o,

V(z,y) €R*:0 < f(x,y) gi(ﬁ—i—gﬂ).

2) Etudions la continuité de f sur R

Sur R* x R* : la fonction f est une fonction rationnelle, elle est continue.
Pour (0,0), on a :,

osf(w)si(x%f).

1
Comme lim = (z® +y?) =0, d’aprés théoréme d’encadrement on a :

(2,y)—(0,0)4
lim f(z,y) =0, donc f est continue sur R>.
(z,y)—(0,0) of of
3) Calculons 92 (0,0) et 7 (0,0).
0
af o J(O+R0)—f(0,0)0 B2 0
or "0 = h BRI T
0
of . J(0,0+k) - f(0,0) . F2 .. 0
ay 0 I k — i T
4) Montrons que f est différentiable en (0,0).
Calculons :
0 0
PO+ R0+ R = 0.0kl 0.0 - k2 0.0
i
(h,k)lgioyo) Vh?+ k2

h2k?
: h2 + k2 : h?k?
= lim ——= lim .
(h.k)=(0,0)\/h? 4+ k2 (hk)—(0,0) (h? + k2) Vh? + k?
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On utilise les coordonnées polaires : posons : h = rcosf et k = rsinf, donc

(h,k) — (0,0) on aura
r—0e0<60<2m.
Donc,

h?k?
lim =
(hk)—(0,0) (h% + k%) v/ h% + k2

r* (cos 9)2 (sin 9)2

lim
r—0

0<6<27

r3

(1 cos0)” (rsinf)?

r—0

0<6<2r

((rcos 0) + (rsin 0)2) \/(7“ cos0)” + (rsin 9)2.

lim r (cos#)* (sinf)® = 0.

r—0

0<0<2n

Alors, f est différentiable en (0,0) .

Exercise 2.42 Soit f : R? — R la fonction définie comme suit :

223 + 3zy — 5y

si (z,y) # (0,0),

$24—y2
fxy) =
0 si (v,9)=(0,0).
1) En utilisant la définition, Calculer of (0,0) et of (0,0).
ox Jy
2) Calculer B et o pour (z,y) # (0,0).
3) Ecrire la différentielle de f en point (0,0).
Solution.
Ona :
2h3
of . f(O+h0)—f(0,00 . Tz _
or (0 = ) h “imh S ime =2
—5k3
of . f(0,0+k)—f(0,0) . Tz _
ay "0 = 1 ST ey =
: of f
2) Soit (x,y) # (0,0) . Calculons P2 (x,y) et 0 (,y).
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Ona:
of (2,y) = (622 + 3y) (22 + y?) — (222 + 3xy — 5y3) (2x)
o T (22 + y2)°
22t 4+ 3y® — 32y + 10xy® + 62%y°
(2 +y2)° ’
Of () (3z — 15y%) (2 + ) — (22° + 3wy — 5¢°) (2y)
- I7 —
ay Y (22 + 42)°
323 — byt — 3xy? — 423y — 152%y?

(22 + y2)°

3) Différentielle de f en point (0,0).

df (0,0) = % (0,0) dz + % (0,0) dy = 2dx — 5dy.
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