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Exercice 1 :
I. Soit la fonction f(x,vy,2) = 22 + 2zy + y° + 22.
a. f(1,1,1) =124 2(1)(1) + 12 +2(1) =1 + 2+ 1 +2=[6].
b.  £(0,3,2)=0%+2(0)(3) + 3% 4+ 2(2) =0 + 0 + 9 + 4=[ 13
II. Domaine de définition :
> Le domaine de définition de la fonction f(z,y) = /9 — 22 — y? est
Dy = {(z,y) € R? | 22 + y* < 9}. (Pour que f soit définie il faut que : 9 — 2% — y? > 0, donc
2?2 +y? <9).
> Le domaine de définition de la fonction f(z,y) = In(z 4+ y — 2) est
Ds ={(z,y) € R? | z +y > 2}.(Pour que f soit définie il faut que : z +y — 2 > 0, donc
r+y>2).
> Le domaine de définition de la fonction f(z,y) = m est
Dy = {(x,y) € R? | 22 + y* # 1}.(Pour que f soit définie il faut que : 2% + y*> — 1 # 0, donc
22 +y% £ 1).
> Le domaine de définition de la fonction f(z,y) = @ est
Dy ={(z,y) e R?* |z +y >0, z # 1}.(Pour que f soit définie il faut que : z +y > 0 et
x—1#0,doncx+y>0etz—1%#0).

Exercice 2 : Etude de limites :

2 _ .2 0 2 _ .2 _
1. im LY 2 onal Y :(x )<x+y)—:v+yet
(my)—(1,1) T—y 0 T —y z—y
2 _ 42
lim (z+y) =2, alors lim =2
(z,y)—(1,1) (z,y)—=(1,1) T —yY
. xy? . .
2. lim ———.Onposexr=rcost, y=rsinf, r >0 (coordonnées polaires),
(z,y)—(0,0) T= + Y
on trouve
2 Y] sin 2 3 50 si 20
23: Y - (r CObz)(Tbln. ) - 79 cos sm. o cosOsin0.
224y (rcosf)? + (rsinf) r2(cos? 6 + sin” )
2
. . 92 . Ty
Comme lim r cos fsin“ § = 0, alors lim ————==0
r—0 (@,9)—(0,0) 22 + y?

3. lim (z+4+y)sin
(2,y)=(0, 0)( v) (x+y
lim —(z + y) < lim(z + y)sin(

). Comme —1 < sin( +y) < 1 alors

= +y) < lim(z + y) Donc par le théoreme d’encadrement,

y):0

on a li (z + y)sin( 1
1 11 T Stn
@m0y TG

z? +y z? +y
4. =22+ y2 Comme lim +/22+y2=0,
(w’y 00 ) 22+ y? \/xQ—i—y (2,y)—(0,0)

x+y

,u)% 0,0) /22 + 92

alors =0/




Exercice 3 : Soit la fonction f(x,y) = 2%y + zy?.

a.

. Gradient de f |V f(z,y) = (fo, fy) = 22y + 3y, 2% + 227) |.

Dérivées partielles de f.

of . 2
> %(fmy) = fu = 2zy + >

0
> a—g(:v,y) = fy, = 2%+ 2zy.
Dérivées partielles de f en (1,2). On a
fo(1,2)=2-1-24+22=4+4=8et f,(1,2)=12+2-1-2=1+4+4=5.

. Dérivées secondes de f.
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> foa —%(w,y)— aaf = gm(?nyry ) =2y.
> fyy :Tyg(l’,y) :aiyy = @(%2 + 2xy) = 2.
0% f o2 f
> foy = m(%y) = fyo = Way(x,y) =2z +2y.

Exercice 4 :
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Continuité de f en (0,0). Si on pose (x = rcosf et y = rsinf, avec r > 0), on trouve :
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flx,y) = 3 = rcos? fsin 6 — 0. Car |cos? fsinf| <1,V 0.
r—
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> Si on pose z =rcosf et y =rsind, r > 0, on trouve a—(x,y) =
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> Si on pose x = rcosf et y =rsind, r > 0, on trouve 8—($,y) =
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dépend de 0, alors la limite n’existent pas en (0,0). donc
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n (0,0). Comme ——(z,y) et =—(x,y) ne sont pas continues en (0, 0), alors la
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(z,y) n’est pas continue

. Différentiabilité en (0,0). On dit que f est différentiable en (a,b) s'il existe une
application linéaire (unique) notée df 4 ) telle que :

fla+h,b+k) = f(a,b)+dfqp)(h, k)+]|(h, k)| e(h, k)  tel que lim  e(h,k)=0.
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Avec ||(h, k)| est la norme || |2 donnée par ||(h, k)||2 =V hZ + k2.
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3
e(h,h) =¢(r, )=

r3 cos? fsin f
pas nulle en général, et f n’est pas différentiable en (0, 0).

3 = cos? 0sinf, qui dépend de . Donc cette limite n’est
r

. Gradient et matrice Hessienne en (1,1).
> Gradient : Pour (z,y) # (0,0), on a calculé :
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> Pour la Hessienne, on calcule les dérivées secondes.
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> La Matrice hessienne de f en (1,1) est

2 2
lan Tlan) (L2
| 0x2 Oyox _ 2 2
H.f(171) - 82f 82f - 1 1
1,1 —= (1,1 - -z
ﬁxﬁy( 1) 8y2( 1) 2 2
. Différentielle df 4 ). Pour tout (a,b) € R?\ {(0,0)} :
_of of _ 2ab? a?(a® - v?)
df(a,b)(hak> - ox (aab)h+ 8y (a’v b)k - (a2 +b2)2 + (a2 +b2)2 k.

h
Pour (a,b) = (1,1) : df(1,1) = 9



