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Y— Série numéro 1 : Intégrales et calcul des primitives—X

Exercice 1 : Calculer les primitives suivantes :

. " T
1. [ cosze®™* dx, 2. / ———dx
/ VaZ +1

2
3. /em(1+er)4d1‘7 4. /ﬁdﬂ?

Exercice 2 : En utilisant une intégration par parties, calculer les primitives suivantes :

1. /(295 + 1)e” dx.

2. /x sin z dx.

3. / rarctan x dz.

Exercice 3 : En effectuant un changement de variable, calculer les intégrales suivantes :

x . ve—1
I :/eialglc7 I :/cosxe““””d:r, I3 :/ v dx.
x

e2r 41

Exercice 4 : Intégrer les fractions rationnelles suivantes :

x4+ 3 % +42% + 62 — 3 3z +1
e s L e s B e T

Exercice 5 : Calculer les primitives suivantes :

/ sin® z dz, / cos® x sin’ zdz, / cos 3z sindz dx.

Exercice 6 : Posons : I = /62”" coszdx et J= /62” sin® x dz.
1. Calculer I + J.

2. En appliquant la méthode d’intégration par parties deux fois, calculer I — J.

3. En déduire la valeur de I et J.

Indication : cos 2z = cos? z — sin® z.




corrigé

Exercice 1. 1./COS reS T dy
/cosxesmg”dx = 4L 0 CeR.
L’ utilisation de /f’(x)ef(’“") =@ 40 CeR
2./ \/#dx
2z

e
P e [ 2 = Va2E14+C CER
/\/x2+1 ’ /2\/:52—1—1 eV

L’ utilisation de / f’;x() ) =/ f(z)+C.
T

24/
3./6"”(1 + %) dx
x\5
/er(l + ") tdr = % +C, CeR.
. o (@)
L’ utilisation de [ f'(z)f*(z)dz = 1 +C, aeR.
a
2
4. —_—
/ @2+ 2™
2 —1
dr = R.
/(az2+2)2 T=ryg TG COF
e I (z) 1
L’ utilisation de = — +C.
fA(z) f(x)

Exercice 2.

1. /(Qx + 1)e"dx

On intégre par parties, en posant

{ u(z) = 2z +1) :>{ u'(x) =2

v(zr) =e€®
On obtient donc

/(2:1: +1)e*de = (2o + 1)e” — 2/exdx
=2r+1)e"—2"+C=2r—-1)e*"+C,C eR.

2. /  sin xdx

On pose :

u(z) =x u'(x) =
{ V' (z) =sinz — { v(x) = —cosx



On obtient, donc

/xsinxdx:x(—cosx)—/(—Cosx)dx:—xcosx+sinm+0, C eR.

3. /xarctanxdx

On integre par parties, en posant

{ u(r) = arctan w'(z) = 5
V'(z) == v(x) =

et on trouve :

/ . d x? . 1/ x?
rarctan zdr = — arctanx — — T
2 2 ) 1+ a2

x? ; 1/m2+1—1d
= —arctany — - | ———dx
2 2 1+ 22

22

= 5arctanx — %x—i—%arctanx—l—C, C eR.

Exercice 3.

6$
1. dx .
/62$+1 v

En posant : t = e* = dt = e*dx, D’ou

o dt
/ ¢ dx:/—:arctant—i-C’:arctanew—kC, C eR.
e +1 241

2. / cos e dx.

En posant : t = sinx = dt = cos xdx, D’ou

/cosweSi”dx = /etdt =el+C =M1 (0, CeR.

s [Vt

-1
dz
x
En posant : t? =2 — 1 = 2tdt = dx, et x = t* + 1. D’olt

Vo —1 t t+1-1 1
/ wx de =2 (tdt) = Q/QQLTdt = 2/dt—2/ = 2t—2arctan t+C

241 t2+1

=2vx —1—2arctanv/x —1+C, C €R.

Exercice 4.



1 /‘T—de
12 — 31+ 2

Tout d’abord on factorise le dénominateur 22 —3x+2 = (x—2)(z—1), puis on décompose

3
la fonction _ TS en éléments simples
22 —3x+2
r+3 r+3 A N B (A+B)z—-A-2B
2-3x+2 (z2-2(x-1) (x-2) (-1  (z—-2)(z+2)

ou A, B sont deux constantes réelles qu’on va déterminer.
Par identification on a :

{A+B:1

—A—-2B=3
En résolvant ce systeme, nous trouvons A =5 et B = —4.
donc
T+ 3 r+3 5 4

22—32+2 (z-2)x—-1) (x-2) (z-1)

d’ou

x+3 5 4
_ [ gz =5S|r—2—4njr—1
/x2—3$+2 /(a:—Q)dx /(x—l)dx Slnfe —2] nle =1+,

C eR.

/x3+4x2—|—6x—3
' 22 4+2r+1
1-ere étape : Effectuer la division euclidienne

Z.

23 + 42?4+ 62 — 3 Lo )
= _—_—
2?42z +1 242z 41
2-eme étape : Décomposer % en éléments simples
r—5 -5 A N B Alx+1)+B Ar+(A+DB)
2242 +1  (z+1)2 (z+1) (x+1)2  (x+1)2 (z+1)2

Par identification on a :

A=1
A+B=-5= B=-6

donc
) _x—=5 1 —6
2 4+2zx+1  (x4+1)2 (x+1)+($+1)2
Ainsi,
23+ 4a? + 62 — 3 1 —6
2 +2x+1 :w+2+x+1+(3§+1)2

3-eme étape : Intégrer :

/x3+4a:2+6x—3d / Lo 1 L —6 J
T = T T
2?2 +2x+1 r+1 (z+1)?

1 1 z? 6
= 2)d ——dxr— ———dr = —+2x+1 1|+—— R.
/(x+ ) x+/x+1x 6/(:}0—}-1)230 2+m+n|x+ |+x—|—1+C’C€




3r+1
. _dx.
s /x2—2x+10 *
On a

2 =20 +10=(x —1)*+9

En posant : x — 1 = 3t = dx = 3dt, on obtient :

1 1)+1 2 12
/ 3z + :/3(3t+ )+ 3dt:/ Tt + it

2?2 — 22+ 10 9(t2+1) 9(t2+1)

dt + = dt
rr1” T3 ) Ea

=3 In(t? +1) + 3 arctan(t) + C

3 z—1\2 4 -1
—§1n<( 3 >+1>+§ar0tan<T)+C,C’eR.

:3/

Exercice 5.

1. /singd:vdx

sin® dr = /sin2 sinzdr = /(1 — cos® ) sin xdx = /sin dr — /0052 xsinxdx

= —COoST — /COSQLCSinde'

Calculons / cos® x sin zdx

On pose t = cosx = dt = —sinxdx.
Donc X .
/COSQSinZ‘dZ' = —/tzdt = —% +C = —COZ ‘ +C.
d’ou ,
/singda: = —cosT + vt +C.
2. [ cos® xsin® x dx
/ cos’ xsin® zdx = | cos* xsin® x cos xdr = /(1 — sin® z)? sin® 2 cos xdx

On pose t = sinx = dt = cosxdx. Donc

1 2 1
/cos5acsin2 rdr = /(1 — t)*2dt = /(t6 — 2t + tH)dt = ?ﬂ — 5t5 - gtf” +C =
1 7

—sin

2 1
- x—gsin5x+§sin3x+C,CeR.

3. / cos 3x sin 4xdx

1

5 sin(3 4 4)x + sin(4 — 3)x) dx
1 1

:/ 5(sin(?ﬂc) + sin(x)) dx Z/ Q(Sin(%c) dx +

:¥4(7m) _ %(T) +C,CeR.

cos 3z sindxdr = /(sin 4x)(cos 3z) dx =

: __ —cos(7z) (z)
(sin(x)) de =—532 — <52 4+ C,

N =



Exercice 6 : Posons :

I=/62wCOSQ$d£E et J:/e2wsin2xd;v.

1. I+J = /627” cos® xdx + /62“J sin? xdr = /(5111233—|—cos2 x)e’* dr = /62”” dx =
eQTE + Cl, C1 eR.
2. I—1J :/ e** cos® xdx — /62”” sin? xdr = /(COSQI‘ —sin? z)e?” dx = /COS(Q.Q?)@Q‘T dx.

Pour l'intégration par parties nous posons (u = 2%, alors du = 2¢%* dx) et (dv = cos(2x) dx,
i . = 2sin(2 2x
alors v = %) Donc /005(21‘)62’” = Sm(2§)62 _/ sin(2z)e du

2

_ sin(2z)e*®

5 — / sin(2z)e** dz. On va utiliser 'intégration par parties pour calculer
/Sin(2x)e2“€ dx. posons (u = €2 alors du = 2¢%* dx) et (dv = sin(2x) dx, alors

. [ 2cos(2m)e?
v= _%) Donc /sin(29€)€2gc do = -22)e” —I—/ cos(2z)e dx

2 2

——M +/cos(2x)62:” dz, donc /cos(Q;v)e% dx =

Sin(Q;)ezm + COS(?;)'B% - /cos(Zx)eQm dz, alors on obtient 2 [ cos(2z)e* dx

:51n(2§:)e2 +COS(221)82 - /COS(QZ‘)GQI doe — (sm( I’) +COS( x))e +027 02 cR.

4
3. Pour déduire I et J on va utiliser les deux relations I + J = 6271 +CretI—J
:(Sin(%H?S(%))e% + C5. Donc on trouve 21 = (2+Sin(2m)zms<2z))e% +C1+Cy =

_ (2+sin(2x)-§cos(2x))ezw + C, avee O — 01-502 ot J — (2—sin(2;c)—8cos(2w))eh + 0/7 avec
C/ — C1—Cy .
2
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Série d’application n 01 : Intégrales et calcul des pmmztwes'

Exercice 1. Calculer les primitives suivantes :

1 1 622 + 4
1. 2 4 3si —+—)dr 2.| ——d
/(x+ Smx—l—2\/§+$) x /x3+2:r—|—4x
3./005(2x+ 1)dx 4./(23: —2)(2? — 22 + 1)%du.

Exercice 2. Calculer les primitives suivantes par intégration par parties :

1. /x"lnxdm, oun€?Z—{-1}.
2. /e“ cos xdzx.
3. /arctan:vdx.

Exercice 3. En effectuant le changement de variable indique, calculer les intégrales suivantes:

sinx

2. — X dx en posant t = cos .

1
1-—
1. / d:v en posant t = /.

o 1+4+cos?x

1
3. / en posant t = e*
o 1+

Exercice 4. Integrer les fractions rationnelles suivantes :

i} /$2
2/:10 +2:L‘+5
x2—3x—|—2
4
3/ T+
x2—|—2x—|—5

Exercice 5. posons :
sinx CoS T
I, = —_—dx et I, = —dx
SInx + cosx S x + cosx

1. Calculer I} + Iy et I} — Iy. Puis déduire la valeur de I et I5.

2. Calculer les intégrales :

2 1 > sing
o Sinx+1 o sSinz+1



Corrigé

Exercice 1.

1/ x2+3sinx+i+l dx
) 2V
On a:

/<$ +381nx+7+ )dx—/$2d$+3/sinxda:+/—dx+/ —dx
x

_3—3008x+\/5—|—111|$’+07 CeR.

622 + 4
2. [ ——d
/x3—|—2x+4 *

On a :

622 + 4 2(32% + 2) (327 4+ 2)
— dx= | =2 —— = dr=2In|z3+2 414+ C, C eR.
/363+2x+4 ) /:c3+2:c+4 ! /:c3+2a:+4 v =2Mnje" +2w+4|+C, Ce
I
L’ utilisation de/f(w)

(o) dr =In|f(z)| + C.
3./008(2.73 + 1)dz

1
/cos(2:c+ ldz = §sin(2x+ 1)+ C, CeR.
4./(2x —2)(2* — 22 + 1)%dz.
2_2 1 2+1 2_2 1 3
/(2x—2)(w2—2x+1)2da7:(x 21—’; ) _(a: ;—i_ ) +C, CeR.

- )
L utilisation de [ f'(z)f*(z)dx =

utilisation e/f@)f (z)dx a+1
Exercice 2.

+C, aeR

1. /a:" In zdx

On intégre par parties, en posant

On obtient donc

erTll +1 +1
n+1 n 1 l‘n
Inz— - [ 2"dx = Inz —
n+1 nx n+1 T-ar n 1 n+ 1n + 1




2. /ercosxdx

On va intégrer par parties deux fois. On pose alors :
u(zr) =e” u(x) =e®
(@) =
V'(z) = cosx v(x) =sinz

I = /ez cosxdr = e*sinx — /sinxexdx

| —
J

On obtient, donc

On integre une deuxieme fois par parties en posant
ulx) = e* u(x) =e®
@=e  _ [v@
V'(z) =sinx v(x) = —cosx

J = /sinxezd:c = —e" cosx+/e“ cos xdx

de sorte que

alors

: 1 :
I = / e’ cosxdx = e" sin z+e” cos x—/ e’ cosxdr = / e’ cosxdr = Eex (sinz 4 cosz)+C,
C eR.

3. /arctanxdx

On integre par parties, en posant

_ oy 1
{ u(x) = arctan x . { u'(z) = 11

V'(z) =1

et on trouve :

1 2 1
arctan rdr = x arctan x— Y dr = v arctan x——/ Y _dr = zarctanz—~ In(1+22)+C,
14 2?2 2 ) 1+2a? 2

C eR.

Exercice 3.

4
1—
\/de.
VT

Posons t = y/z = x = t? alors, on obtient dz = 2tdt

r=1 t=1
Pour —
{x:4 {t:2

21_ 2 tQ 2
/—tQtdt:2/(1—t)dt:2[t——] Y
1t 1 2],

On a donc



2. / )
o 1l+cos?x

Posons t = cosx = dt = — sin zdz, de sorte que pour

r=0 t=1
—
rT=m t=-1
On en déduit que

/7r sin p /—1 dt /1 dt arctan 2] m ( n) T
———aT = — 5y = —5 = |arctan ™ =——(—)==.
o 1+4cos?z 1 1+2) J,1+¢2 1y 472

3. /1 do
0 1+€x

Posons t = e* = dt = e”dx, de sorte que pour

{x:() {tzl
—
r=1 t=e.

/1 dx _/6 dt
o L4+er ), t(1+1)

On calcule cette intégrale en réalisant une décomposition en élément simples. Plus
précisément, on remarque que

11 vient

Ainsi,

< dt ‘1 c 1
= [ —dt— | —dt=[lnt—In(t+1)]]=1-1 1) +In(2).
| = [ e [ =t =m0 = 1=+ ) +102)

Exercice 4.

T
1.
/3:2—4

Tout d’abord on factorise le dénominateur 2 — 4 = (z — 2)(z + 2), puis on décompose

la fonction en éléments simples

xr2 —

x x A B (A+ B)x +2A—-2B

Z-4 @-29@+2) @-2) @+ @—2)(z+2)
ou A, B sont deux constantes réelles qu’on va déterminer.
Par identification on a :
A+B=1
2A—-2B =0

1
En résolvant ce systeme, nous trouvons A = 3 et B = 3

donc
T T 1 1

2 —4  (x—2)(x+2) 2(x—2)+2(x+2)



d’ou

v 1 1 1 1
_ de = ~lnje—2|+~In|z +2
/m2—4 /2(x—2)+2(x+2) r=ghlr=2+ghnjr+2+C

C eR.

22 +2x+5
2. —_dx.
/x2—3:c+2 v

1-ere étape : Effectuer la division euclidienne
> 4+20+5 S5r + 3
12 —3r+2 22— 3x+2

5x+3
x2—3z+2

2-eme étape : Décomposer en éléments simples

5r + 3 5r + 3 A B

Z 3012 (D=2 @-1) @=2

Par identification on a :
A+B=5
—2A — B =3,

En résolvant ce systéeme, nous trouvons

d’ou
43 -8 13
(z—1)(z—-2) (x—-1) (z—2)
Ainsi,
P42+5_ 8 13
22 —3r+2 (z—=1) (z—2)

3-eéme étape : Intégrer :

22 +2x+5 8 13
————dx = 1— de = x—81 —1|+131 — 214 C.
/x2—3x+2 v /( (x—1)+(x—2)> v=z=8Inr—1[+13Infe - 2|+

C eR.

T+ 4
3. —d
/x2+2x+5 o
On a

2 +22+5=(z+1)*+4
En posant : x + 1 = 2t = dx = 2dt, on obtient :
x+4 2t+3 4t 3 1
— = | ——2dt= | ———dt+ - | ——dt
/a:2+2x+5 /4(t2+1) /4(t2+1) +2/t2+1

In(t? + 1) + 3 arctan (t) 4+ C,

242 1
In (%M) + g arctan (%) +C,C eR.

DO | —Do|

Exercice 5.



1. Soient

sinx
L= ——dx et Lh= | ————
SN + cosx SInx + cosx

En calculant la somme et la différence, on trouve
_ sinx Cos T
]1 + I2 - /sm x+Cos x /sm T+Cos a:
_ sin x4-cosx d
- sin x4-cos x
_ sinx Ccos T
Il [2 - / sin z+4cos x dZL' / sin z+cos x

sin x+cos x

COS T

dx

d$—$+01

sinx4-cosx

sinz— COST o — _/—sma:—f—cosxdx

—In(|sinx + cos z|) + Cs.
de (1 )+ (2),0n a

2I; = — In(Jsinx + cos z|) + C5, avec C3 =

d’ou

Ci + Oy

1 C
I, = 5(:17 — In(|sinz + cosz|)) + C, avec C' = 73

de (1 )-(2), on a

21, =z + In(Jsinx + cos x|) + Cy, avec Cy =

d’ou

Cy — Oy

1 C
I = E(x + In(|sinx + cosz|)) + C’', avec C' = 74

2dt

2. Le changement de variable : ¢t = tan ud —dr=——, s
2 1+1¢2

2dt

2t
142

2dt 2

/3 Lo /1 11¢2 /1 2dt /1
—_—aQr = _— = — =
o sinz+1 o 2t o 1+2t+82=J, (1+1)? L+t

1+t2+1

/g—.SimE dm:/g—Sin.$+1_1dx:/gldx—/
o sinz+1 0 sinz + 1 0 0

jus
2

1
sinx + 1
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Série de T.D. N°02 : EQUATIONS DIFFERENTIELLESI

Exercice 01 : Résoudre les équations différentielles du premier ordre suivantes :

L. (z+ 1)y +y=0.

, _y+1
e

2.y et y(l)=0

FExercice 02 : Résoudre les équations différentielles suivantes :

1
14 e®

L. y+y=

2. 2%y — 2 —1)y=22 et y(1)=1
3.y +ay = 2y

Ezxercice 03 : Résoudre les équations différentielles linéaires homogenes du

second ordre sutvantes :
1.y =3y +2y=0.
2.y +4y +4y = 0.

3.y +y +y=0.

Ezxercice 04 : Resoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :

Loy —4y' +3y = 2z +1)e,  y(0) =y (0) =0.
2.y — 4y +3y = (2x + 1)e”.

3.y —2y =sinx.
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Série de T.D. N°02 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Fxercice 01 : Résoudre les équations différentielles du premier ordre suivantes :

L (x4+ 1)y +y=0....(E).
On remarque que y = 0 est une solution triviale de (E).

Siy#0ona:
dy dy  —y
r+1)y+y=0(z+1])—+y=0& — =
( Wty ( )da: Y dv x+1
en séparant les variables, on a
dy —1
— = dz,
Yy r+1
d’ou en intégrant le coté gauche par rapport a y et le coté droit par rapport a =, on

obtient

d 1 1
_y:_/ dr =Inlyl=—-Injlz+1|+C=In—— + C, C € R,
y r+1 |z + 1]

et par suite

1
ly| = ———e% = y = +e” , avec k = +eC.

=
|z + 1] r+1 r+1

Donc

2.y =12 (E2)
/
(F2) = 2L =1
y+1 =z
dy  dx
y+1 x
dy dx
ytr1l ) o Donc

=Inly+1|=In|z|+kk eR,
= y+1=demlHr e R,
:>y:ce1“|“”|—1,c€R,
=y=cr—1,ceR

ylx)=cx—1, ceR



est la solution générale de (E£2). Pour le probleme de Cauchy on a :
y(1) =0=c=1

Donc
y(l’) =T — 17

est la solution du probleme de Cauchy.

Fxercice 02 : Résolvons les équations différentielles du premier ordre suivantes :

(E7) est une équation différentielle linéaire du premier ordre. L’équation homogene associée
a (Ey) est

Résolution de I’équation homogene :
On remarque que y = 0 est une solution triviale de (EH,).
Siy#0ona

d d
yl+y:0<:>—y:—y<:>—y:—dx
dx Y

alors en intégrant des deux cotés on obtient
Injy|=—z+c,q €R
d’ou
y=ke ® onk=+e’ €R.
Finalement, la solution générale de (FHy) est

y(x) = ke ",

La variation de la constante
On fait varier la constante k£ , on a alors

y(x)=Ke ™ — ke ™™

puis on remplace y et 3 dans (E;) on obtient

1
Ee ™ —ke™® + ke ™ =
1+ e®
et par suite
W= —C  adk=—" s
1+e” 1+e*

d’ou en intégrant on a

/dk:/ C drek=In("+1)+ec
1+ e*
—_—




par conséquent
y(x) = (In(e" +1) +c)e ", c e R.

est la solution générale de (F).

2. Résolution de I'équation différentielle suivante :
2%y — 2z — 1)y = 2? (E2)

L’équation homogene associée est

7% — (2r—1)y=0 (EH,)
On suppose que y # 0
(EH,) = 2%y = (20 — 1)y

y  2r—1
y ?
d 2 —1
ay _ % do

:>/dy /Zx— 1

= Inly| = /—dx— Pdm

:>ln|y|:1n‘x2‘+5+k:,k‘€R

=y =+l L eR

:y:cem|x2|+%,c:iek,c€R
5 1

=y =cxrer,cc R

Alors

y(x) = ca’er, ceR

est la solution générale de ( EH, ).
On utilise la méthode de variation de la constante : On pose :

y(z) = c(z)2’er =y = d(x)2%er + c(z)(2z — e~

En remplagant y et 3 dans ( Ey ) on obtient :

(Fy) = 22 (1)aer + 2%c(x)(2x — 1)er — (2z — 1)¢()
Per =1

8=

= (z)x’e:

-1

éc(x):e%+)\, A€ER

Alors .
y(r) = 2* + \rPez, AER

est la solution générale de ( Ey ). Pour le probleme de Cauchy on a :

1
rer =7

z —1
= d(x) = 6—2, ( on fait le changement de variable t = —
T

T

2

)



y(1)=1=A1=0

Donc

est la solution du probleme de Cauchy.

3. Résolution les équations différentielles non linéaires du premier ordre suivantes:

3. Y +ay = 2y’ (E3)
On remarque que c’est une équation de Bernoulli avec o = 2, alors on divise I’équation
(E3) par y* en supposant que y # 0 car y = 0 est une solution triviale de 1’équation

/
gty = ()

puis on fait le changement de variable suivant
1 /
2=y :—:z’:—y—Q,
Y )

ensuite on remplace dans (E’3) et on obtient

—Z4xz=2x

qui est une équation linéaire qu’on peut résoudre par la méthode de séparation des
variables (ou par la méthode de la variation de la constante) comme suit:

Z/

A trz=r& = zdx

=T <=
z—1 z —

on suppose que z # 1 car z = 1 est une solution triviale de I’équation, d’ou

z? a?
ln\z—l\:?—l—c’@z:Ke?—l—l

donc



Ezxercice 03 : Résolution des équations différentielles linéaires homogénes du second ordre
sutvantes : 1. y" — 3y + 2y = 0 (équation homogene).

Equation caractéristique:
r?—=3r+2=0,

On a A =1 > 0 alors I’équation caractéristique admet deux solution réelles distincte r; = 1
et o = 2. D’ou
yn = Cre' + Cre®®: Oy, 0y € R.

2.y + 4y + 4y = 0.
Equation caractéristique:
r? 4 4r +4 =0,

On a A = 0 alors I’équation caractéristique admet une solution double r = —2. D’ou
Ynh = (C’lx + 02)67296; 01, CQ c R.

3.V +y +y=0.
Equation caractéristique:

P +r+1=0,
On a A = —3 < 0 alors I’équation caractéristique admet deux racines complexes et conjuguées
—1—/3i —1+V3 .
T1:—2 etr2:—2 . D’ou

ez (C’l cos gx + Cysin ?Jﬁ) ; O, 0y €R.

Exercice 04 : Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes : 1.

y' =4y +3y =2z + e " (B)  y(0)=¢(0)=0

L’équation homogene associée a (Fy) est

L’équation caractéristique de (FH;) est
72 —dr +3 =0 (ECY)

On a A =4 > 0, d’ou léquation (EC}) admet deux racines réelles distinctes 1 = 1 et 75 = 3.
Les solutions de I’équation homogene (E H7) sont donc les fonctions :

yn(x) = Cre” + Cye®; C1, 0y € R.

Recherche d'une solution particuliere y, de (E;):
On a le second membre de 1'équation (F;) est

flz)=(2x+1)e "

Comme r = —1 n’est pas racine de I’équation caractéristique, donc on cherche une solution
particuliere de (F;) sous la forme :

yp(z) = (ax +b)e ™.



oua,beR. On a
y,(r) = ae”" — (ax +b)e™";y, = —2ae”" + (ax + b)e™™
En substituant dans I'équation (£) les expressions de y,,y, et de y;; on obtient
(Ey) = (8ax +8b—6a)e ® = (2x + 1)e “.

Par identification, on obtient le systeme suivant:

8a = 2 P
e 4
86— 6a =1 h= 2

D’ou, une solution particuliere y, de (E;) est

Finalement,
yx) = Yty

1
= (Cie* + Cg@gw + (ZQZ + %) e 1,0y e R.

est la solution générale de I'équation (E).
Pour le probleme de Cauchy, on a

5
y(0)=0= -+ A+B=0....

On a aussi

D’ou

~1
y(0)=0= —~+A+3B=0......

De (1) et (2), on a

S +A+B=0 Lo =-1
) ou :
Z+A+3B=0, =

Finalement,

(z) = 1x+2 e’z—lea’—l—ie?’x
SO =\4" T 16 2¢ T16°

est la solution de probleme du Cauchy. 2.

Y — 4y + 3y = 2z + 1)e".......(Ey)



L’équation homogene a déja éte résolue a la question précédente. Pour résoudre 1’équation
avec second membre, on remarque cette fois que r = 1 est racine simple de ’équation car-
actéristique. On cherche donc une solution particuliere sous la forme

Yp(z) = z(ax + b)e”.
oua,beR. On a
yn(z) = (2ax + b)e” + (az® + bx)e®;; yh = (2a + 2b + dax + ax® + bx)e”.
En substituant dans I'équation (E3) les expressions de y,,y, et de y;; on obtient
(Ey) = (—4ax + 2a — 2b)e” = (2x + 1)e”.

Par identification, on obtient le systeme suivant:

—4(122 a:_l
— 2
2q—2b =1 b 1

D’ot, une solution particuliere y, de (E2) est

Finalement,
y(r) = ynt+y
= (C1e” + 0y + (—””— — :13) e’; Oh,Cy € R.

est la solution générale de 1'équation (E»).
Yy’ — 2y =sinzx.
y' =2y =sinz...... (Es)

Solution : L’équation homogene associée a ( E3 ) est

y'—2y'=0.....(F5-H)

L’équation caractéristique de ( E3.H ) est

2 —2r=0.....(E3.0)

Les racines de I'équation (E5.C') sont : 71 = 0 et ro = 2. Ainsi, la solution générale de (Fs3.H)
est

y(x) = Ae’ + Be*®
= A+ Be**, A, B€R

Recherche d’une solution particuliere y, de ( E5 ) : On a le second membre de I’équation (E3)
est



f(z) =sinz = sin(1z)e".

Comme 0 + 17 n’est pas une racine de I’équation caractéristique ( F3.C' ), donc on cherche
une solution particuliere y,, de I'’équation (E3) sous la forme

yp(z) = asinx + beosx,a,b € R.
On a

y,(r) = acosx — bsinx et y, (r) = —asinz — bcosz.

En substituant dans I’équation ( E3 ) les expressions de y,,y, et de y,, on obtient

(Es) = —asinz — bcosz — 2(acosx — bsinx) = sinx
= (—a+2b)sinx + (—b—2a)cosx = sinx

Par identification, on obtient le systeme suivant :

—a+2b=1 a=—
=
~b—2a=0 b=2

Donc une solution particuliere y, de 'équation (Ej) est

(S

1. 2
Yp(r) = ——sinz + £ COST

5

Finalement,

Y(z) = y(r) + yp(z)
1 2
= A+ Be* — gsin:z:—i— gcosx,A,B eR

est la solution générale de (Ej3).



Université A.MIRA—Bejaia

Faculté de Technologie
A.na].yse II Département de Technologie

Premiere année LMD

Année universitaire 2025-2026

"—Série de TD numéro 3—X

Exercice 1 :
I. Soit la fonction f(x,vy,2) = 22 + 2xy + y? + 22. Calculer f(1,1,1) et f(0,3,2).

II. Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

1. flz,y) =9 — a2 —y? 2. f(z,y)=In(z+y—2)

VT
3. = 4. = .
f(z,y) PR fley)=~""—
Exercice 2 : Etudier les limites suivantes :
2 2 2
1. im m y 2. lim zﬂcy 5
(zy)—(1,1) T—Y (z,9)—(0,0) T« + Yy
22 4 2
3. lim T+ y) sin 4. lim ——=.
(r,y)H(O,O)( ) (1’ + y) (2,9)=(0,0) /22 + 12

Exercice 3 : Soit la fonction f(z,y) = 2%y + zy?.

af . of
1. Calculer % et 87y
of of
2. Calculer %(1,2) et 8—y(1,2).

e 0% f o*f
3. Calculer les dérivées secondes (fr.(x,y) = ﬁ(x,y)) et (fyy(z,y) = ﬁ(ac, Y))-
€T Y

4. Déterminer le gradient de f(x,y) (Vf(z,v)).

Exercice 4 : Soit f : R? — R définie par :

IE2
fag) = @i S @00,
0 si (z,y) = (0,0).

1. Etudier la continuité de f en (0,0).

aof of
2. Calculer %(0,0) et a—y(0,0).

3. Les dérivées partielles ? et ? sont-elles continues en (0,0) ? f est-elle de classe C'* ?
x Y

La fonction f est-elle différentiable en (0,0)?

Calculer le gradient et la matrice Hessienne de f en (1,1).

S

Exprimer la différentielle df, ;) pour tout (a,b) € R%.
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Exercice 1 :
I. Soit la fonction f(x,vy,2) = 22 + 2zy + y° + 22.
a. f(1,1,1) =124 2(1)(1) + 12 +2(1) =1 + 2+ 1 +2=[6].
b.  £(0,3,2)=0%+2(0)(3) + 3% 4+ 2(2) =0 + 0 + 9 + 4=[ 13
II. Domaine de définition :
> Le domaine de définition de la fonction f(z,y) = /9 — 22 — y? est
Dy = {(z,y) € R? | 22 + y* < 9}. (Pour que f soit définie il faut que : 9 — 2% — y? > 0, donc
2?2 +y? <9).
> Le domaine de définition de la fonction f(z,y) = In(z 4+ y — 2) est
Ds ={(z,y) € R? | z +y > 2}.(Pour que f soit définie il faut que : z +y — 2 > 0, donc
r+y>2).
> Le domaine de définition de la fonction f(z,y) = m est
Dy = {(x,y) € R? | 22 + y* # 1}.(Pour que f soit définie il faut que : 2% + y*> — 1 # 0, donc
22 +y% £ 1).
> Le domaine de définition de la fonction f(z,y) = @ est
Dy ={(z,y) e R?* |z +y >0, z # 1}.(Pour que f soit définie il faut que : z +y > 0 et
x—1#0,doncx+y>0etz—1%#0).

Exercice 2 : Etude de limites :

2 _ .2 0 2 _ .2 _
1. im LY 2 onal Y :(x )<x+y)—:v+yet
(my)—(1,1) T—y 0 T —y z—y
2 _ 42
lim (z+y) =2, alors lim =2
(z,y)—(1,1) (z,y)—=(1,1) T —yY
. xy? . .
2. lim ———.Onposexr=rcost, y=rsinf, r >0 (coordonnées polaires),
(z,y)—(0,0) T= + Y
on trouve
2 Y] sin 2 3 50 si 20
23: Y - (r CObz)(Tbln. ) - 79 cos sm. o cosOsin0.
224y (rcosf)? + (rsinf) r2(cos? 6 + sin” )
2
. . 92 . Ty
Comme lim r cos fsin“ § = 0, alors lim ————==0
r—0 (@,9)—(0,0) 22 + y?

3. lim (z+4+y)sin
(2,y)=(0, 0)( v) (x+y
lim —(z + y) < lim(z + y)sin(

). Comme —1 < sin( +y) < 1 alors

= +y) < lim(z + y) Donc par le théoreme d’encadrement,

y):0

on a li (z + y)sin( 1
1 11 T Stn
@m0y TG

z? +y z? +y
4. =22+ y2 Comme lim +/22+y2=0,
(w’y 00 ) 22+ y? \/xQ—i—y (2,y)—(0,0)

x+y

,u)% 0,0) /22 + 92

alors =0/




Exercice 3 : Soit la fonction f(x,y) = 2%y + zy?.
a. Dérivées partielles de f.

0
> gj;(af,y) = fo=2ay+1°.
> F;(x,y) = f, = 2%+ 2xy.
b. Dérivées partielles de f en (1,2). On a

fo(1,2)=2-1-2422=44+4=8et f,(1,2) =12+42-1-2=1+4=5.

c. Dérivées secondes de f.

_Pf 9f. _ 0 -
> fra ng;(%y) (98]?3 g —(2zy + %) = 2.
_YvJ Oy _ .
2f 2f
2y + y?
d. Gradient de f |V f ( ) ( ) A
22 + 2zy

Exercice 4 :
22y

fay) = @rg S @9F00),
0 si (x?y) = (070)

1. Continuité de f en (0,0). Si on pose (x = rcosf et y = rsinf, avec r > 0), on trouve :

r3 cos? fsin

flz,y) = 5 :TCOS2QSin9V—O—>O. Car |cos?@sinf] < 1,V 0.
' r—r
Donc lim  f(x,y) =0= f(0,0), et f est continue en (0,0).
(2,y)—(0,0)
2. Dérivées partielles g—f et % en (0,0).
of B f(h,0)—=0 _
a. gx(ov(” = f{%(h) = fm =0
f . f(O,k)=0 0
8y(0 )=l = im =0
1 . 1 - 8f af . . 2
3. Classe C". Pour que f soit de classe C", il faut que Iz et Biy soient continues sur R<.
Pour (z,y) # (0,0) on a :
() | 2wyt —aty() [ 2my
) ox - (22 +y2)2 - (22 +y2)2

> Si on pose x = rcosf et y =rsinf, r > 0, on trouve —— 9z (z,y) =

2 0 0 0
M =2cosfsin®f < 2. Comme  lim or —(z,y) dépend de 6, alors la

r (2,9)=(0,0) Iz
0
limite n’existent pas en (0,0). donc 6—f($,y) n’est pas continue en (0,0).
x
, W) 26y -t [Py
ey @agP | @aep




0
> Si on pose x = rcosf et y =rsind, r > 0, on trouve 6—f(x,y) =
Y

5]
= cos?f(cos? § —sin® §. Comme  lim —f(x, y) dépend de
(2,9)=(0,0) Oy

r2 cos? 0(r? cos? 0—r2 sin? 0
A

0
0, alors la limite n’existent pas en (0,0). donc a—f(x, y) n’est pas continue en (0,0).
Y

0
Comme a—f(x,y) et a—f(x, y) ne sont pas continues en (0,0), alors la fonction f n’est
€z Y
pas de C*.
. Différentiabilité en (0,0). On dit que f est différentiable en (a,b) s'il existe une
application linéaire (unique) notée df 4 ) telle que :

fla+h,b+k) = f(a,b)+df qap)(h,k)+[|(h, k)| e(h, k)  tel que lim  e(h,k)=0.
(h,k)—(0,0)

Avec ||(h, k)| est la norme || |2 donnée par ||(h, k)| =vhZ + k2.

_9f of o or =200 =
On a df, ) (h, k) = o (a,b) h + By (a,b) k. Comme . (0,0) = By (0,0) =0,
alors f(h, k) =£(0,0)+df(0,0)(h, k)+[|(h, k)lle(h, k) = f(h,k)

:f(0,0)—&-%(0,0)h—i—g(0,0)k—i—H(hk)He(h,k). Donc on obtient :

ox Jy

(h, k) f(h,k)— f(0,0) 1 h2k h2k
€ = = . = .

’ ([ (R, )| I(h B)| b2+ K> (h? + k2)3/2

En posant h =k :
h? h? 1
h,h) = = = 0.
e(h, h) (2h2)3/2 2213 22 7

Donc  lim  e(h,k) # 0, et par conséquent f n’est pas différentiable en (0,0). Une
(h,k)—(0,0)

autre Méthode : En polaires : Si on pose h = rcosf, y = rsinf, r > 0, on trouve
3
e(h,h) =¢(r, )=

2 .

cos” fsin 6

T C08 YSY _ cos?@sin 0, qui dépend de 0. Donc cette limite n’est
pas nulle en général, et f n’est pas différentiable en (0, 0).

3

. Gradient et matrice Hessienne en (1,1).
> Gradient : Pour (z,y) # (0,0), on a calculé :

of 2@y of 2?(x? —y?) )
al. (xay) - (sz +y2)2? ay (xay) - (.’E2 +y2)2 . DOHC en (1’ 1) N
of _2_1 1= 9_
of of
9 (@) Tan\ [/1
Ona Vf(x,y) = g%(x ) . Donc Vf(1,1) = g?(l 3 = |2
oy’ oy’ 0
> Pour la Hessienne, on calcule les dérivées secondes.
a 827f(x - 2 21> B 2y (2% +y?)? — 2293 - da(2? + 4?) B 2y3 (2% + y? — 4a?)
92 Y T 5y @Z+2)2) (22 1 y2)* - (22 + y2)
o f 2(1-3) —4 1



9 (2%(2% —y?)

—22%y (2% + y?)? — 2®(2® — ) - dy(a® + ¢?)

0 f
aiyg(xay)

(ervr)

B =222y [x? + y? + 2(a?

“oy\ (@42

(1.2 + y2)4

— )] | 20%y(32% — o)

= (@2 + y2)3
0*f

Oy?

_ 261

)= -

8

En (1,1) (1,1 =

0% f 0 213

(332 + y2)3

_ bzyP(a? + )% — 227 dy(@® +y?)  202(3(2 +y7) — A7)

(@)

82
.En (1,1) : 8x8fy

(xvy) = aiy

0xdy (22 +y?)?

22y*(32% — y°)
(22 + y2)3

(1,

0 f 0

:]C2(ZL'2 _ y2)

(22 4 y2)4 (22 + 42)3

1)

2(x(2® — y?) + 22%)(2? + y*)? — da(a® + y*)2* (2? — ¢?)

(ervr)

(423 — 229%) (2% + y?) — 423(2? — 9?)

(z,9)

OyOx " o (2% 4 y?)?

(1'2 + y2)4

2x(x? — y?) + 223) (2% + y?) — 4a3(2* — ¢?)

(.’IJ2 + y2)3

(,CCQ + y2)3

(222 — ) (2? + y?) — 222 (2? — %)

= 2x

2z + 202%y% —

(22 + y2)3
y2a? — gt — 20t + 2222

322y2 — y

(1‘2 + y2)3

2xy? (32% — y?)

% f
Oyox

2(3 -
8

1) 4

8

En (1,1) : (1,1) =

- x(:c2+y2)3 -

(1,2 + y2)3

1
5"

> La Matrice hessienne de f en (1,1) est

0% f
x?
0% f
0yox

(1,1)
(1,1)

H¢(1,1) =

821
1
y(17 )

. Différentielle df, ). Pour tout (a,b) € R*\ {(0,0)} :

of

df(a,b) (ha k) = O

Pour (a,b) = (1,1) : df1 1) = n

(a,b) h +

of

dy

5

(a,b) k =

2ab® 2

(a2 + b2)2

a?(a® — b?)

(a2 + b2)2 k.
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