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Y— Série numéro 1 : Intégrales et calcul des primitives—X

Exercice 1 : Calculer les primitives et les intégrales suivantes :

2 2 1
/(637” + :c +x\/§> dx, /cosxsiandx, /x\/1+x2 dx, / s dx,
2

2 -2 2 +1

/h?/fdx’ /em(1+ez)4 dz, /(1_3\/\5/5)@: /cosaxdx, (a #0).

Exercice 2 : En Intégrant par parties, calculer :

2 1
/ Inxdz, /xQex dx, /26” cosz dx, /:1:” Inzdz, / re T dx.
1 0

Exercice 3 : En effectuant un changement de variable, calculer :

2z+1 /7 — 1 /2 <
Ilz/eidl‘, IQZ/LdJJ, 132/ ( o8t
€z 0

2 + he2rtl 1+ sinz)* v

Exercice 4 : Intégrer les fractions rationnelles suivantes :

2z +3 2z + 3 3z +2
L= ———d L= | ——d Is= | ———d
! /(x—2)(x+5) “ ? /x2—5x—|—6 “ s /:ﬁ—&—x—i—l v

Exercice 5 : Calculer les primitives suivantes :

/ cos® z sin 3zdx, / cos 4z sin 3zdzx, / cos? z sin? zdz, / cos’ z sin? zdz.

Exercice 6 : Posons : I = /62”3 cosxzdr et J= /629: sin® z dz.
1. Calculer I + J.

2. En appliquant la méthode d’intégration par parties deux fois, calculer I — J.

3. En déduire la valeur de I et J.

2 2

Indication : cos2x = cos” z — sin” x.
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Y— Corrigé de la Série numéro 1 : Intégrales et calcul des primitives—X

Exercice 1 :

Calcul des primitives :

2 2x
o/<e3x+x2i2+x\/5> dx:/ 3$d:c+/ der/x\/de. Ona:

3z ar
D/e3mdx:%+01, Cy €R, (Car/ethZL‘*‘Cl) a#0).
[

2x
l>/ 5 dm—ln|x —2|+C2 CreR,( Car/ dm—ln|f( )|+ Ca).
T

202 atl

x
D/xﬁdmz/x?dx—?—ka% Cs € R, (Car/a:o‘dxza+1+03).

3x s
) dx :%+ln|;52—2|+ 52 +C (ouC=C1+C2+C3eR)|

Donc : / (63*

fri(x)
n+1

1 3
/a:\/l—i-dex—f/Zx 1—|—.13) dm:§(1+x2)5+0, CeR

/2x+1d / 2z 4 1 d / 2x d +/ 1 d
() _— = —_— _— = — e e—— U =
22 +1 v 24+1 2241 v 2 +1 v 2 +1 v

In (22 +1) +arctanz +C, C€R.

./W@:/(? x) —2/dx+/\f —2/d+/—dsr

1
:2/dx—!—?/—da:zQ(x—kﬁ)—&—C,CeR.

sin® x

+0).

. /cosxsiandxz +C, CEeR, (car /f’(x)f”(x) dr =

2z

i N 1 x\5 n+1

o/el(l—l—e"L)‘ldx:%—l—Cﬂ C eR, (car/f’(x)f"(x)dx: f +(1$> +0O).
n

1— 2
o/(s\/\f/ﬂda:_ /(1—1—1:—2\/5)337% da::/(xié—ka;%—h:%) dx=
—1i41 241 141 2 2 z
T LT 9T 40, cer=2213 50 L0 cere
-3+1 5+1 5 t+1 2 5 7

3 3 5 12

1
o Vo #£ 0, ona/cosaxdx = —sinaz+C, CeR.
a




Exercice 2 :

Intégration par parties :

° ff Inx dx. Posons u = Inx, alors du = i—z, et dv = dx, alors v = z. Donc [Inzdz =
2 2
Judv=wuv- [vdu= xlnx‘l - ff dr = (zlnz — x)‘l =0.386.

o [z?e” dx. Posons u = 22, alors du = 2z dz, et dv = €® dz, alors v = ¢”. Donc [ z?e* dz =
Judv=wuv- [vdu = z%" —2 [ ze”. Pour le calcul de [ ze” on pose u = x, alors du = d,
et dv = e” dx, alors v = €*. Donc [ze”dr = [udv = w - [vdu = ze” — [e”dx, on
obtient alors [2?e®dzx = z%e” —2(z — 1)e* + C = (22 =22+ 2)e”" + C, C € R.

° f 2e” cos x dx. Posons u = 2e”, alors du = 2e” dx, et dv = cos x dx, alors v = sinx. Donc
[2e"cosxdr = [udv =wv- [vdu = 2e*sinz — [ 2e”sinz dz. Maintenant on va calculer
f 2e” sin x dx en posant u = 2e”, alors du = 2e* dx, et dv = sinx dz, alors v = — cos . Donc
J2e"sinzdr = [udv =wv - [vdu = -2¢" cosz + [ 2e® cosz dz. On obtient alors

[ 2e* cosxdx = 2e” sinax+2¢e” cosx - [ 2e” cosx dx, donc [ 2e” cosxdr =

e?(sinx + cosz) + C, C € R.

° fz:" Inz dz. Posons u = Inz, alors du = & et dv = 2™ dx, alors v = n+1
[az"Inzdr = [udv=wv - [vdu= “”":illnx - xf:jrll) do = 22 —(nz—-2A5)+C, CeRr
° fol ze ", Posons u = x, alors du = dz et dv = e~ " dx, alors v = —e~*. Donc fol re ¥ =
1
—re | - fol e Pdr = —(x+1)e ® =1-2e"1=0.264.
0
Exercice 3 :
Intégration par changement de variable
ol =[ 7%;:;“&3 Posons t = e2* 1= dt = 2e?* ! dt= dz = 7 #r= dz = 2, donc I =
tdt _ _ 1 (_dt _1 [ 5dt _ 1 1 2w+1
fzt(2+5t) =3/ 5%5 =10 ) o5 = w245t +C = 5In |2+ 5e |+ C,CeR

o= [Y 71d1’ Posons t = vz — 1, alors z = t2 4+ 1 et dz = 2tdt. Donc I, = [ 13tde —

t24+1
2 1-1)d
g (LD dt t—f?dt—?f = 2t — 2arctan(t) + C =

2v/x — 1 —2arctanv/x — 14+ C, C € R.

t2+1 -

o [3= Oﬂ/2 mdm Posons t =1+ sinx, alors dt = cosz. Pour c =0,t=1+4sin0 =1
et pour x = 3, t =1+sin§ = 2. Donc I3 = 12% = f12t_4du = 3t3’1 = ﬁ.
Exercice 4 :
Intégration des fractions rationnelles

2243 o 23+3 . . 2x43 A B
o=/ = Q"L)(z_% dx. On écrit (r—;)w sous la forme suivante : (r;)w =5+

avec A et B sont des valeurs a déterminer.

1. 2283 — 44 BE=2) g 5 — 2 on obtient A = 2213 — 1,

z+5 z+5 245
2. % = A("HS + B. Sl z = —5 on obtient B = 55);3 =1.
Donc I, = [ %% + 1+5 =In|z —2| +ln|z + 5|+ C=ln|(z — 2)(z + 5)|+ C, C € R.



o I = [ %35 dr. Onaa® — 52+ 6 = (v — 2)(z — 3). Donc on I3 :f%da:.On
écrit % sous la forme suivante : % :w—‘:‘z + w—ljg, avec A et B sont des

valeurs a déterminer.

1. 2043 — 44 B2 6i 5 = 2 on obtient A = 2(222?3 = 7.

2. 243 — A=) 4 B Gj 4 = 3 on obtient B = 225 =9,

Donc I3 = [ 212 4 [ 242 — _7In|z — 2| +9In|z — 3|+ C, C € R.

Ik zfﬁ:il dz. 1l est clair que le dénominateur z? + = + 1, n’admet pas de solution dans R,
car le discriminant A =12 —-4x1x 1= —3 < 0. Donc da112$ ce cas on va utiliser la méthode
de complétion du carré comme suit : 22 + z + 1=(z+3)"+3
On pose t =z + 5 L doncdt=dretz=t—21 En remplacant dans l'intégrale, on obtient :

3z+2 _ 3( 3)+ 3t+y 3t

zziz_i_ldl'—f#dt ftQ-‘r% dt = t2+%dt+§ft2+%dt'

> [ s d :3fﬁ —gmu%+%+cl:gmm@+x+u+cmclek
4

2= § , puis on remplace % par sa valeur.

Donc 7ft2+3 dt = Qfﬁdt 2a2f( T dt = a2aarctan( )—i—Cg

2 arctan (L) + Cp = % arctan (2?51) + C5,Cy € R. Ainsi : [ S_‘f:il dx

31n|x +x+1|+farctan(2w“)+CC’€R

> Pour I'intégrale 2 5 f W dt, on pose a

v

Exercice 5 :

Intégration des fonctions Trigonométriques

e [ cos® zsin® zdr = [ cos® z sin xsin® xdz. Comme sin® z + cos? x = 1, alors

sin?2 = 1 — cos? z. Donc [ cos® x sin® zda = [ cos® zsinz(1 — cos? z)dz. Posons u = cosz,
alors du = —sinz on obtient alors [ cos®zsinz(1 — cos? z)dz = — [u®(1 — u?)du =

— [ —ud)du =~ 4w 0= sz g cosls 0 O ER,

o [cosdxsin3zdr = [(sin3z)(cosdx)dx =[ £ (sin(3 + 4)x + sin(3 — 4)z) dx

=/ (sin(7z) + sin(—z)) dz =/ $(sin(7)z dz + [ 1 (sin(—z)) d _—cos(Te) | cos(-a) |

12 2
:w + %(I) + C, C € R. Car la fonction cosinus est paire (cos(—z) = cos ).

. f cos? x sin® zdz. Dans ce cas on va utiliser les deux relations suivantes :
cos(2r)

> cos(2z) = 1 — 2sin? z, alors sin® z = % — C%i) Donc sin? z cos® ©
=(3

(22
- 12 )(% + COS(QM)) =1(1— cos(2z))3(1 4 cos(22)) = 1(1 — cos?(2z))

7l(1 — (5 + %cos(llx))) :%(1 — % - %cos(él:n))) = (% — % (41))):§(1 —cos(4z))). On

obtient alors [ cos? xsin? wdx =/ (1 —cos(4z))dx = % [(1 — cos(4z)) dx =

%(I751n41)+c w751113(7;130)+C’C€R

o [ cos” zsin? zdx. Dans ce cas on va utiliser la relation sin® z 4+ cos® z = 1, puis on va
remplacer cos? z par 1 — sin® x et poser u = sin z, alors du = cos z dz.
Donc on obtient [ cos” xsin® x dv= [ cos® z cos z sin® v dz = f(cos2 z)?sin? z cos x dx =
[(1 —sin®z)3sin® zcoszdr = [(1 —u?)3u?du=[(1 —u?)(1 —u )(1 —u ) 2du =
9 3
U 3u”  3uS  w
J(1=3u?+3u* —u®)u? du = [ (u® — 3u* 4 3u® —u®) du =—g tm -ty tece R =

> cos(2x) = 2cos? z — 1, alors cos® x = £ +
2

=

sin® x 4 3sin”z  3sin’x + sin® x + cR
— — c .
9 7 5 3 ¢




Exercice 6 : Posons :

I:/eQ‘”coszwdx et J:/eQwsiHQxdm.

L. I+ J = [e*®cos?zdx + [€**sin® xdx = [(sin®z + cos? x)e?* dr = [e**dx = ¢
Ci eR.

2x
T +Cl7

2. I —J =[e*cos’vdx — [ ** sin® xdx = f(0052 z —sin® z)e?* dr = [ cos(2x)e?” dz. Pour
I'intégration par parties nous posons (u = 2%, alors du = 2¢%* dx) et (dv = cos(2z) dx, alors
v = 51n(2w)) Donc fCOS 21’) 2z _ sin(2z)e?® N f 251n(§w)e do — 51n(2z e? fSlIl 2.’£ 2 Jop.

2
On va utiliser I'intégration par parties pour calculer [ sin(2z)e 2 dac posons (u = e?

du = 2e** dx) et (dv = sin(2z) dx, alors v = —M) Donc [ sin(2z)e** dx =
_cos(2)e?” | J QCOS(g‘”)e% dr =- 7@5(%)6 + [ cos(2z)e?* dz, donc [ cos(2z)e?® dax =

2
Sin@;)ezl + COS(Z;)(?M [ cos(2x)e 2 dz, alors on obtient 2fcos 2z)e** dx
sm(Q;:)e +COS(22:L‘)6 N ICOS 233) 22 o — (51n(21)+cos(2w))e +Cy, Oy €R.

3. Pour déduire I et J on va utiliser les deux relations I + J = 6271 +Cret I —J
(sin(2x)+cos(2x))62$ + Cy. Donc on trouve 21 = (2+sin(2x)-;cos(2x))62”” +C 4 Cy =

7= (2+sm(21)+cos(2m))e + O avec C = C172LC2 et J = (27sin(2x)—8c05(21))e2m +C,, avec

! Cl Cz
¢ = 2

, alors
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"Ii— Série de TD numéro 2—X

Exercice 1 : Résoudre les équations différentielles du premier ordre suivantes :
1. (1+ wz)z% + 2z 4+ 2zy? = 0, 2. (22 +y?)dx — zydy = 0, avec y(1) = 2,
3. 23 +2y%y =0, 4. 2%y’ —e¥ =0, 5. (z24+ 1)y’ +zy = 0.

Exercice 2 : Résoudre les équations différentielles suivantes en trouvant une solution
particuliere par la méthode de variation de la constante :

1. yy —4y =3, VzER, 2 y+y=2, VzeR, 3.9y +y=2z?
4.y — 2z -L)y=1, z€)0,+x],
5. ¢(1+1In?z)y’ +2(Inz)y =1, =z €]0,+oc0], 6. xzy’ + 6y —3zy* =0

Exercice 3 : Résoudre les équations différentielles linéaires homogenes du second ordre
suivantes :

1. y" -3y +2y=0, 2. y"+2y+y=0, 3.y" -2y +2y=0,
4. y" =20y’ +y =0, a € R.

Exercice 4 : Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :
1.y —y=2>+2+1, 2. y’' -2y —8y=e¢€% 3. y” — 2y =sinxz,
4. y” — 4y’ + 3y = (2z + 1)e~® avec y(0) = 0, y’(0) = 0.
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— Corrigé de la Série de TD numéro 2—X

Exercice 1 :

1. (1+m2)2d 4224+ 22Y%2 =0 ceveeveeneeeieeeennns
[1]= (1 +22)2% = 20(1+¢?) = 155 = —gpde = [ Fpdy =~y da
:>arctany—1+l2+0 CERéy()—tan<ﬁ+C), CeR.

2. (22 + y?)dx — zydy = 0, avec y(l)—2 ........................
:>x2+y2:xy%:>%—x;yy = dy:%—l—%:%:g—i—% Doncestde
la forme ' = f(£). Si on pose v = £ on obtient y = xv => d—y =v+x %. Comme
dy*f( ) alors v+ 2% = v+ 1
:> 5:>de=5dx:>vdv:%dx:>fvdvzf%dx:>%zln|x|+0:>

v = 21n\x| +2C,ceR=v==22In|z| 4+ 2C, C € R. Comme y = vz, alors la

solution générale de 1’équation | 2 | est donnée par y(x) = +x+/21n |z| + K, avec
K =2C,C € R. La condition y(1) =2 = +1,/2In[l[ + K =2 = VK =2 = K =4,

donc la solution finale est y(z) = £x+/21In|z| + 4.
3. 234202 =0 o

:>2y2% =-2=20dy=—-2*de = [2y%dy = [—2ide = 2y =-12"+C,
CeR=yP=-3214 K, K= = y@)=(-221+K)/* KR

=>x2ﬂ:ey#e‘ydyzm%dxﬁfe_ydy:f%dxé—e—y:_%+0:>

e‘y:%—dzC. Donc, la solution générale est : y(x) = —In (%—C),CER.

5. (2 4+ 1)y +2Y =0 cevevvverieniieeeiennnes
5]= @+ )% 42y =0= (22 +1)dy——:cy:>igf:: = =
idy:f 2+1d:v:>fydy*ff 2+1dx:>fydy*ff27q2+ldx:>
1n|y|:—%ln(x +1)+C,CER:>61“|-“|—6 3@+ 1)+e |y|—ec+ln((’3 +1)72)
= |yl = ec'eln((m2+1)7%) = % =y = \/TH’ K eR.

Exercice 2 :
1.y —4y =3, VEER .viirrreiririneennenns

> La solution de I’équation sans second membre (homogene) de est
donnée comme suit : ¢y — 4y = 0 = y' = 4y. Il est clair que y = 0 est une solution

(solution triviale). Supposant que y # 0, alors y' = 4y = 111 gz =4 = %dy =4dx =

f%dy:llfd:céln|y\—4z+C’,C’€R:> ly| = €€ - e = y = +eC - e, C € R.
Avec la solution triviale on trouve y, = Ke*®, k € R.

> Variation de la constante (recherche de la solution particuliere de ) Pour
trouver une solution particuliere, on pose y, = K (x)e**. En remplacant dans on
obtient : (K (z)e'®)" — 4K( )t =3 = (K(z)'e?®) + 4K (z)e?® — 4K (z)e'® = 3=
K'(z)e** =3 = K(z)= [3e *dz = —26_4”“' = yp = —3e 4’ = -2 Dong, la
solution générale est : y( )=yp+uyn=—-2+Ke* KEeR.



2.y +y=2e", VZER .o
> La solution de I’équation sans second membre (homogene) de est

donnée comme suit : ¢y’ +y =0 = ¢y = —y. Il est clair que y = 0 est une solution
(solution triviale). Supposant que y # 0, alors y = —y = fili =-1= - dy=—1ldz

:fidy:—fdxéhﬂy\:—xé ly=e“ e = y==4e e % CcR. Avec la
solution triviale on trouve y, = Ke™%, k € R.
> Variation de la constante (recherche de la solution particuliere de ) Pour

trouver une solution particuliére, on pose y, = K(z)e™®. En remplagant dans on

obtient : (K(x)e ) — 4K (z ) T =2e" = (K(z)e™ ™) — K(z)e ™ + K(x)e ™ = 2¢”
= K'(z)e™® =2¢" = K(z) = [2e**dz = e** = y, = e* e~ * = €”. Donc, la
solution générale est : y(z) = yp +yp=e"+ Ke™™* KEeR.
Y Hy=2% 2 €)0,400[ i
> La solution de I’équation sans second membre (homogene) de est
donnée comme suit : ¢y +y =0 = 3’ = —y. Il est clair que y = 0 est une solution

(solution triviale). Supposant que y # 0, alors y' = —y = = y dm =-1= %dy =—1ldx
éfidy:ff dr = Inly|= -z = |yl =e e = y=+e’ e C €R. Avec la
solution triviale on trouve y, = Ke™, k € R.
> Variation de la constante (recherche de la solution particuliere de )

Pour trouver une solution particuliére, on pose y, = K(z)e™”. En remplacant dans
on obtient : (K (z)e ) — 4K (x)e ® = 22 =
(K(z)e™)—K(@)e *+ K(x)e* =22 = K'(z)e * =22 = K(z)= [2%"dzx =
(ax? + bx + c)e®, avec a, b et ¢ sont des valeurs & déterminer.
f 2?e® dx = (az? + bx + c)e® = x%e®dx = [(az? + bz + ¢)e?] =

e dr = (ax? + bz + c)e® + (2ax +b)e” = z2e” dz = (ax® + (2a + b)x + (b+ ¢))e*=
a=1, b=-2 et ¢=2 = y, = (2% — 22 + 2). Donc la solution générale est :
y(x )—yp—i—yh— (22 =22 +2)+ Ke™®, KEeR.

Y —(2z-1)y=1 2€)0,400[ i

> La solution de ’équation sans second membre (homogene) de est
donnée comme suit : y' — (22— 1)y =0 = ¢ = (22 — 2)y. Il est clair que y = 0 est
une solution (solution triviale). Supposant que y # 0, alors y' = (2z — 7)y =

%%z@x—%)é%dyz(%:—%)dxﬁf%dyz—f@x—%)da:é

1 o?
Inly| =22 —In(z) + C = |y| = e - e2*.ez = y=+e’ -, C €R. Avec la
22
solution triviale on trouve y, = K-, k € R.
> Variation de la constante (recherche de la solution particuliere de ) Pour

m2
trouver une solution particuliere, on pose y, = K(x)“-. En remplacant dans on

x

2 2 2
obtient : (K(ac)eT) (2x—7)(K(x)7)—1:>K’( )——1 = K'(z) = ze™®
= K(z fxe$dx Posons u = 2% = du =2zvdx = K(x —2fe*“:—f —a?

= Yp = _E' Donc la solution générale est : y(x) =y, +yn = —ﬂ + K%, KeR.
cx(1 4+ In? )Y +2(Inx)y =1, @ €]0, 400 crvererrnirirnneinnnnee .

5. . 2lnx _ 1 /
L’équation oy + TOHRT Y = BTy s

!
> La solution de '’équation sans second membre (homogene) de est
donnée comme suit : y’ + %y 0=19y = 7%9 Il est clair que y = 0 est

une solution (solution triviale). Supposant que y # 0, alors ldy _ __2ng

y dz z(1+1n? z)
1 21n 1 2lnz
gdy:_mdxéffdy——fmdx 1+u2du avec u = Inx,

du:%dx. Donc = In |y| = 1_2&2 du = —1In(1 + u? )+C:fln(1+ln z)+C,




1
CeR= |yl = ec T o y = +e®
1+ln x’ keR.
. . LY 4
> Variation de la constante (recherche de la solution particuliere de

Pour trouver une solution particuliere, on pose y, = 1 +1(n )m En remplacant dans

. m, C € R. Avec la solution triviale on

trouve y; =

. . K'(z) K(z)~21nw 21 K(m) _ 1 K'(z) _ 1
on obtient : 1+1n T a:(l-i—ln x)2+ ac(l-&-?nw x) ’ 1+In?2z = z(1+In2%x) = 1+In2z = z(1+InZx)
=K(@)=1=K@)=[1dr=Inlz| =y, = 1+h11n€z' Donc la solution générale
. K In _ K+In
est y( ) - yp +yn= 1+In2 z + (1+lnL x) 1+1112;’ K eR.
6. Y + 6y —3TY?* = 0 cevrrrreeeereeeeennns .

Une équation de Bernoulli est de la forme : ¢’ + P(z)y = Q(z)y™, ou n # 0, 1. Ici,
nous pouvons réécrire 1’équation sous cette forme :
Pour = # 0 =y’ + Sy = 3y* ( Une équation de Bernoulli avec ( P(z) = ¢

!
Q) =3etn=4) ocreierierennn. [26].
, 52 . / . — —
Pour résoudre ’équation on effectue le changement de variable : z = y!=" = y =3,

alors 2’ = di (y‘3) = —3y_ y =y = —fy 4%'. En substituant dans 1’équation /
les expressions de y et de y on obtient — Sa:z + 6z —3r=0= 2z’ + 182 —9x = 0.
Pour z # 0, I’équation z2’ + 182 — 92 =0 & 2/ — 182 = —9 (équation linéaire de
premier ordre). Pour la résolution, nous allons resoudre I’équation homogene (sans
second membre) suivante : 2z’ — %z =0.
> Il est clair que z=0 est une solution (solution triviale). Supposant

mamtenantquezséo alOI"bZ—lSZ—0=>Z 18, = z:E:>1dz— =
lde=8dp = [Ldz=[Ba = In |z] —181n|x\+C C’ER:>1n| | lnx18+0
CeR= |z| = e xlg C eR = z=+e2!® C € R. Comme 2 = 0 est une solution,
alors, la solution homogene est : z = kx'8, k eR.

> Pour déterminer la solution générale, nous allons appliquer la méthode de
la variation de la constante afin d’obtenir la solution particuliere de 1’équation
7 — 18, = —9. Pour ce faire on pose z, = k( )x'®, alors 2z, = k(z)' x'® + 18k(z)x!

Comme zp est une solution particuliere de 2/ — 82 = —9, alors

k(x)@'® + 18k(2)z!T — Bl(2)a!® = —9 = k(2)'2'® + 18k(2)z'T — 18k(x)a!T = -9 =

k(z)a'® = =9 = k(z) = —9278 = k(z) = 2717 = 2z, = 22 '"2!® = Lo alors
la solution générale de I’équation différentielle linéaire est z = ka!® + %x, ke R.

_ 1 3 _ 1 _ 1
Commez—ys,alorsy —Z—kx18+ keR:y—(kmngr oF keR.

Exercice 3 :

Loy =3y 42y =0 everrereerreeennnn. 131]
L’équation caractéristique de est 12 —3r+2=0 .oieiirirrerennn. /.

A=(-3)2-4-1-2=1> 0. Donc L’équation /. admet deux racines réelles

distinctes r; = 3—51 =letry= 3%1 = 2. Ainsi, la solution générale de est :
y(z) = Ae® + Be**, A, B €R.

2. 9"+ 2y + Y =0 it .
L’équation caractéristique de est 2 4+2r +1 =0 .ooeeiieieienn. /.

A=22-4.1-1=0. Donc L’équation /. admet une racine réelle double
r = =2 = —1. Ainsi, la solution générale de est: y(x) = (A+ Bx)e ™, A,BeR.

39" =2y +2Yy =0 oo, 133]
L’équation caractéristique de est 2 —2r +2=0 .ooioiiiieeenn, /.



A=(-2)2-4-1-2=-4<0. Donc L’équation /. admet deux racines complexes
conjuguées 11 = 1 + i et ro = 1 — 4. Ainsi, la solution générale de est :
y(x) = (Asinz + Bceosz)e®, A, BeR.

4.y =20 +y =0 e, .
L’équation caractéristique de est 7?2 —2Xr +1=0 oo, I.
A =4)\2 —4.

o Si A €] — 00, —1[U]1, 400, alors A > 0 et ’équation / admet deux racines
réelles distinctes : 11 = A — v A2 — 1 et 79 = A + VA2 — 1. Ainsi, la solution générale
de est : y(z) = AeP— VA =Dz 4 BeQ+VA =1z = A B c R,

e Si A€ {—1,1}, alors A = 0 et I’équation I admet une racine réelle double
r = A. Ainsi, la solution générale de est : y(z) = y(z) = (A+ Bz)e*®, A,BeR.

/
e Si\€]—1,1], alors A < 0 et 'équation admet deux racines racines

complexes conjuguées 71 = A +iv/1 — A2 et r9 = X\ — 1v/1 — A2, Ainsi, la solution
générale de est : y(z) = (Asin (V1 —A22) 4+ Beos (VI —A2z))e?, A ,BEeR.

Exercice 4 :

Ly —y=224+2+1 oo, .
L’équation homogene associée a est Y —y =0 cooiiiiiriiieen /.
L’équation caractéristique de / est i =1 =0 e, ”.

N admet deux racines réelles distinctes 11 = —1 et ro = 1. Ainsi, la solution
générale de / est : y(z) = Ae™® + Be®, A,BeR.

> Recherche d’une solution particuliere y, de : Le second
membre de I’équation est: f(x) =2+ 2+ 1= (22 + 2+ 1)e’. Comme 0 n’est
pas une racine de I’équation caractéristique /, alors on cherche une solution
particuliere de sous la forme : y,(x) = (az? + bz + ) = az? + bx + ¢, olt
a,b,c € R. On a : y,(v) = 2ax + b et y,/(z) = 2a. En substituant dans I’équation ,
on obtient : 2a — (az? + bx + ¢) = 2% + x + 1. Par identification, on obtient le systéme
suivant : —a=1, —=b=1,2a —c=1=a=—1, b= —1 et ¢ = —3. Donc la solution
particuliere de est 1 yp(z) = —22 — 2 — 3.

> Solution générale de :
Yg(@) = yp(x) + y(x) = =2 —x — 3+ Ae ® + Be®, A,BeR.

2. Y — 2y —BY = €% crrriieineiereeenns .
L’équation homogene associée a est iy — 2y —8y =0 .ooreriiiree /.
L’équation caractéristique de / est 172 —2r —8 =10 oo H.
A=(-2)2-4-1-(-8) =36 > 0. Donc H admet deux racines réelles distinctes
ry = —2 et ro = 4. Ainsi, la solution générale de / est :

yl(x) = Ae™?* + Be'*, A ,BeR.

> Recherche d’une solution particuliere y, de : Le second
membre de I’équation est : f(z) = e* = ¢!®. Comme 1 n’est pas une racine de
I’équation caractéristique /, alors on cherche une solution particuliere de sous
la forme : y,(z) =ae®, a€R.Ona: y;,(:c) = ae” et y;,’(x) = ae®. En substituant
dans I’équation , on obtient : ae® — 2ae” — 8ae” = e®. Par identification, on obtient
—9a=1 = a=—}. Donc la solution particulicre de est 1 yp(2) = —Fe®.

> Solution générale de :



Yo(z) = yp(x) + y(a) = —ge* + Ae™* + Be', A, BeR.

Ly — 2y =SINT e .
/
L’équation homogene associée a est iy =2y =0 cooii .
! !
L’équation caractéristique de est 72 —2r =0 oo :

H admet deux racines réelles distinctes 7y = 0 et ro = 2. Ainsi, la solution générale
de / est 1 y(z) = A+ Be?*, A ,BeR.

> Recherche d’une solution particuliere y, de : Le second
membre de I’équation est : f(z) = sinx = sin(1x)e’®. Comme 0+ 1i n’est pas une
racine de ’équation caractéristique /, alors on cherche une solution particuliere de
sous la forme : y,(r) = asinz +bcosz, a,b€R.Ona: y,(r)=acosz —bsinx
et y, (z) = —asinx — bcosz. En substituant dans I’équation , on obtient :
(—asinz — bcosx) — 2(acosx — bsinx) = sinx. Par identification, on obtient
—a+2b=1,-b—-2a=0=a= —%, b= % . Donc la solution particuliere de
est : yp(x) = —Lisinz + Zcosz.

> Solution générale de :

yg(z) = y(@) + yp(z) = A+ Be* — Lsinw + Z2cosz, A,BeR.

Yy’ —4y’ +3y =2z +1)e®, avec y(0) =0 et ¥’ (0) =0 ceverrrrrrnnniernnnnnn. [44]
L’équation homogene associée a est iy —4y' +3y =0 .oeviiiiiiiiis /.
L’équation caractéristique de / est 112 —Ar4+3=0 .o ".

A=(-4)2-4-1-3=4>0. Donc N admet deux racines réelles distinctes r1 = 1
et 7o = 3. Ainsi, la solution générale de / est : y(x) = Ae® + Be3®, A, B €R.

> Recherche d’une solution particuliere y, de : Le second
membre de I’équation est : f(z) = (2 + 1)e~*. Comme —1 n’est pas une racine

de I’équation caractéristique /, alors on cherche une solution particuliere de
sous la forme : y,(z) = (ax +b)e™, a,b€R. On a: y,(r) = (—ax+a—ble™" et
Yy, (r) = (ar — 2a + b)e™". En substituant dans 'équation , on obtient :
(ax —2a+b)e ™ —4(—ax +a—Dble * +3(ax +ble ™ = 2z + 1)e”*. Par
identification, on obtient 8a =2, —6a+8 =1 = a = i, b= %. . Donc la solution
particuliere de est : yp(z) = (ix + 1575) e ",

> Solution générale de :
Yg(x) = yp(a) + y(@) = (Jo + &) e " + Ae® + Be3*, A, BeR.

> Application aux conditions initiales :
Ona:y(0)=0 = 2+A+B=0 (1).De plus, la dérivée de y,(z) est :
)= (-7 — %) e " + Ae® + 3Be®". Donc
)=20

—

6
= —%+A+3B=0 (2). En résolvant le systéme formé par (1) et

(2), on obtient : A = f%, B= 1%.
> Solution finale du probléme de Cauchy :
(o) = (bt ) e — b+ e
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Exercice 1 : Domaine de définition :

1. Le domaine de définition de la fonction f(z,y) = In(x + y) est
Dy = {(z,y) € R? | z +y > 0}. La représentation graphique de Dy est donnée par la
Figure suivante :

)

\\\ Df
A . ':l:

O~
région Dy \\
y=—x
. o . y — 222
2. Le domaine de définition de la fonction f(z,y) = ————— est
2 +y? -3

Dy =R?\ {(z,y) € R? | 22 + y? = 3}. Cest a dire le dénominateur ne doit pas
sannuler : (22 +y? —3 #0 <= 22 +y? # 3). La représentation graphique de Dy est
donnée par la Figure suivante :

Y
Dy -~
/,/ /3 )
:I D 0
T
\ 0) /'
T
3. Le domaine de définition de la fonction f(z,y) = ——— est
o=y

Dy =R*\ {(z,y) € R? |y =z ouy = —z}. C’est-a-dire le dénominateur ne doit pas
s’annuler (22 —y? # 0). Dy est tout le plan R? privé des deux droites y = z et y = —x
(en pointillés). La représentation graphique de Dy est donnée par la Figure suivante :

Y

Yy=x




Exercice 2 : Limites en (0,0)
e — 1

1. i _
(@) o(0,0) T2 + 32

Oy —1 0
> Si on prend le chemin z = 0, on obtient f(0,y) = 824_7 = 7 =0.
. . . e™ —1 0
> Si on prend le chemin y = 0, on obtient f(x,0) = P2 0.
.',82
—1
> Si on prend le chemin y = x, on obtient f(z,x) = TR Or
T
4
@ =142+ % + ..., donc e — 1 ~ 22 au voisinage de 0, alors
e”’ — 1 x? 1

1
5 ~9E Ty d’ou ili% flz,x) = 3 # 0,donc (%y%i_)m(ojo) f(z,y) nexiste pas.(On
R . . : 1
peut ausst utiliser la regle de I’Hopital pour montre que llr% flz,x) = 5).
z—>
Comme deuxiéme méthode (utilisation des coordonnées polaires), on pose x = r cos 6

2 .
er cosfsinf __ 1

et y =rsind, alors f(z,y) = f(r,0) = . Pour n — 0 on peut utiliser

r2

r? cos 0 sin 0

Papproximation e* — 1 ~ u (avec u assez petit), alors e — 1 ~1r2cosfsind.

2 cosfsinf
Donc f(r,6) = % = cosfsinf — ( %im(0 O)f(x,y) dépend de 6, alors
T z,y)— (0,

lim x,y) n’existe pas.
(z,y)—(0,0) USE P
. 22 — 2
hm ﬁ
(z,y)—(0,0) T° + Yy
> Si on prend le chemin y = Az, A € R, on obtient
2? — Nx? (1—A)a? 1)\

\z) — — - )
f(@,xa) 224+ A222 (14 A2)22 14 A2

. 1-x
Donc ill)% fz, ) = (m, qui dépend de A). Par exemple :

— pour A =0 (chemin y =0) : lir% f(z,0) =1,
z—

— pour A =1 (chemin y = x) : limO f(z,z) =0.
r—r

Les deux limites sont différentes, donc lim  f(z,y) n’existe pas.

(z,y)—(0,0)
2302
3. ( %im(o Ny On prend le chemin y2 = Az3, A € R, on obtient
z,y)—(0,
3 - A3 Az A

f(x’y)|y2:/\a:3 T A226 T 2S(14A2) 1+ A2

A
Donc  lim z,y) = (——, qui dépend de \), donc  lim x,y) n’existe
e Fla,y) = (752> qui dép ) o fz,y)
pas.
23+ 3

im ————.
(@.9)—(0,0) 22 4 y*
> Si on prend le chemin x = 0, on obtient
03 + y3 B y3 1

f(oay):702+y4 =AT T ® quand z — 0.



> Si on prend le chemin y = 0, on obtient

3.4 03 3
f(x,O):;iigzl:%:z%O quand z — 0.

P et ) [ Uil
(z,y)—(0,0) T+y
En polaires x = rcosf, y = rsinf avec cos + sinf # 0 :

3

5 . On remarque que (22 —y)(y? — ) = 2%y* — 2% — y> + 2.

rdcos?0sin® 0 — r3cos® 6 — r3sin® 0 + r2 cosfsin 0

r(cos @ + sin §)

f=

Le terme dominant au numérateur est d’ordre r2, donc le quotient est d’ordre r — 0.

lim z,y) = 0.
(Ly)ﬂ(O,O)f( v)

Exercice 3 : Soit f : R? — R définie par :

fz,y) = (22 4+ y?)’

1. Continuité de f en (0,0).
2
1
> Si on pose y = z, on trouve f(z,y) = f(z,x) —;2—.

2z% | 2
> Si on pose y = 2z, on trouve f(x,y) = f(z,2x) :5302:!. Comme les deux limites
x

1 2
sont différentes (= # =), donc  lim  f(x,y) n’existe pas, par conséquent la
275 (w,y)—(0,0)

fonction f n’est pas continue en (0,0).

2. Existence des dérivées partielles en (0, 0).

N 3?(0’0)_%% F0.6) " £0.0) i
_f0,k)— £(0,0) 0
b 5y (0:0) = fim == = lim - =0
’ a et b montrent bien que les dérivées partielles du premier ordre existent |.
3. Continuité de % et % en (0,0). Pour (z,y) # (0,0) on a :
Of(@,y) _ y@®+y°) —ay2r) |y —a?)
Oz (22 + 12)2 (2 +y2)2 |
of x(2? — 2?)
1 =x: == = ———~> = le I = :
>Lelongdey ==z B (z,x) e 0— 0, lelong de y = 2x
of 2x(42? — %) 623 6 of .
- 2 — = = — . D —n’ .
e (z,2z) (522)2 5esd = 55, — 00 Done = n est pas continue en (0,0)
L fey) Gt ) ey [al )
oy I (Rl
of )

> Lelongde x =y : =0—0,lelong de x =2y :

@(yvy) = (2y2)2
Qf@ ) = 2y(4y* —y*) _ 6y® 6
oy Y T a2 T 2yt 25y

— OQ.



0
Donc of n’est pas continue en (0, 0).

dy
4. Différentiabilité de f en (0,0). f n’est pas continue en (0,0), donc f n’est pas
différentiable en (0,0).

Exercice 4 :

$2

o= g S @0 # 00,
0 si (:E7y) = (0,0)

1. Continuité de f en (0,0). Si on pose (z = rcosf et y = rsiné, avec r > 0), on trouve :

73 cos? fsin f

flx,y) = - = rcos? fsin 6 — 0. Car |cos? fsinf| <1,V 6.
r—
Donc  lim  f(z,y) =0= f(0,0), et f est continue en (0, 0).
(z,9)—(0,0)
2. Dérivées partielles g—i et % en (0,0).
of . fth,O)—=0 .0
a5, 0.0 = %%(h) = fim g =0
b 5, (0.0) = lim == = lim = =0.

of

0
3. Classe C'. Pour que f soit de classe C, il faut que Iz et 8—f soient continues sur R2.
z

Pour (z,y) # (0,0) on a : !

L @y) _ 2wy(a®+y?) —a?y(2r) | 2wy’
: ox - (x2 + y2)2 - (x2 T y2)2 ’
> Si on pose x = rcosf et y =rsind, r > 0, on trouve g—(x,y) =
x
2r* cos A sin® @ 0
ST CSTIM Y 9cosfsin® 6 < 2. Comme lim —f(:r, y) dépend de 6, alors la
r4 (z,9)—(0,0) Ox

0
limite n’existent pas en (0,0). donc a—f(x, y) n’est pas continue en (0, 0).
x

o Oy _ 2@ +y?) — 2% | 2% —y?)
' dy (x? +y?)? | (@2 y?)?

0
> Si on pose x = rcosf et y =rsind, r > 0, on trouve a—f(x,y) =
Y

r2 cos? 0(r? cos? §—r? sin? 0
A

= cos?f(cos? § —sin® . Comme  lim g(x, y) dépend de
(@,9)=(0,0) Jy

0
0, alors la limite n’existent pas en (0,0). donc a—f(x,y) n’est pas continue en (0, 0).
Y

Comme ?(z,y) et g—f(x, y) ne sont pas continues en (0,0), alors la fonction f n’est
€z Y
pas de C.

4. Différentiabilité en (0,0). On dit que f est différentiable en (a,b) s’il existe une
application linéaire (unique) notée df 4 ) telle que :

fla+h,b+k) = f(a,b)+dfqp)(h, k)+]|(h, k)| e(h, k)  tel que lim  e(h,k)=0.
(h,k)—(0,0)

Avec ||(h, k)|| est la norme || ||2 donnée par ||(h, k)]s =Vh? + k2.
_of of F .0y = ¥ 0.0y =
On a df(qp)(h, k) = D (a,b) h + oy (a,b) k. Comme 5 (0,0) = By (0,0) =0,



alors f(h,k) =£(0,0)+df (0,0)(h, k)+||(h, k)||e(h, k) = f(h, k)

=£(0, 0)+%(0, 0)h+%(0,0)k+”(h, k)|le(h, k). Donc on obtient :

bk — f(h,k)—f(0,0) _ 1 h2k _ h2k
R T R O R A (S Sk

En posant h =k :

hhy=—o P 1,
(2R2)3/2 92\/2R3  2V/2
Donc (h7kl)i_>m(070) e(h, k) # 0, et par conséquent f n’est pas différentiable en (0,0). Une
autre Méthode : En polaires : Si on pose h = rcosf, y = rsinf, r > 0, on trouve
e(h, h) =(r, 0)= r3 cos;ﬂ sin 0
pas nulle en général, et f n’est pas différentiable en (0, 0).

= cos? #sinf, qui dépend de 6. Donc cette limite n’est

. Gradient et matrice Hessienne en (1,1).
> Gradient : Pour (z,y) # (0,0), on a calculé :

o 2013 o 20,2 _ 2
é(x,y) = ﬁ, a—i(m,y) = M Donc en (1,1) :
of 2 1 of 0
i(m,y) —f(1,1) 1
Ona Vf(x,y) = g? . Donc Vf(1,1) = 2? Ll = 21|
@(xvy) %( ) ) 0

> Pour la Hessienne, on calcule les dérivées secondes.

327f( )= 9 2zy® O\ 2P0 +y0)? - 20y® da(a® +yP) | 2900 + o - 4a?)
a. o2 Y= or ($2+y2)2 - (;1:2—|—y2)4 - ($2+y2)3
92 f 21-3) -4 1
b ﬁ(m - D (P2 =)\ =207y (0P +yP)? — 2P (2 — ) - dy(a® + )
BTN @+
B =222y [x? + y? + 2(a* — y?)] | —22%y (322 — y?)
= (22 + y2)? = (22 + 42)
O —2B3-1) -4 1

0% f (2, y) = 5( 21y’ ) bz +y7)% - 22 Ay(@® +¢P) | 20P(3(2 +1P) — 47
b - 8y - -

dzdy (2% +y2)? (a2 +52)4 (22 +2)°
| 22y%(32? — y?) f CoB-1) 4 1
= @ e .En (1,1) : 6m6y(1’1) == =5=3
ﬁ(f ) = 0 (2*(@® —y?)\ _ 2(z(a® —y?) +22°) (2 +3*)® — da(a? + y?)2*(2® —3?)
oyoe P T 0\ @y ) T (@? + 428



(423 — 229%) (2% + y?) — 423(2? — 9?)  2w(2® — y?) + 223) (22 + ¢?) — 423 (2% — ?)

(% +¢2)° - (2% +y2)?

(222 — y?)(2® +y?) — 227 (2 — o)
(172 +y2)3

m2$4 1 222y% — 222yt — 20t + 2222
(22 + 32)3

=2z

=2

En (1,1) :

> La Matrice hessienne de f en (1,1) est

df(a,b) (ha k)

Pour (a,b) = (1,1) : df1.1) = 5-

o2 f

1,1) =

Hf(17 1) =

0

2(3 —

31‘2y2 _ y4

22y*(32% — y?)

= 2 =
(22 4 42)3

1) 4

ox

8 8

0% f
@(1’1)
o f

of
(a,b) h + 3y
h
2

(22 + 42)3

1
5"

0% f

0zxdy

oy

Oy?

—(a,b) k =

(1,1)

(1,1)

6. Différentielle df(, ). Pour tout (a,b) € R?\ {(0,0)} :

2ab3

a2(a2 o b2)

(a2 + 02)2

(a2 + b2)?

k.
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