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— EXAMEN—X

Exercice 1 : (5 pts)
On considere les intégrales définies :

s e
I = / e*cosxdr et J= / e” sin® x dz.
0 0

1. Calculer I + J.
2. En appliquant la méthode d’intégration par parties deux fois, calculer I — J.

3. En déduire la valeur de I et J.

2 2

Indication : cos2x = cos® ¢ — sin” x.

Exercice 2 : (7 pts)
1. Résoudre I’équation différentielle suivante :

Yy —2zy = (1 — 2x)e”.

2. On considere ’équation différentielle suivante :

y' =4y + 4y = g(x) Ej.
a. Résoudre ’équation homogene (sans second membre) associée a Ej.

b. Trouver une solution particuliere de E; dans les cas suivants :
o g(x) = e 2%,
o g(x) = %%,

Exercice 3 : (8 pts)
Soit f : R? — R définie par :
3
Ty )
fla,y) =4 22 + 42 si (z,9) # (0,0),

0 si (z,y) = (0,0).

1. Etudier la continuité de f sur R2.

2. Calculer %(0,0) et %(0,0).

3. Les dérivées partielles % et g—i sont-elles continues en (0,0) ? f est-elle de classe C*
en (0, 0)?

4. La fonction f est-elle différentiable en (0,0) ?

5. Calculer le gradient de f en (1,1).

6. Exprimer la différentielle df, ;) pour tout (a,b) € R?.

Bonne Chance
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Y— Corrigé de I'examen—X

Exercice 1 : On considere les intégrales : I = foﬂ e“coslxdr et J= foﬂ e® sin’ x dir.
1. Calcul de I + J :

I+J =[] e"coswdr + [ e”sin*wdr = [ e®(cos’z +sin’z)dr = [ e®da = e¥| =

0

—e’=|e" -1}
2. Calcul de I — J par intégration par parties :

I—J=[]e*(cos?x —sin’z)dx = [ e” cos(2z) dx.
u = cos(2r) = du = —2sin(2z) dx
dv=¢e"dr = v=2¢€"

Premiere intégration par parties : . Alors :

Jy €” cos(2z) dw =e® cos(Qz)‘ +2 [y e"sin(2z) dv = (€™ — 1) + 2 [ e”sin(2z) d
0
Deuxiéme intégration par parties pour le terme restant (2 [ e sin(2z) dx) :
= sin(2 =2 2
u=sin(2z) = du cos(2x) dx Alors -
dv=e"dr = v=¢€"
Jy € sin(2z) da = e* sin(2x)‘ —2 [ €e® cos(2z) dr = —2 [ €* cos(2x) dz. En substituant
0
dans la premiere équation :
Jo €® cos(2z) dx = (e™ —1) — 4 [ e* cos(2z) dx = 5 [ €* cos(2z) dx = (™ — 1)

™ T—1
=1-J= [, e cos(2x)dx = ¢ 5
3. Calcul de [ et J
Nous avons le systeme :
I+J=€e"-1
I—J= e“gl
En additionnant les deux équations :
e"—1 6 3
21 = 71'_1 = - 71'_1 ﬁ[:— 7T_1
(" =1+ — Fe"=1) S =1)
En soustrayant la seconde équation de la premiere :
e"—1 4 2
2 == - 1 - = —(" — 1 = =(e™ — 1
J=(e - -Som =2 ) = T =|e- )

Exercice 2 :
1. Résolution de 'équation différentielle ' — 2zy = (1 — 2x)e”.
e Solution de ’équation homogene 3’ = 2zy = 0.



/

1
Il est clair que y, = 0 est une solution. Pour y # 0, on a LA dy = 2z dx =
Yy Y

1
[=dy= [2xdz = In|y| =22 +c, avec cER = ly| = e e®” = y = +e - e?”, avec la
Y

solution triviale y = 0, on obtient y, = k:exz, avec k € R.
e Solution particuliere de 3y’ — 2zy = (1 — 2z)e”. (variation de la constante).
Posons y, = k(ac)e””2 = yp/ = lf'(ac)e"’”2 + 2xk(m)e$2. En remplacant y et v’ dans 1’équation
y' — 22y = (1 — 2z)e”, on obtient k' (z)e”” = (1 — 2z)e® = K (z) = (1 — 2z)e(* ") =
k(z)= [(1— 20)e@=) dp = v = gy = T L e7” = em,
e La solution générale est y, = yn +yp = ke®” + e”, avec k € R.

2. On considere I’équation différentielle suivante :

y' =y + 4y = g() By

a. Solution de I’équation homogene y” — 4y’ + 4y = 0.
Posons y = €™ = y/ = re™ et y"" = r2e™, donc (r? —4r +4)e™ =0 =
r2—4r+4=0= (r—2)2=0=r=2. Comme I'équation caractéristique associée
a I’équation homogene admet une solution réelle double, alors la solution homogene
est donnée par y;, = (Ax + B)e**, A, B € R.

b. Solution particuliere de FEj.
e La solution particuliere pour g(z) = e~ 2% est de la forme y; = a-e~2* =

yp = —2a-e 2% et y{ = 4a - e=2*. Remplacant y”, ¥’ et y dans E7, on trouve
1
da-e 2 4+8a-e P 44dg-e =" = 16T = = 16a=1=a= 6
—2z
e
Alors =
IS | Y1 16

e La solution particuliere g(x) = €% est de la forme y, = bx? - 2% =

yh = 2bx - €** + 2bx? - €2¥ = 2b(a® + x) - €%* et

Yy =2b-€>® + 4bx - €** + 4bx - €2 4 4ba? - €** = 2b(22? + 4z + 1) - €**. Remplagant

y", y' et y dans Ey, on trouve (2b(222 + 4z + 1) — 8b(2? + ) + 4bx?) - €2* = 2* =

1’2 . e?m
2

1
(4bz® + 8bx + 2b — 8bz? — 8bx + 4b2?) =1 = 2b=1=a = 5 Alors | yp =

Exercice 3 : Soit f : R2 — R définie par :

Iyg

flz,y) = ¢ 2 + ¢
0 si (z,y) = (0,0).

1. Continuité de f sur R? :

Pour (x,y) # (0,0), f est une fraction de fonctions polynomiales avec un
dénominateur z* 4y # 0, donc elle est continue sur R\ {(0,0)}.
Etudions la continuité en (0,0). On cherche :

3

. ajy‘
hm(w;y)"(ovo) x24y2
En coordonnées polaires : x = rcosf, y = rsin @, alors

f(z,y) = TCOS&(T*Q)& = 72 cos @ sin® 0. Donc,
lim, o f(x,y) = lim, 072 cos @sin® = 0 (indépendante de 6 ). Comme

lim g )~ (0,0) f(2,y) = 0 = f(0,0), alors f est continue sur R2.

2. Dérivées partielles en (0,0) : Par définition on a :
91(0,0) = limy, o LPOIO0 iy, 020 —

%(070) = limy,_yo LOM=LO0) _ jipy, 020 ¢



3. Continuité des dérivées partielles et classe C' :

On a:

3,2, 2y 3 3,2 2
H(w,y) = PRy B0 - ) |
of _ 3ay? (@) -y’ (2y) _ | 2y7 (327 +4°)
@y =Ty = Ty
e Pour %(x,y), on a :
of _ -2

%(xay) = @)

En coordonnées polaires, avec z = rcosf et y = rsinf, on obtient :

of _ rPsin®0(r?sin® —r?cos? 0) .3 2 2 ... Of

oo (z,y) = = = rsin” f(sin” 6 — cos” ). Ainsi : G (z,y) — 0.

Comme lim ;) (0,0) %(az,y) = %(0,0) =0, alors %(m,y) est continue en (0,0).

e Pour 2L (z,)), on a :

dy
2 2 2
%(x’ ) = % En coordonnées polaires, avec = rcosf et y = rsiné, on
obtient :
. 3 cos 0 sin2 0(3r2 cos? O-+r2 sin? . . o
g—i(x, y) = rcosfsin Q(STTf% G807 507 6) — 1 cossin® 0(3 cos? 0 + sin? §). Ainsi :

g—i(x,y) - 0. Comme lim, ) (0,0) g—’yc(x,y) = %(0,0) =0, alors g—g(%y) est

continue en (0,0). Comme les dérivées partielles % et g—i existent et sont continues

en (0,0), alors f € C! en (0,0).

4. Différentiabilité de f en (0,0) :
Comme f € C! en (0,0), alors f est différentiable en (0,0). On peu aussi vérifier la
différentiablité de f en (0,0) comme suit : f est continue en (0,0), ses dérivées
partielles existent et sont nulles. On pose

R(z,y) = f(z,y) — (f(0,0) + %(0, 0)x+ %(0, 0)y) = f(x,y). En coordonnées polaire :

— — 2 ‘13 Ry _ ‘13 g _B@y)
R(z,y) = f(z,y) = r* cosfsin” 0, donc Vet rcosfsin” 6. Ainsi, ot — 0.

Donc f est différentiable en (0, 0).

5. Gradient en (1,1) : On a : %(17 1) = % =0, g(l, 1) = % = 1. Donc

Oy
vy = ()

6. Différentielle de f en (a,b) € R? : Si (a,b) # (0,0), alors f est C*, donc
différentiable, et on a :

df(avb) (h" k) =h- %(a7 b) +k- %(a7 b) = df(a,b) (hv k): h- b(a(2b+;;)2) +k- ab(a(ZSj_b;&-)l; )
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“— Examen de remplacement—X

Exercice 1 : (5 pts)
On considere l'intégrale définie :

1
I, = / 2"e "dx, neN
0

1. Calculer I.

2. En appliquant la méthode d’intégration par parties, calculer I,, en fonction de I,, 1
pour n € N*,

3. Calculer f01(3a:3 —22% +x + 1)e * dz.

Exercice 2 : (7 pts)
1. On considere I'équation différentielle suivante :

Yy +ytanz = sinx cosz FEy.

a. Résoudre ’équation homogene (sans second membre) associée a Ej.

b. En utilisant la méthode de la variation de la constante, trouver une solution
particuliere de E; puis donner ’ensemble de toutes les solutions de Ej.

c. Donner la solution de E; vérifiant (%) = 0.
2. Résoudre I'équation différentielle suivante :

y" — 5y + 6y =a*+1.

Exercice 3 : (8 pts)
Soit f : R? — R définie par :
22y
flz,y) = § 2° + ¢
0 si (z,y) = (0,0).
1. Etudier la continuité de f sur R2.
2. Calculer %(0,0) et %(0,0).
f

gz et %]3; sont-elles continues en (0,0)? f est-elle de classe C*

3. Les dérivées partielles
en (0,0)7

4. La fonction f est-elle différentiable en (0,0) 7

5. Calculer le gradient et la matrice hessienne de f en (2,1).

6. Exprimer la différentielle df, ) pour tout (a,b) € R

Bonne Chance
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Y“— Examen de rattrapage—X

Exercice 1 : (7 pts)
1. On considere les intégrales définies :

U v
I= / 2cos’zdr et J= / 2% sin® z dx.
0 0

a. Calculer I + J.
b. Calculer I — J.

c. En déduire la valeur de I et J.
2¢+1

x3 4+ 322 + 2z
a. Décomposer f(x) en éléments simples.

b. Calculer [ f(z)dz.

c. Caleuler [ f(2z + 1) du.

2. Soit f une fonction définie par f(z) =

Exercice 2 : (8 pts)
1. Soit x €]1 + oo[ et considérons 1'équation différentielle suivante :

’ Yy 1

Y+ =— E;.
zlnz Inzx
a. Résoudre I’équation homogene associée a Fj.
b. Résoudre I'équation F;.
2. Soit I’équation différentielle du second ordre suivante :
y' =2y +y=(6z+2)e " Es.

a. Résoudre I’équation homogene (sans second membre) associée & Es.

b. Résoudre ’équation Fj.

Exercice 3 : (5 pts)
Soit f : R? — R définie par :

fog) — d T @V OO,

0 si (z,y) = (0,0).
. Etudier la continuité de f sur R2.
. Calculer %(w,y) et g—i(:ﬁ,y) pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)}
. Etudier 'existence des dérivées partielles % et %5 en (0,0).

. La fonction f est-elle différentiable sur R? ?

- W N

Bon Courage
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— Corrigé de I'examen de rattrapage—X

Exercice 1 :
1. On considere les intégrales : I = foﬂ 22cos?xdr et J= foﬂ 22 sin? z dz.

a. Calculde I + J :

7T T

0 3

I+J =[] a%cos’wda + [ a?sin’zde = [ 2?do = %3

b. Calcul de I — J par intégration par parties :
I—J =[] 2*(cos’z —sin’z) dz = [ 2? cos(2x) da.
u=12?> = du=2zrdx

i . Alors :
dv = cos(2z) = v = SnBde

Premieére intégration par parties : {
2

Jo x? cos(2x) dx :%(21) . 2 [ @ sin(2x) da.

Deuxiéme intégration par parties pour le terme restant (2 foﬂ xsin(2z) dx) :
{u =zsin(2z) = du= dz

. Alors @ [ xsin(2z) dx =
. _ os(2z) dz 0
dv = sin(2z) = v = -2

7zsir12(2z) Z + I’ cos(22x) do _ _a:sinQ(Q:L’) ;r + cosf:}c) ‘;r — fo‘n' 72 COS(2ZL’) dr =
x cos(2x) & + z sin(2x) ﬂ—_cos(2m) ﬂ—. — f(]“ Z‘Q COS(QI) dr =
0

0 0

c. Calcul de I et J : Nous avons le systeme :

o7 o7
20=—+4+ - = I=|—+ —
3 + 2 6 + 4
En soustrayant la seconde équation de la premiere :
o o7
2:]:*—* — J: _—— =
3 2 6 4
2z 41
2. Considérons la foncti ivante : =\
onsidérons la fonction suivante : f(x) B 307 2
a. Onaz® 4327 + 22 = z(2® + 30 +2) = z(z +1)(z +2), donc f(z) = & + L5 + 55,
%:a—i—f%—i— chz Pour =0, on trouvea:%.
(wz):fjig) = a'(z;rl) + b+ C‘szl)' Pour = —1, on trouve b = 1.
* HE = alet?) 4 b'fsflz) + ¢. Pour z = —2, on trouve ¢ = —3.




Done f(x) = 57 + 751 ~ a5 12

b~ff($)dw:fid$+f%+1 _f2z3+2)dx:>
ff(x)dx:mQﬂ+ln|x+1| 31’1'”2‘4—0 avec ¢ € R.

c. On posey:2:r—|—1 = dy=2dzx = dx:%. On remplace dans
JfRz+1 dxontrouveff2x+1)dx—2ff )dy =
slnjyl+ infy+1] — 3In|y + 2|+ C, avec C € R.
Parsulteff 2:c+1)dz_ iln2z+1|+1im|2z+2[—2In|22+ 3|+ C, avec C € R.

Exercice 2 :
1

1. Soit x €]1, 400 et considérons Iéquation suivante : y' + - = = E;.

a. Résolution de I’équation homogene associée a Fj.

I’équation homogene est 7’ —|— =0 Ej. 1l est clair que yp, = 0 est une
y 1
solution. Pour y #0,ona = = ——L_ = fdy =——_dr=Inly|=-Inlyl+c
avec c€E R = |y| = lnw’ avec C e R =y = :I:e ——. Avec la solution triviale
y = 0, on obtient y, = , avec k € R.
b. Résolution de l’equatlon non homogene (E; ).
_ k@) _ M@)o £ 1 k@) k) z)
Yp = lna; = y/ - (Inz)? - Par suite y + rlnr — Inz lnmr _m(lnmz)2 + (lnr)2
=i = k(z)’ =1 = k(z) =z = y, = % Donc la solution générale de E est

Yg =Yn +Yp = ‘f:f,aveckeR

2. Soit I’équation différentielle du second ordre suivante :

" =2y +y=(6x+2)e " E,.
a. Résolution de ’équation homogene associée a Fs.
L’équation homogene est v — 2y’ +y =0 E’?, son équation caractéristique

est donnée par r2 — 2r +1 = 0. Comme 12 — 2r + 1 = 0 admet une racine réelle
double, alors la solution homogene est donnée par y;, = (Ax + B)e*, avec A, B € R.

b. Résolution de FEy. Comme le second membre est égal & (6x + 2)e™*, et que —1 n’est
pas une solution de I’équation caractéristique, alors la solution particuliere de Fs est
donnée par y, = (ax +b)e™", donc y,, = (—ax +a —ble™" et y) = (ax + b —2a)e™".
Donc ((ax +b—2a) —2(—ax +a —b) + ax + b)e™* = (6x + 2)e™ "
dar+4(b—a) =6z +2=a=3et b=2= y, = (% 4 2)e”". Par suite
Yg = Yn +Yp = (Az + B)e” + (5 +2)e™ ™, avec A, B € R.

Exercice 3 : Soit f: R? — R définie par :

0 si (z,y) = (0,0).

1. Continuité de f sur R?

Pour (z,y) # (0,0), f est une fraction de fonctions polynomiales avec un
dénominateur 22 + y? # 0, donc elle est continue sur R? \ {(0,0)}.

Etudions la continuité en (0,0). On cherche : lim(, ) (0,0 %_‘_yz

Pour y = z, on a lim, ) (0,0) f(z,y) = lim; 0 f(2,2). On a f(x,x) = % — 0 quand
x — 0, alors la la limite de f(z,y) en (0,0) n’existe pas. Donc f n’est pas continue en
(0,0).



2. Pour (z,y) # (0,0) on a :

: —2xy
of _
o Fh(x,y) = (22 1 y2)2 |
2 2
of | =Yy
® Fy(fvy) e

3. Existence des dérivées partielles en (0,0) : Par définition on a :
57(0,0) = limy, o SAVLAE — i, 820 =0,
3—5(0, 0) = limy,_,o L&M=F00 );f(0,0) = limy,—,0 75 + 0. 3—5(0, 0) n’existe pas.

4. f est de classe C; sur R? S{(QO)}, donc f est différentiable sur R?\ {(0,0)}. En (0,0)
f n’est pas différentiable 8—{/(0,0) n’existe pas (limite infinie) en (0, 0).



	1.pdf
	2
	3
	4
	5

