Université A/ MIRA de Béjaia Année universitaire 2015-2016
Faculté de Technologie, Département de Technologie Juin 2016
Examen de Remplacement de MATHS 2. Durée : 2 heures

Exercice n° 1. (7pts.)
1. Considérons I’équation différentielle du premier ordre suivante :

Yy —2y=4—x. (1)
(a) Résoudre I’équation homogene associée a (1).
-7 1
(b) Vérifier que y, () = e + 590 est une solution particuliere de (1).

(¢c) En déduire la solution générale de (1).
(d) Trouver la solution de I’équation (1) vérifiant y (0) = 1.

2. Résoudre I’équation différentielle du second ordre suivante :

y' —y — 2y =32*— 22+ 1.

Exercice n° 2. (5pts.) Soit
I, = / (Inx)" dx,n € N.
1

1. Calculer I et I;.
2. Montrer que Vn > 1, [,, = e — nl,_1; (Indication : Utiliser I’intégration par parties).

Exercice n° 3. (8pts.)

1. Soit la matrice suivante :
6 -1 8

A= -4 1 =5
1 0 1
(a) Démontrer que A est inversible et calculer son inverse.

(b) Déduire la solution du systeme lin€aire suivant :

—r—y+32=3
(S) z4+2y+22=2
r+y—2z=1.

2. Soit a € R. Résoudre suivant les valeurs de « le systéme suivant :

rT+ytazr=«
(Sa){ z+ay—2=1
r+y—z=1

Bon courage



Université A/ MIRA de Béjaia Année universitaire 2015-2016

Faculté de Technologie, Département de Technologie Juin 2016
Corrigé de ’examen de remplacement de MATHS 2
Exercice n’ 1. (7pts.)
1. Considérons I’équation différentielle du premier ordre suivante :
Y —2y=4-—uz. (1)

(a) Résolution de 1’équation homogene associée a (1) : L’équation homogene associée est

Pour y # 0
/
=2 = & = 9dg @

¥
Y
- ln[y\ = 2I+K1, K, eR
=% = Cie®, C; € R~

y = 0 est une solution évidente de (Ey) . Finalement, la solution générale de (E)) est
y (z) = ce**, ce R.

(b) Vérification que y, () = _77 - %:c est une solution particuliere de (1) : On a

1
/
Donc i
Y~ Wy = 7
= 141 3: = 4 = /
Donc y, (z) = 5 + iz, une solution particuliére de (1).

(c) Déduction de la solutlon générale de (1) :

yg(z) = yog) Up(T) ) /7@

_ T4 1,
= ce 4+2

(d) Trouvons la solution de 1’équation (1) vérifiant y (0) = 1 : On a

y(0)=1 = ceQ‘°—§+%(0):1
= c—gzl
i

= c= 71. @
Donc la solution voulue est /‘7

11 7 1
yl(CL') = ZBQZ — Z + 533

2. Résoudre 1’équation différentielle du second ordre suivante :

y' —y -2y =322 -2z + 1. )




(a) Résolution de 1’équation différentielle homogene associée a (2) : L’équation
homogene associée a (2) est

y// p— y/ —_ 2y — 0 .......... (EO)

L’ équation caractéristique de (Ej) est

(C') admet deux racines réelles distinctes 7y = —1 et 7, = 2. Donc la solution

générale de (Ej) est @
Yo (I) = Cle_I + 0262Ia Cl) C? = R. /V

(b) Détermination d’une solution particuliere y; de (2) : 0 n’est pas une racine de (C' ),
donc y; est de la forme

yl(x):aa:2+,3:c+'y, a,B,v € R.

Ona
yy(z) = 20z + B et yi(z) = 20

Donc on aura
v -y =2y =32 -2z+1 & 20 — (20 + B) — 2(ax? + Bz +v) = 32> — 2z + 1
o —2az? -2+ B)r+20—B—-2y=3z*-2z+1

= { —2a-28=-2

. — =18,
Donc /‘7
3, 5 13

(c) Détermination de la solution générale de (1) : La solution générale de (1) est @
Yo(x) = wolz) + i (z) v
= Cle‘I—FCQeQZ—%:c?nLg:c—lf’, C.,Co € R. /

Exercice n° 2. Soit .
by = / (Inz)™ dx,n € N.
1

1. Calculons Ipet I; : Ona @
/d:vz:v]‘i:e—l. /V
1

Iy :/ (Inz)°dr =
1

. / i Inunds,
1

fl@)=lnz = f(z)=;
g@)=1 = gl@)==

Donc .
L = zhaz]- [ ldz /
elne—In1—(e—1)=1.

Posons




2. Montrer que Vn > 1, I, = e — nl,,_; : Posons

Donc

f(@)=(nz)" = f(z)="2(nz)"!
=1 — g@)-s

Exercice n° 3.

1. Soitl

(a)

(b)

I, = z(lnz)"]—n [ (Inz)*!
e—nl,_i.
a matrice suivante :
6 -1 8
A=]| -4 1 -5
1 0 1

Démontrons que A est inversible et calculons son inverse : Développement suivant la
deuxiéme colonné

—4 =5 6 8 6 8 v
det A= —(-1) L1 |+1’1 1’—0'_4 _5‘——1. det A # 0, donc
est inversible.

Ona
1 1 ! A

AT = ;

T leomal;

avec
€11 Ci2 (13
comA = C21 C29 Ca23
C31 C32 (33

ou

Cij = (—'1)H_J d(’t Aij7
A;;j désigne la matrice d’ordre 2 déduite de A en supprimant la i®me Jigne et la j*m°
colonne. Apres calculs, on trouve

1 -1 -1 1 1 =3
ComA=| 1 -2 -1, "(comA)=]| -1 -2 -2
-3 =2 2 -1 -1 2
Finalement,
1 1 1 =3 -1 =1 3
A—lz—l -1 -2 =2 |=| 1 2 2
B -1 -1 2 1 1 =2
Déduction de la solution du systéme linéaire suivant :
—-r—y+3z2=3
(S)¢ z+2y+22=2
T+y—2z=1.
Ona
T 3
Se=A"'|ly|=1]2
z 1
donc
x 3 24
y |=Al 2 | =] -15
z 1 4

Remarque : On peut utiliser aussi la méthode de Cramer.




2. Soit o € R. Résolution suivant les valeurs de a du systéme suivant :

rTt+ytaz=a«
(Sa) ztay—z=1

z+y—z=1
Ona
T o
Se)<= Al y |=|1 |,
z 1
ou ' X
1 1 «
A, = 1 o —1
11 -1 ///V
a —1 1 -1 1 «a
Onadet A, =1 1 =1 —1‘1 _1‘+a 11 =(1-a)(l+a).
i)Sia# —leta # 1 (ie., det A, # 0) alors (S,) est un systéme de Cramer et admet une
unique solution donnée par
a 1 « 1l a « 1 1 « @
1 a -1 11 -1 1 a 1
1 1 -1 2a\ 11 -1 @ 111 /V
T = = Y= = z = =
l-a)(l+a) |a+l (1-a)(l+a) (I1-a)(l+a)
ii)Sia=1:0na
T 1
S)=Aly|=(1],
z 1
ou
11 1
A]: 1 1 -1
1 1 -1

On a det A; = 0, donc le systeme (.S;) n’est pas de Cramer. Parmi les matrices d’ordre 2
extraites de A; on trouve

1 -1

M est associée au systéme %
T+z=1-y,
(1) { r—z=1-—

Les deux inconnues z, z sont les inconnues principales et y est un paramétre. (1) admet
une solution (paramétrique) unique donnée par: x = 1 —y et z = 0.
On porte cette solution (z, z) dans la troisieme équation du systeme (.57)

Mlz(l : ),detMlz—z.

z+y—z=(1-y)+y—-0=1
Finalement, (S;) admet une infinité de solutions

ii)Sia = —1:0na %
G —1




1 1 -1
Ay=11 -1 -1
1 1 -1

Onadet A_; = 0, donc le systéme (S_;) n’est pas de Cramer. Parmi les matrices d’ordre 2
extraites de A_, on trouve

1 1
M2:(1 _1),d(‘t]\/[2:~—2

M, est associée au systéme

rT+y=-1+z2,
(2){ z—y=1+ =z

Les deux inconnues z, y sont les inconnues principales et z/est un parametre. (2) admet
une solution (paramétrique) unique donnée par : x = zetf) = —1.
On porte cette solution (z, y) dans la troisieme équatiof du systeme (S_;)

T1+41.

T+y—z=2z—1—2E

Finalement, le systeme (S_;) n’admet pas de solutions.
Remarque : On peut remarquer que la premiéere équation et la troisieme équation du
systeme (S_1) sont incompatibles, donc (S_,) n’admet pas de solutions.
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Corrigé de I’examen de MathsII

Exercice 1. (5 points)
Calculons les deux intégrales suivantes :

Inz
1. | —m————
J z(1 — In?z)
1
On pose : t = Inx, donc dt = —dx
T
Alors y

Inz _

— 1 —2t
=5 i dt

(1-t%)

dzx.

1
:—§ln\1—t2]+c, ceR
1
:—§ln]1—(ln ) 4+¢, c€eR

2. [(2x + 1)e *dz, intégration par parties

g(z)=22x+1=¢'(x) =2.
fl(x)=e"= f(x)=—€"
Donc
J@z+1)e"de = -2z +1)e ™ — [ —2e "dx
= —(2z+1)e® + [2e *dx
= —2z+1le*—27"+C, CeR

Finalement,
/(23: + e de =—2z+3)e "+ C
onC eR
Exercice 2. (7 points)
b
1. Déterminons les constantes réelles a et b qui vérifient : ———— = a4 + .
x(1—2) = 1-—z
ona® 4 b a+ (b—a)x
r l-—z z(1—x)
En identifiant, on obtient 1 a=1letb=1.
donc —— = — +

x(l—z) x 1—x



. ) a b
2. Trouver les primitives des fonctions — et ] ;
z

—x

1
[ =dz =In|z|+ ¢,  €R

x
et 1
Ik dr = —In|l — x| +cy, 3 €R.

1—a
On déduire la primitive de la fonction .

z(1l—x)
Ik g a:)dx =In|x|+c; — In|l — x| + ¢
:ln| * \—I—C’, Gzcl—l—CQGR
11—z
3. Résoulution de I’équation différentielle suivante : y/ —y = —~—  (E).
Résolution de I’équation homogene y' —y =0 (EH)
Pour y # 0
d
Y —y=0= "2 = dy
Y
et par suite
Inly| =z + C4, CieR
D’ou
y(x) = Ce”, C = Fexp(C1) € R*

y = 0 est une solution évidente de (EH) : Finalement, la solution générale de (EH) est

y(r) = ke®; keR

Résolution de I’équation avec second membre (3 — y =
Méthode de la variation de la constante :

Soit y(x) = Ke” la solution générale de I’équation homogene. On fait varier la
constante K, et la solution générale de 1’équation avec le second membre (E) sera :
y(x) = K(z)e®.

Onavy'(z) = K'(z)e” + K(x)e*. En remplagant y et 3/ dans I’équation (I), on obtient

x(i—l))

N 1 -1 _—_1 1
K(x)_m(as—l)_:v(l—x)_ x +x—1

par conséquent

K(z) = —In|z| + In|x — 1| + C", C'eR
r—1 , ,
K(z) = In| . |+ C', C'eR
Finalement la solution générale de 1’équation (E) est
-1
y(z) = (ln|x . |+ C")e”, C'eR



4. Résoudre I’équation différentielle du second ordre suivante :
v +2y +y=e"...(F)
Résolution de I’équation homogene
Y +2y+y=0
L’ €équation caractéristique
2+ 2r +1=0..(1)

admet une racine réelle double » = —1. Ainsi, la solution générale de (1) est

Yo = (C1 + Cox)e ™™, C1,Cy € R.

m = 1 n’est pas une racine de I’équation caractéristique (1), donc on cherche une
solution particuliere de (E) sous la forme :

yp(z) = Po(z)e” avec Py(z) = A.

c-a-d:yy(r) = Ae”, AeR

y,(r) = Ae® ety (x) = Ae”

En substituant dans I’équation (E) les expressions de y,, et de ¥, ; on obtient
(E) = Ae® + 24e” + Ae® = e®
= 4Ae" =¢”
Par identification, on trouve A = 1
D’ou, une solution particuliere y, de (E) est

Yp(x) = —e

Finalement, )
yg(l‘) = (01 + CQJI>€_$ + Zem, Cl, Cy €R

est la solution générale de I’équation (E).

Exercice 3. (9 points)

I. On considere la matrice suivante :

-2 2 -1
A=113 -2 1
-2 1 0
a. Calculons le déterminant de la matrice A. Il vient, en développant par rapport a la troisieéme
ligne.
2 -1 2 0-1 202




b. La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est différent de 0, On a
det(A) = —1 # 0. Calculons I'inverse de A, ona A™! = —~"(com(A)).

T det(A)
-1 -2 -1 -1 -1 0
com(A)=1-1 -2 =2 donc  (com(A)=|-2 -2 -1
0 -1 -2 -1 -2 =2
d’ou

1 -1 -1 0 1 10

A—lz—l -2 -2 -1]=(2 21

N -1 -2 -2 1 2 2

¢. Déduire la solution du systéme suivant :

T 2 T 2
Azl = 1 — |z | =A| 1
T3 —1 T3 —1

T -1

— | X2 | = 3

xs3 -3
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Corrigé de ’examen de Rattrapage MathsII

Partic 1. (12 points) -~ - ; R o

1 n
E = / - dx
0 1+z
1. Calculons .

1 o0
IO = fol md 4—'
= .de
0 14z
= ] 1+z|§ _,,—/""_"_M——b
= In2
2. Montrons que [,;: + I, = L
xn+1

1z
IR o fo 1+zd +fo 1+a:
f (:c"+:t"+1
0 1+:r
== fol :l: m+1)da:

I On considere I’integrale suivante :

II

f11+:::
= o T"dT
5 o
=% n+l 1n+1]1 /7
= n+l :
3. En déduire les valeurs de I; et de I
L+Iy= + =2 alie— 0+1 —In2 > 0 \\
= 5= 1 —In2 /
L+ = 1+1 =l — 1+1 (1—11'12)
= Io= In?2 — %
II 1. Déterminons les constantes réelles a, b et ¢ qui vérifient : ?%IT) =8

(a+c)zz+(a+b)z+b

Ona? + z2 == (:z:+1 z2(z+1 ’g K\/B
En 1dent1ﬁant on obtient : a = 1 —] e=—1

g ¢ > 5
donc ‘—(a,-—f‘)('z—_z)2 o i (:x:+1)

a. Trouvons la primitive F(z) = [ % In(z® + z)dz;
Intégration par partie :

2z +1
24+

§(@) = & = 9(z) = —.

f(z) = In(a? + z) = f(z) =

Donc



=lin@@+2)+ [G+z - @)
— Zln(s? + ) +lnjo| - 3 —Infz + 1]+ [T ER.

b. Résoulution de I’équation différentielle suivante : y — 2y = In(z? + 2)....(B).
L’ équation homogene associée est y' — 2y = 0....(Eo)
est une équation différentielle non homoggne (ou avec second membre).

- Rsclution de I'4 uafion homegene y' — 2y =

0 -
y,— %y:o =l :,:41' = -;-y : s ¢ s
=i
— hnfy|=h|z?| +c /cER. /\/>

— y = +e°z?

= y = K2? /K =2 ER
Résolution de 1’équation avec second membre ¥ — 2y = In(z? + )
Méthode de la variation de la constante : Soit y(z) = Kz? la solution générale
de I’équation homogene. On fait varier la constante K, et la solution générale
de I’éqution avec le second membre (E) sera : y(z) = K (z)z®.Ona
y(z) = K'(z)z* + 2K (x)z. En remplagant y et y/ dans 1’équation (E), on
obtient ;
K'(z) = Zmn(z® + 1)
par conséquent K (z) = | & n(z* +2)

K(:L')=‘71ln(:r2+:c)+1n|:c|—%—1n|x+1|+0 /C €R.

Finalement la solution générale de I’équation (E) est '
va(z) = Zin(z? +2) +In|z] - Ll +1[+C+ Xz

F(z) = Zin(a? +2) + [ 3 B de. ~-
= Lin(z? +2) + [ P L
1
C

ye(z) = —gln(z®+z)+2” In|z|—z—2’In|z+1{+K; (7/19= C+K eR.
2. Résoudre I’équation différentielle du second ordré suivante :
' -2 +y=¢€".
Résolution de I’équation komogne
y' —2y+y=0
L’ équation caractéristique
r2—2r+1=0..(1)

admet la racine réelle double r1 = 1. Ainsi, la solution générale de (1) est s

¢

yo = (C1 + Caz)e”, C1,C2 €R.
m = 1 est une racine double de 1’équation caractéristique, donc y; = z2Po(z)e® :
avec Po(z) = a. En identifiant, on trouve @ = 3 /\/) C

<



D’ot : .
ou 1x2ex /\_/) ol':F’(

y1=§

Finalement,

1
ye = (C1 + Cox)e”™ + §a:2ex

va =~(G; 4+ Cazx -+ l)zz)ez),\;\ ; @) (
: & \_,/

Partie 2. (08 points)
Soit o € R. On considére la matrice suivante :

a+1 1 1
Ay = 1 a+1 1
1 1. sa+1
1. Vérifier que (Aq — al3)? = 3(Aa — ).
e+l 1 1 (a 0 o\\"
(Aq — alz)? = 1} a+l1 -1 —40 o O =
1 1 a+l/ \0 0 a \’
2 =311 ) 1
1 1 1) [3 33
- 11 1)
— i1 171} =233 83 3
1 1r% 333
Y30
dot (Ag—alz)?=13 3 3] = 3(Aq — al3)
33
2. Supposons maintenant que & = —2.
a. On utilise la question 1 pour determiner les valeurs de 3,7 € R.
(A_2 = 2]3)2 = 3(A_2 = 213)
(A_y + 2I3)? — 3(A_g + 2I3) = Ou; (R)
e

(A_g + 2I5)(A_g + 275 =313) = O, (R) .
A%, + Ay —2I3 = 0p,(R)

Finalement 3 = lety = —2
Remarque : On peut aussi determiner les valeurs de 3,y avec les calcules.

g R By o) 100
Az2+5A_2+’)’13=0M3(R) == o=k <k +B81°1 =11 |+ 01 0] =0mm
R e | P & 001

3_B+y -1+48 -1+P
= -14+8 3-B+7 -1+B8 | =0mm
~1+8 -1+8 3-B+7
Par identification, on obtient 3 = 1,7 = —-2.



TN

b. On déduire que A_; est inversible et on calcule son inverse A:;.
A2_2 + A_2 — 2I3 — OMs(R) =% A_2(A_2 = I3) == 2]3

= A, (=ER)-5 Gy
D’on la matrice A_, est inversible car il existe B = _4_-_22_+_£g telleque A_sB = I3._~
o 0 3 &
etAf=242th 110 1|=(1 0 t
10 % 30 ——

¢ Déduire la solution du systéme suivant -

—T1+ 2y + 23 =7
(S) 21— T+ T3 =0

Ti+To—13 =1
-1
L’ écriture matricille de (S) est Ao X = Bou A= | 1
1
2
2% )
1

— RO lCoR I
8
)
Il

1
3
2
1

NI=NI= O
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Corrigé de ’examen de MATHS 2

Exercicen’ 1.
1. Soit I’équation différentielle du second ordre suivante :

o' — 2y =12z — 10. (1)

(a) Résolution de 1’équation différentielle homogene associée a (1) : L' équation
homogene associée a (1) est

L’équation caractéristique de (Ep) est
PR D O Sl i e e (©)

(C) admet deux racines réelles distinctes 7, = 0 et 7o = 2. Donc la solution générale

de (E{)) est
Yo (5‘3) = C‘leo"" 4 0282“ =C1+ 02627', G, C; e R.

(b) Détermination des constantes c et f3 pour que y; (z) = az? + Bz soit une solution
particuliére de (1) : Ona

i (z) =22z + B et yi(z) =2a

Donc on aura

-2 =122-10 & 20 — 2(2az + B) = 122 — 10
& —dox+20—28=12z-10

—4da =12

20 —28=-10
a=-3
B=2

Donc
3 (z) = —32% + 2z.

(c) Détermination de la solution générale de (1) : La solution générale de (1) est

yo(z) = wl(z)+ %(z)
= Ci+ Cze% -3z + 2z, C1,Cs € R.

(d) Cherchons la solution de (1) vérifiant y (0)=1lety (0)=4.0Ona
Y (z) = 2C2€*® — bz + 2.
Par suite,

y(0)=1 Ci+C=1 C,=0
{y’(0)=4=>{02=1. = L5

Finalement, la solution est
y(z) = € — 3% + 2z. 4/



2. Résoudre I’équation différentielle du premier ordre suivante :

y +2zy =z : )
L’ équation homogene associée est
y' + 2zy = 0....... (Ep)
Pour y # 0
!
U = %H = —2zdz
Y
= Iyl = -2+ Ky, K1 €R
= = Cle_mz, Cy e R*.

y = 0 est une solution évidente de (Eq) . Finalement, la solution générale de (Ey) est

y(z) = ce ™, ceR.

On fait varier la constante c et 1a solution générale de (2) sera y (z) = c(z) .
Onay =Cle™® — 22Ce~%". Par suite
y+22zy=z = Cle® — 2Ce™™ +22Ce™ = z
=% ')
= C()
Donc la solution générale de (2) est

2

e
le + K, KeR

8,57 1
y(z) = (—2- % —I—K)e'zz = §+Ke'zz, K eR.

Exercicen® 2. Soit 4
T= / z'sinwx dz,n € N.
0
1. Calculons Iyet]; : Ona

1

: —co : S -
In=] sinTzdr = Bl ) =4 —-=—
0 0 m ™ m
1
I = f zsin rzdz.
0
Posons
flz)=z = fllz)=1
- , —COSTZ
d (z) =sintz = g(z)=—7".
Donc i
e —T COSTET fnl COSTL
L3 0
1  sinmz ; Ey
om T |
2. Montrons que 72I,, = 7 — (n — 1)nl,— : Posons
[z =2 = Wil e

g (z) =sintz = g(z)= e
m

o



Donc
n 1
—z" cosSTET

n
I, = 4 fol 2"~ cos mzdz
il o T
1
= o Ejm ot J, = f; 2"~ cos mzdz.
T T
Calcul de J,, : Posons !
)=zt = W@)=(n=Da"
) sin e
o (z) = cosmz => v(z) =
Donc 5 1
T " ’
T = z"'sinnz| _ (n ) [ a2 sinmads
iy 0 ™
n—1
o fo—l) fu
T
Finalement,
1 -1
In=_—E(n )I'n.—?.)
T T T

c’est a dire
I, =7 —n(n—1)In-a.

3. Déductionde [ et I3 : Ona
7T2172 = ‘JT—'Z(Q—].)I{)
4

= ==y

iy
c’est & dire
I w2 —4
Ona
ml; = r—33-1)1
6
ey
ol
c’est a dire - - {
‘n’-—
gl /| B
Exercicen’ 3.
1. Soit la matrice suivante :
1 =1 2
A=l 2 0 3
gF L =]

(a) Démontrons que A est inversible et calculons son inverse : Développement suivant 1a
premiére colonne

detA=1 i —2l_1 . l-!—O\ﬂl §l=—1. det A # 0, donc A est

1 -1 1 -1 0 ’
inversible. . @

Ona 5 8
~ detA e

A—l

avec
ci1 Ci2 Ci3
comA = Co1 Co2 (o3 .

€31 C32 C33

3-



Oﬁ 3 .

C.,rj = (—I)H-J det A,:j,
Aj; désigne la matrice d’ordre 2 déduite de A en supprimant la i*™ ligne et la j*°
colonne. Apres calculs, on trouve

-3 2 2 -3 1 =3
ComA=| 1 -1 -1 |, *(ecomA)=| 2 -1 1 |.
=3 a2 2 =1 2

Finalement, o
1 -3 1 -3 3 =1 3
Al = = g2 =1 1 |=|=2 1 =1 :
= ==l -2 1 -2

(b) Déduction de la solution du systéme linéaire suivant :

3z—y+3z2=0
() —2z+y—z=1

—2z+y—2z=2.

e (i)-(0)
()-+()- ()

Remarque : On peut utiliser aussi la méthode de Cramer.
2. Soit & € R. Résolution suivant les valeurs de o du systéme suivant :

2z+y+az=1
(Sa){ —0z+y—22=-2

ar — 3y +4z = 4.

Ona

donc

Ona
z A
(Se)e==A.| ¥ | =1 =2 |,
z 4
ol ' ;
2 1 «
A= =a¢ 1 =2
a -3 4
1 -2 - -2 —a 1
OnadetAa-—Z‘_S 4 —1‘ - U }—f—a‘ S =2(a+2)(a-1).

i)Sia# —2eta # 1 (ie., det A, # 0) alors (S,) est un systéme de Cramer et admet une

unique solution donnée par
il ol G St a g O\/
_ =B~ =9 =) a1 =3 I
& e ] 1 a 4 4 —a i =8l 2

S atda-D0 a+2? " 2@+a-1) a+2 . 20a+2(@-1) a+2

i1)Sie=1:0na
ay 1.
(Sl)<=>A1 y = -2 :
Z 4

Y



201 1
A}_ = -1 1 —2
1 -3 4
On a det A; = 0, donc le systéme (S;) n’est pas de Cramer. Parmi les matrices d’ordre 2
extraites de A; on trouve -
sy A
Ml—(_l 1),detM1—3.

M, est associée au systéme

2z+y=1-—g2,
(1){ —z+y=-2+2z.

Les deux inconnues z, y sont les inconnues principales et z est un paramétre. (1) admet
une solution (paramétrique) unique donnéepar: z =1—zety = -1+ 2.
On porte cette solution (z, y) dans la troisi¢me équation du systéme (1)

z—3y+4z=(1—-2)—3(-1+2)+4z=1—-2+3-32+42=4
Finalement, (S;) admet une infinité de solutions
{1-2-1+22), z€R}.

ii)Sia=—-2:0na

T 1
(S_z) A Y = -2 3
z 4
ol g
2 1 =2
A_z = 2 1 -2
-2 -3 4

On adet A_, = 0, donc le systéme (S_3) n’est pas de Cramer. Parmi les matrices d’ordre 2

extraites de A_p on trouve /—\
My = ( 2 1 ' Oé

Signlog ) ’ det Mg = —4,
M, est associée au systeme

2z +y=—-2+2z2, o
(2){ Y T A

Les deux inconnues z, y sont les inconnues principales et z est un parametre. (2) admet
une solution (paramétrique) unique donnée par : = ‘Tl + %z ety=-1+2z.
On porte cette solution (z, y) dans la premidre équation du systéme (S-2)

-1 1
2m+y-—2z=2(—2—+§z)+(—l+z)—2z=—1+z—l+z—2z= -2#1.
Finalement, le systéme (S_2) n’admet pas de solutions.

Remarque : On peut remarquer que les deux premiéres équations du systeme (S-2) sont
incompatibles, donc (S_2) n’admet pas de solutions.
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Exercice 1. (8 points)

I. On considere la matrice suivante :

0 -1 1
B=|1 1 1
-1 1 0
a. Calculons le déterminant de la matrice B. Il vient, en développant par rapport a la premiere
ligne.
1 1 1 1 1 1
det(B)zol O+1-l 0+1_1 1:3

b. La matrice B est inversible si et seulement si son déterminant est différent de 0, On a
det(B) = 3 # 0 donc A inversible. Calculons I’inverse de A, on a

Bt =1 _"(com(B)).

" det(B)
-1 -1 2 -1 1 =2
com(By=11 1 1 donc  *(com(B))=|-1 1 1
2 1 1 2 1 1
d’ou 0
RN e N N T
3\, 1 1) \3 % d
3 3 3

¢. Résoudre avec deux méthodes différentes le systeme linéaire suivant :
— par la méthode de la matrice inverse

—y+z =1
r+y+z =2
—r+y =-1

1
0
1

T
y =
z

X xr
z z



— méthode de Cramer :

I -1 1 I -1 1
1 1 2 1 1
-1 1 0 -1 1 0 3
v — - = =1,
det(B) 3 3
I 1 I 1
2 1 2 1
-1 -1 0 -1 -1 0 0
y = = = - = O’
det(B) 3 3
0 -1 1 0 -1 1
I 1 2 I 1
-1 1 -1 -1 -1 3
y— g = - = 1
det(B) 3 3
et donc
x 1
X = Y = 0
z 1
Exercice 2. (7 points)
1. Déterminons les constantes réelles a et b qui vérifient : ——— =
x(2x — 1)
1 2ax —a + bx
Ona =
r(2x — 1) x(2x — 1)
~ (2a+b)z—a
r(2z — 1)
En identifiant, on obtient : a 3 —letb=2.
donc ———— = — :
one x(2r—1) =z +23:—1
b
2. Trouver les primitives des fonctions @ et 7 ;
x T —
-1
[ —dx = —In|z| + c1, c € R.
x
et 5
wi_lzln|2x—1|+02, co € R.
En déduire la primitive de la fonction ——.
z(2x — 1)
1
fm = —l7'L|LU| +c + ln|2x — 1| + Co
2z — 1
:ln]x ’—i‘C, C=c+c€eR
x

3. Résoulution de I’équation différentielle suivante :
z(1+1n?(2))y + 2In(z)y = (E).
On a

20 — 1

b

P




, 21In(z) B 1
B =yt i@y~ oo Y

Résolution de I’équation homogene 3/ + mihf—rf;”()x)) =0 (FH)
Pour y # 0
21In(x) dy 21In(x)
(R SV Y B S LV
Y i) v 2(1+ ()

et par suite

Inly| = —In|1 +In*(z)| + Cy, CieR
D’ou ]
=C———, C =Fe* e R
y(@) 1+ 1n*(2) e

y = 0 est une solution évidente de (EH). Finalement, la solution générale de (EH) est

1
—K— . KeR
v = K e

21n(z) _

Résolution de I’équation avec second membre (y' + 2@y = (2x—1)a:(11 @)

Méthode de la variation de la constante :

Soit y(z) = K m la solution générale de 1’équation homogene. On fait varier la
constante K, et la solution générale de 1’équation avec second membre (E1) sera :
y(x) = K (2) -

Onay/(z) = K'(2)—r— + K(z)——22)__ En remplagant y et 4/ dans I’équation

1+In2(z) z(1+In?(z))2"
(E1), on obtient
1
K'(z) =

(z) z(2z — 1)
Donc 1
K(z)= [ ——d

(x) = (2 — 1) !

par conséquent

20 —1

K(z) = In| |+ C CeR

Finalement la solution générale de I’équation (E1) est

20 — 1
ln|aj | +C

= L C eR.
y(f]ﬂ') 1+h’l2(l’> ) €

4. Résoudre I’équation différentielle du second ordre suivante :

20"+ —y = 46%1....(E)



Résolution de I’équation homogene
2/ +y —y=0

L’équation caractéristique
2rf +r—1=0...(1)

admet une racine réelle double r = —1letr = % Ainsi, la solution générale de (1) est

Yo = Cl€_$ + Oge%x, Cl, CQ € R.

m = % est une racine de I’équation caractéristique (1), donc on cherche une solution
particuliere de (E) sous la forme :

yp(x) = Po(x)xe%z

avec Py(z) = A.
c-a-d: y(x) = Azez”, A€ER
y(z) = Aer” + lA:ce%x = (A+ lAm)e%z
P 2 2
et

yy(z) = %Aeéw + %(Aeéx + %A:ﬁeéx) =(A+ iA:L‘)e%’”
En substituant dans I’équation (E) les expressions de y,, et de yg ; on obtient
(E) = 243" = 4¢3®
Par identification, on trouve A =
D’ou, une solution particuliere y,, de (E) est

ol

yp(z) = Zges

Finalement,
_ 1 4 1
yg(x) = Cre™™ + Coe2” + gxeﬂ, Ci,CyeR

4
=Cie "+ (Cg + 51‘)6%96, C,C, € R

est la solution générale de I’équation (E).

Exercice 3. (5 points)
Calculons les deux intégrales suivantes :

L [(2® + 32?)e"da.
On peut utlhser I’intégration par parties trois fois pour calculer f (23 + %IQ)exd. Il est
souvent préférable d’utiliser la méthode de coefficients indéterminés, et on cherche une
primitive de z — (2% 4 $2%)e” sous la forme (ax® 4 bz® + cx + d) e”, ol a, b, ¢, d € R.
Autrement dit,



1
/(x3 + ng)ewdx = (cwc3 + ba® + cx + d) e, a,b,c,d € R.

Ona [(az® + ba? + cx + d) e*] = (2° + 12?)e®
= (3az?+2bx +c)e® + (ax® + bx® +cx +d)e® = (23 +
= (az®+ Ba+b)z*+ 2b+c)r+ (c+d)e* = (23+
identification, on obtient :

a=1 a=1
3a—|—b:% b:_?s
Wire=0 c="5
c+d=0 d:_Tm
D’ou
[(@® + 3a?)e"de = (23 + Fa? + Po — L) +¢ ceR
3+27)°
fde
Vv
1
On pose : t = 3 + 24/, donc dt = de
x
Alors -
342
f—( 2V de = [todt
Vv
1
= — 640 CeR
(5+4+1)
1
1
:6(3+2\/§)6+C, CeR
Finalement,
3+2y/x)° 1
/%dm: 6(3+2\/E)6+O,
ouC eR

Par
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