
Université A/ MIRA de Béjaia Année universitaire 2015-2016
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Examen de Remplacement de MATHS 2. Durée : 2 heures

Exercice n˚ 1. (7pts.)
1. Considérons l’équation différentielle du premier ordre suivante :

y′ − 2y = 4− x. (1)

(a) Résoudre l’équation homogène associée à (1).

(b) Vérifier que yp (x) =
−7
4

+
1

2
x est une solution particulière de (1).

(c) En déduire la solution générale de (1).

(d) Trouver la solution de l’équation (1) vérifiant y (0) = 1.

2. Résoudre l’équation différentielle du second ordre suivante :

y′′ − y′ − 2y = 3x2 − 2x+ 1.

Exercice n˚ 2. (5pts.) Soit

In =

∫ e

1

(lnx)n dx, n ∈ N.

1. Calculer I0 et I1.

2. Montrer que ∀n ≥ 1, In = e− nIn−1; (Indication : Utiliser l’intégration par parties).

Exercice n˚ 3. (8pts.)
1. Soit la matrice suivante :

A =

 6 −1 8
−4 1 −5
1 0 1


(a) Démontrer que A est inversible et calculer son inverse.

(b) Déduire la solution du système linéaire suivant :

(S)


−x− y + 3z = 3
x+ 2y + 2z = 2
x+ y − 2z = 1.

2. Soit α ∈ R. Résoudre suivant les valeurs de α le système suivant :

(Sα)


x+ y + αz = α
x+ αy − z = 1
x+ y − z = 1.

Bon courage
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Exercice 1. (5 points)
Calculons les deux intégrales suivantes :

1.
∫ lnx

x(1− ln2x)
dx.

On pose : t = lnx, donc dt =
1

x
dx

Alors∫
lnx

x(1−ln2)x
dx =

∫ t

(1− t2)
dt

= −1

2

∫ −2t
(1−t2)dt

= −1

2
ln|1− t2|+ c, c ∈ R

= −1

2
ln|1− (ln x)2|+ c, c ∈ R

2.
∫
(2x+ 1)e−xdx, intégration par parties

g(x) = 2x+ 1 =⇒ g′(x) = 2.

f ′(x) = e−x =⇒ f(x) = −e−x

Donc∫
(2x+ 1)e−xdx = −(2x+ 1)e−x −

∫
−2e−xdx

= −(2x+ 1)e−x +
∫
2e−xdx

= −(2x+ 1)e−x − 2e−x + C, C ∈ R
Finalement, ∫

(2x+ 1)e−xdx = −(2x+ 3)e−x + C

où C ∈ R

Exercice 2. (7 points)

1. Déterminons les constantes réelles a et b qui vérifient :
1

x(1− x)
=

a

x
+

b

1− x
.

On a
a

x
+

b

1− x
=

a+ (b− a)x

x(1− x)
En identifiant, on obtient : a = 1 et b = 1.

donc
1

x(1− x)
=

1

x
+

1

1− x
.
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2. Trouver les primitives des fonctions
a

x
et

b

1− x
;∫ 1

x
dx = ln|x|+ c1, c1 ∈ R.

et∫ 1

1− x
dx = −ln|1− x|+ c2, c2 ∈ R.

On déduire la primitive de la fonction
1

x(1− x)
.∫ 1

x(1− x)
dx = ln|x|+ c1 − ln|1− x|+ c2

= ln| x

1− x
|+ C, C = c1 + c2 ∈ R

3. Résoulution de l’équation différentielle suivante : y′ − y = ex

x(x−1) (E).
Résolution de l’équation homogène y′ − y = 0 (EH)

Pour y 6= 0

y′ − y = 0 =⇒ dy

y
= dx

et par suite

ln|y| = x+ C1, C1 ∈ R
D’où

y(x) = Cex, C = ∓exp(C1) ∈ R∗

y = 0 est une solution évidente de (EH) : Finalement, la solution générale de (EH) est

y(x) = kex; k ∈ R

.
Résolution de l’équation avec second membre (y′ − y = ex

x(x−1) )
Méthode de la variation de la constante :

Soit y(x) = Kex la solution générale de l’équation homogène. On fait varier la
constante K, et la solution générale de l’équation avec le second membre (E) sera :
y(x) = K(x)ex.
On a y′(x) = K ′(x)ex +K(x)ex. En remplaçant y et y′ dans l’équation (I), on obtient

K ′(x) =
1

x(x− 1)
=

−1
x(1− x)

=
−1
x

+
1

x− 1

par conséquent

K(x) = −ln|x|+ ln|x− 1|+ C ′, C ′ ∈ R

K(x) = ln|x− 1

x
|+ C ′, C ′ ∈ R

Finalement la solution générale de l’équation (E) est

y(x) = (ln|x− 1

x
|+ C ′)ex, C ′ ∈ R

.
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4. Résoudre l’équation différentielle du second ordre suivante :

y′′ + 2y′ + y = ex....(E)

Résolution de l’équation homogène

y′′ + 2y′ + y = 0

L’équation caractéristique
r2 + 2r + 1 = 0...(1)

admet une racine réelle double r = −1. Ainsi, la solution générale de (1) est

y0 = (C1 + C2x)e
−x, C1, C2 ∈ R.

m = 1 n’est pas une racine de l’équation caractéristique (1), donc on cherche une
solution particulière de (E) sous la forme :
yp(x) = P0(x)e

x avec P0(x) = A.
c-à-d : yp(x) = Aex, A ∈ R

y′p(x) = Aex et y′′p(x) = Aex

En substituant dans l’équation (E) les expressions de y′p et de y′′p ; on obtient
(E) =⇒ Aex + 2Aex + Aex = ex

=⇒ 4Aex = ex

Par identification, on trouve A = 1
4

D’où, une solution particulière yp de (E) est

yp(x) =
1

4
ex

Finalement,

yG(x) = (C1 + C2x)e
−x +

1

4
ex, C1, C2 ∈ R

est la solution générale de l’équation (E).

Exercice 3. (9 points)

I. On considère la matrice suivante :

A =

−2 2 −1
3 −2 1
−2 1 0


a. Calculons le déterminant de la matrice A. Il vient, en développant par rapport à la troisième

ligne.

det(A) = −2 2 -1
-2 1 − 1

-2 -1
3 1 + 0

-2 2
3 -2 = −1
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b. La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est différent de 0, On a
det(A) = −1 6= 0. Calculons l’inverse de A, on a A−1 = 1

det(A)

t
(com(A)).

com(A) =

−1 −2 −1−1 −2 −2
0 −1 −2

 donc t(com(A)) =

−1 −1 0
−2 −2 −1
−1 −2 −2


d’où

A−1 =
1

−1

−1 −1 0
−2 −2 −1
−1 −2 −2

 =

1 1 0
2 2 1
1 2 2


c. Déduire la solution du système suivant :

A−1

x1

x2

x3

 =

 2
1
−1

 =⇒

x1

x2

x3

 = A

 2
1
−1


=⇒

x1

x2

x3

 =

−13
−3


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Corrigé de I'examen de Ratlrapâge MathtII

-  a  . , : . .  . r .

Partlè f (12 pointsi

I On considère I'integrale suivante :
T' f l r n

In=  |  = '=  dx- "  
J o  1 * r

Io : I;#tu
: I;#tu

2. Montrons que fn+i * In: ;+î-n*'1'

ïi#a"
$ rdr
*"**tlâ

I
rl*1

3. En déduire les valeurs de -Ir et de 12
rr * /o : oh + Ir_: uh -. ti,

+ I r :1  -  tn2
ot f

I z * / r : #  +  I z : # - ( 1  - - 1 n 2 )
* :  I z - l n 2 - i

n l. Déterminons les constantes réelles a,b etc qui vérifient t ffi 
: i

, # + : 9  *

ona  i+#+ô : (4+ l#
En idJntifiânt, oi-oIti"nt , o11,-6 : L, c: -L )

doncG--#i 'r:I+#- ff i
a. Trouvons la primitive F(") : I #ln(c2 + t)dn;

Intégration Par Partie :

2 r * L
1@): ln(r2 + r) a f'{ç) - 1 2 + t

g ' ( r ) : ++g@) : - *

I

Donc



! tn ( r2+ ' )  + Ï i# ! " .F(") - =In\r" + n) t J =rffiw*'-\  '  - :4 ln(* '+r )1 I## '+l f f idtrçæz+n)

: ] m 1 r ' + ' ) + / ( i  + $ -i+#- i ; io)a"
t , t n ( x ? + " ) + l n l t l  - * - t " l r + 1 1 + c  )  { c e  

n '- l_ - _
î

b. Résoulution deî'équation différentielle suivante t {,:7y :1n(r2?y: ln ( r2+" ) , . . . (E) .

Ùeqoution t ornogène associée est y' - ?',: 9::. !3:l
ilffi ôii"r iirJt""r*rle non homdg-èt'" (o: avec second membre)'

- ! i . r t2 ^ ,  _
Résclutiin de 1'é :':ati-r;n homcgèno Y' : f;U - 0

{ - ?y :0 --= g'' * iu
+ [ 4 - - Ï \ a *g ,)

2.

+ i" lsl : ln lr2l + t /c e IR''
+ u: te"tr2
1y : KrZ lK : te" 5 IR'' .

Résolution de l'équation avec second me1!1e ul , 
z,a.7lll{L']

ilËHffi ;iffi; i; ;*"À' soit sir) = -o :1\ :,:1ï":i::;ï11"
i:lËffiil;;;J;;. o' rui varier la constanre K, et la solution générale

,É \  -  - - / / - \  -  t1  l ^ \ *2  ( \n  q

;:i'ffiffiI"". r" qecond mgmbre (p serl ''l*),: Il9:.]:ro:?
;i;;iî;6;;;lixrrlr. En remplaçanr y et y, dans l'équation (E), on

K'(*) : *r ln(r2 + *)

par conséfi*ttt lrr?l = J' #1"("] 1 i)

F i n a l e m e n t t a s o t t i t i o n g é n é r a l e d e l ' é q u a t i o n @ ) e s t ) , , ^
;;G;: +;"6;î ôîr" I'l - i - 'n lr + 1l + c + o*'' 

_ (O rS)
\ \---

- t

yc@) :, -uln(xz +r)+r2 tn lrl -æ-s21n læ{11+K1 
( I K : C +K € R'

Résoudre l'équation différentielle du second ordre suivante :

a " - 2 y ' + u : e ' .

Résoluti.:.rn de l'équation htlnog')ne 1

y "  - 2 a t + u : o

L équation caractéristique

r2-2r*1 :0" ' (1) 
1 (n

admet la racine réelle double rL :1. Ainsi, la sorution générale de (1) est 
\ 

,qy

IUo: (Ct + C2r)e', CuCz € IR"

rn:1estuneracinedoub1ede1,équat ioncaractér ist ique,doncUt:r2Pg(r)e* '^,
avec Po(r) : @.En identifiant, on trouve a: T --) W



Partie 2. (08 Points) ,

Soit c € R. On considère la matrice suivante :

2. Supposons maintenant que cx - -2'

". 
o. ouu," la question 1 pour determiner les valeurs de 0,? € ]R.

1 ^

uc 
-- (Ct + C2x)e' * 

|t'e'

n. -- (Gt '* czæ+l*\"',L--.)
- ' : - . ,  r ' '  -  - - -

D'où

Finalement,

/ a + L  1  1
A o : l  r  o * 1

: 3(A' - qls)-

(fî{ "1, i  )- f i  3
\ \  1 '  1  " J r l  \ o  o

t i ï '=(i i î)
ls  B 3\ '
l g  3  3 l  : 3 ( A o - a l s )

\ r s s )

..

0 \  \ '
n l  I

: l l  f t  1 r \
u l /  : B l t  1 1 1

\t t 1-l

Finalentent 0: tet1:-2 :^;;i-* Itr *"i aussi .?:n".Tî'"î:î uï0,1f'* 
iî iliiï

A2-z* nA-z*rr,:0,',(r, + (. I 
-: 

,;!rJj 
t_i.; ::lil\S I U 

:''vr'tnr

l "  - i+'  9'  t-P i t  - t+ f l  I  :o*t*r
1  - r+É - t+ f l  s -F+t /

Par identification, on obtient g : L"Y : -2'



b. On déduire que ,4-2 est inversible et on calcule son inverse A-1.
A'-, * A-z - 2h :' 0,yr1j) + . A-z(A-z+ /t) 

- 2Ie
+ e-r(#):/g

D'où la matric e A-zest inveriible car il existe B - + tele que A-28 - IL,

l o  1 1 \  l o  * + \
e t A - L : r y : â l t  n  r l - l r  9  l l

\ 1  ; ô l - \ 3  , 0 /  -

- f r t * û z * x s

t 1 - n z * : t s
. J t * t z - î s

L écriture maticille de (S) est A-zX - B où A-z -

( n ' { = 2
- 0
- 1

(ii)"(l' l, j,), x *

(;i):(ï)
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Exercice n' 1.

l. Soit l'équation différentielle du second oldle suivaflte :

s  -2g '  =72î  -70

(a) Résolution de l'équation différenti€lle homogène associée à (1) : L équation

homogène associée à (l) est

glx): -3cz +2c'

(c) Détemination de lâ solucion génerale de (1) : La solurion géûérale de f l) est

ù"(rr) :  ùo(r) + gr(r)' "  
:  C ,TC2e2"  -312  -2x  Cr 'C ,  €R

(d) Cherchons la sohfiion de (1) vériûant g (0) = 1 et 9' (0) : 4 on a

g'(t) :2Cze2' - 6x + z'

Pal suite,

s"  -21 =0 " "  (Eo)

Uéquation caractéristique de (Eo) est

1 2  -  2 r : 0  . .  . . . . . .  . . . . . . . . . . . .  ( C )

(C) admet deux mcines !éelles distitrctes j"1 = 0 et 12 = 2 Doûc la solùti on SelLerate 
[ ^ ( ]

de (Eo) est
y 6 @ ) = C l e e  r C z e - ' = C t + C É 2 ' , q  c 2  € R  

W

O) Déterminaton des constantes a et B pour qu e aL (:x) = aÎ2 + Ps sort Ûûe solution

particulièrc de (l) : On a

y l (c) :2as+ A û e i@):2a.

Donc on aum

Ui  -2A|=12r  - !0  ë

:+

Donc

2a - 2(2dt + P) =
-4o : î+2d-2P:

|  -4a :12

\ 2 a - 2 P : - 1 0
J  a :  - 3

I  B : 2 .

72,r - 10
I2:t - 10

I s ( o )  = r
I  s ' (o)=a

- {3 ; l ? : : ' * {

y (c) = e2' -3f +2r.

Finalcment, la solution est

- 1 -

^
,),'



2. Résoudre l'équatidn différentielle du premier ordrc sùivatte :

I + z c v : t (2)

Poùrg l0

g = 0 est une solution évidente de (Eq) . Finalemen! la solution générale dq (Eo) est

Y \ r ' : c e - " '  c € R

On fait vanei la conslantê c et la solurion génâale de (2) sera y (.2) : c (r) e-"'

EreEiceù'2. Soit

1 Calcùlo!6 lo et û : On a

Ona At : Cte-r' - 2cCe-1. Par suite ̂- i 
-Zra =, + C'e-"" -2xCe-" -2tCe-" : x

+ C'(x) = ce"'
+  C ( a )  : , e r + K ,  r é R  - < - - \

Donc la soludon généralê de (2) cst (l ( )

s@):(!e" +x);""  =f,**uo'(€R qf/

Ué$ratiotr hoûogète âEsociée èet

Posors

{ +zaY = 0"""' çPo1

" tY - = - 2 x + 4 t = - 2 x à x

" + lû lyl = -s' +^K1, Ill € R
- a : Cre-l.Cr €lR''

rl - cos?t':Ill 1 | 2
I o :  I  E i t l t t d t = -  

"  
l , = ; - ; = ;

J o ' t o "

h: 
lor 

a'darc d.c,n el\.

fr sin îrib.

t@) :  "
d @) = ailna

t'@) = t
- cos 1rt

9p) = ---;-.

Donc
, -""ooo"lt i  coerr )-_, 

t  lo, 
, .  1l

1 sin?rsl '  1- + - - - - "  l : - .
11 1r" lo 1r

2. Moûtrolrs que t3r. = I - (r' - 1)n1'-2 : Posons

l@)=x" + l ( , ) : ! { : ' - .
d lt) = s\nr:t =- e@): -:-

-r' -



Dotc 
, _ 

-o"coerolt 
* L 1] .--r "ognad,z r  lo  r - "

= L +LI' où Jo : /01c"-1 cosnodc'
11 1f

Calcul de J' : Posoqs

u(a)=f_1 + d.(al=k;Pr*,
r/ (o) = costt 'o + o\i)=-'

, _ c"-r sia rc f 
r 

_ 9:) ç ,"-" "-o"a,r l o
/ - - 1 1

_ _\ , ,  _  
- ,  

ln_2.

r  - l ' - 1 1
I^= : - :::---:! J"-2'

êI^= r - n(n -l) I"-2'

Finalcmcnt,

c'est à dirc

3. Déduction do I2 et 13 : Orl a

nzl, = r -2n(2-l) k

6
=  n - ; ,

c'êst à dir€ - æ -6
t t= -F- .

E crctce n' 3.

l .  So i t  la  mats ice  su ivaDt  :  
/1_ I  2 \

A = 1 2  o  3  I
\ 0  1  - 1  /

" ,/--7\
c 'cs tàd ip '  -2  -L  /  n t \  /

I z = !  \ v t  /
7r3 \-./

O t r a  J r _ :  r - 3 ( 3 - 1 ) I 11 t  ' a  -

DémoDlÎorrs que A cst iwcrsiblc et calculoûs sot ûversciKeloppcocnt suivant la

prcmièrc colonae tr'

ï_ïl lÎ 
j ' i- ' l l '  l '  l .ol ? , ' l=-1 dei'4r.'doû"@

inversible.
O É a  1  t

4-t = -:r- (conA) ,
(lET â

avec 
/ ar crz crs \

conA = 
| c2r cn c* 

|
\ cal ca2 ca3 /

o \
JJ  \ '

I



qj = (-l)r+i det.4i,

A,j désigûe la matrice d'odre 2 déduiie de,4 eû suppdmant la ibe ligûe et lâjæ
colonûc, Après calcris, oû trouve

l - 3  2  2  \
comA: I  r  -1  -1  l ,  

r  (conA):
\ - 3  1  2  )

Finalement,

.  / - 3  1  - 3 \  |  3
A _ , = + l  2  _ 1  1  l : l  _ 2

- ' \ 2  - 1  2  /  \ - 2
(b) Déduction de Ia soltrtion du système linéaire suivant :

(  3 c - g + 3 2  = 0
( S )  \  

- 2 c + s - z = t

|  -2s  +  P -22  =2.

I ;
\ 2

- 1  3 \
1 - 1  |
1  - 2 J

2  \  a \
-a 7 -2 1
a  - 3  4 J

7 | n"| ;" -', | 
=rr"*r11"-

_ l

1 - 3

- L 2
)

fi)v

Ona ( ' ) ( i )

/ " \  /  1 \
( s " ) < - ' 4 " l 1 l = l , , ' /

l 2  1  "  I
l - d  - 2  - 2  1
l o  4  4 l

/ 1 \= l - r  l ,

2(d + 2)(

' ' 1 ,  I(s') <+

(5 )ë ,4 -1

d o û c  
/ r \  / o \  / 3 \

\ y )=^ l ' ; J= [_ , , /
Renarqûe : On pett uliliser aussilz méthoile ile Cramcn

, (

Soit a € lR. RésolÛtiotr suivant les valeu6 ale a ùr systèûe suivâlt :

Ona

ou

(  2 c + g + a z = t
(5" )  \  -ax+y  -22 :  -2

I  d a - 3 y + 4 2 : 4 .

o'ua"tA=21 -', 
-r '  

l-t
i) Si o I -2 et o I 1 (i.e., det A" I 0) alors (S") est uû système de Cramêr et admet une

/  / lev
2:;at

-4,



o o  
( "  \  t , \

, 4 1  : l - 1  1  - 2  
|

\ 1 - 3  4 /

On a det e1 : 0, donc le système (Sr) n'est pas de crame! Par$i les matrices d'otdre 2

extraites ale Ar oû trouve

M1 est associéc au systèûe

" ' I  
z ' - s = 1 - ' '

, , ,  
\  _ r _ a = _ 2 _ 2 , .

Les deùx inconnues 3, I sont les inconnues principales et z est un pararnètre. (1) admet

une solution Gâra!Étriqùe) uûique doonéc par i î = 1' - z etg : -1+ z'

oû porte cette solution (c, !) dans la troisième Euation du système (S1)

n - 3y' l  4z : ( l  -  z) - 3(-L + z) + 42 - 7 - 2 + 3 - 32 + 42 = 4'

Fhalement, (S1) admet une infDié de solutions

on a det,4-z = 0, donc le système (S-2) n'est pâs dc crarrler. Parûi les mahices d'odre 2
extrailes de A-2 on trouve

, .  |  2  1  \* ,=  11  
' s  

) ' du 'w , : -n
M2 est associée au système

6 ' l z ' + g - - 2 - 2 " ', - t  1  - 2 c _ s y : 4 _ 4 2 .

Les aleux inconnues r, gf soDt les incoÉûues pdncipales et z est un paramètre (2) admet

uoe solution (paramétique) ùùique donnée pa! 
" 
s : + + àz et ! : -I + z.

On porte cctte solutioû (lc, g) daas la premièlc équation du système (S-2)

- l

zs 1 y - Zz : z(| + :-z) + (-l + z) - 2z = -1 I 
" 

- 1 I 2 - 2z = -2 I 1"

Fioaement, te système i5-r)-n'aamet pas de sotutions.
Rernarque : On peul rerfl4rquet que hs ileux premières équttûns dv système (S-2) sont
incompalibles, donc (S-2) n'aÀrnet pos de rolutions'

M,= ( 2. 
] ), a*.n2, = e.

I F - 2 , - I + z , z ) '  z  € ] R j

i i r s i o - - 2 : O n a  
/ r \  /  I  \

.  (s-r j  <- A-zl s l :  I  - '  I
\ . /  \  4  /

o ù L  
1 2  1  - 2 \

' s , , : 1  2  r  - 2  1
\ - 2  - 3  4  /

a
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Exercice 1. (8 points)

I. On considère la matrice suivante :

B =

 0 −1 1
1 1 1
−1 1 0


a. Calculons le déterminant de la matrice B. Il vient, en développant par rapport à la première

ligne.

det(B) = 0
1 1
1 0 + 1

1 1
-1 0 + 1

1 1
-1 1 = 3

b. La matrice B est inversible si et seulement si son déterminant est différent de 0, On a
det(B) = 3 6= 0 donc A inversible. Calculons l’inverse de A, on a
B−1 = 1

det(B)

t
(com(B)) .

com(B) =

−1 −1 2
1 1 1
−2 1 1

 donc t(com(B)) =

−1 1 −2
−1 1 1
2 1 1


d’où

B−1 =
1

3

−1 1 −2
−1 1 1
2 1 1

 =

−13 1
3
−2
3

−1
3

1
3

1
3

2
3

1
3

1
3


c. Résoudre avec deux méthodes différentes le système linéaire suivant :

– par la méthode de la matrice inverse
−y + z = 1
x+ y + z = 2
−x+ y = −1

B

x
y
z

 =

 1
2
−1

 =⇒

x
y
z

 = B−1

 1
2
−1


=⇒

x
y
z

 =

1
0
1


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– méthode de Cramer :

x =

1 -1 1
2 1 1
-1 1 0
det(B)

=

1 -1 1
2 1 1
-1 1 0

3
=

3

3
= 1,

y =

0 1 1
1 2 1
-1 -1 0
det(B)

=

0 1 1
1 2 1
-1 -1 0

3
=

0

3
= 0,

z =

0 -1 1
1 1 2
-1 1 -1
det(B)

=

0 -1 1
1 1 2
-1 1 -1

3
=

3

3
= 1.

et donc

X =

 x
y
z

 =

 1
0
1

 .

Exercice 2. (7 points)

1. Déterminons les constantes réelles a et b qui vérifient :
1

x(2x− 1)
=

a

x
+

b

2x− 1
.

On a
1

x(2x− 1)
=

2ax− a+ bx

x(2x− 1)

=
(2a+ b)x− a

x(2x− 1)
En identifiant, on obtient : a = −1 et b = 2.

donc
1

x(2x− 1)
=
−1
x

+
2

2x− 1
.

2. Trouver les primitives des fonctions
a

x
et

b

2x− 1
;∫ −1

x
dx = −ln|x|+ c1, c1 ∈ R.

et∫ 2

2x− 1
= ln|2x− 1|+ c2, c2 ∈ R.

En déduire la primitive de la fonction
1

x(2x− 1)
.∫ 1

x(2x− 1)
= −ln|x|+ c1 + ln|2x− 1|+ c2

= ln|2x− 1

x
|+ C, C = c1 + c2 ∈ R

3. Résoulution de l’équation différentielle suivante :
x(1 + ln2(x))y′ + 2 ln(x)y =

1

2x− 1
(E).

On a
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(E)⇐⇒ y′ +
2 ln(x)

x(1 + ln2(x))
y =

1

(2x− 1)x(1 + ln2(x)
(E1)

Résolution de l’équation homogène y′ + 2 ln(x)

x(1+ln2(x))
= 0 (EH)

Pour y 6= 0

y′ +
2 ln(x)

x(1 + ln2(x))
y = 0 =⇒ dy

y
= − 2 ln(x)

x(1 + ln2(x))
dx

et par suite

ln|y| = −ln|1 + ln2(x)|+ C1, C1 ∈ R

D’où
y(x) = C

1

1 + ln2(x)
, C = ∓ec1 ∈ R∗

y = 0 est une solution évidente de (EH). Finalement, la solution générale de (EH) est

y(x) = K
1

1 + ln2(x)
; K ∈ R

.
Résolution de l’équation avec second membre (y′ + 2 ln(x)

x(1+ln2(x))
y = 1

(2x−1)x(1+ln2(x)
)

Méthode de la variation de la constante :
Soit y(x) = K 1

1+ln2(x)
la solution générale de l’équation homogène. On fait varier la

constante K, et la solution générale de l’équation avec second membre (E1) sera :
y(x) = K(x) 1

1+ln2(x)
.

On a y′(x) = K ′(x) 1
1+ln2(x)

+K(x) −2 ln(x)
x(1+ln2(x))2

. En remplaçant y et y′ dans l’équation
(E1), on obtient

K ′(x) =
1

x(2x− 1)

Donc
K(x) =

∫ 1

x(2x− 1)
dx

par conséquent

K(x) = ln|2x− 1

x
|+ C C ∈ R

Finalement la solution générale de l’équation (E1) est

y(x) =
ln|2x− 1

x
|+ C

1 + ln2(x)
, C ∈ R.

4. Résoudre l’équation différentielle du second ordre suivante :

2y′′ + y′ − y = 4e
1
2
x....(E)
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Résolution de l’équation homogène

2y′′ + y′ − y = 0

L’équation caractéristique
2r2 + r − 1 = 0...(1)

admet une racine réelle double r = −1 et r = 1
2
. Ainsi, la solution générale de (1) est

y0 = C1e
−x + C2e

1
2
x, C1, C2 ∈ R.

m = 1
2

est une racine de l’équation caractéristique (1), donc on cherche une solution
particulière de (E) sous la forme :

yp(x) = P0(x)xe
1
2
x

avec P0(x) = A.
c-à-d : yp(x) = Axe

1
2
x, A ∈ R

y′p(x) = Ae
1
2
x +

1

2
Axe

1
2
x = (A+

1

2
Ax)e

1
2
x

et

y′′p(x) =
1

2
Ae

1
2
x +

1

2
(Ae

1
2
x +

1

2
Axe

1
2
x) = (A+

1

4
Ax)e

1
2
x

En substituant dans l’équation (E) les expressions de y′p et de y′′p ; on obtient
(E) =⇒ 2Ae

1
2
x = 4e

1
2
x

Par identification, on trouve A = 4
3

D’où, une solution particulière yp de (E) est

yp(x) =
4

3
xe

1
2
x

Finalement,

yG(x) = C1e
−x + C2e

1
2
x +

4

3
xe

1
2
x, C1, C2 ∈ R

= C1e
−x + (C2 +

4

3
x)e

1
2
x, C1, C2 ∈ R

est la solution générale de l’équation (E).

Exercice 3. (5 points)
Calculons les deux intégrales suivantes :

1.
∫
(x3 + 1

3
x2)exdx.

On peut utiliser l’intégration par parties trois fois pour calculer
∫
(x3 + 1

3
x2)exd. Il est

souvent préférable d’utiliser la méthode de coefficients indéterminés, et on cherche une
primitive de x 7→ (x3 + 1

3
x2)ex sous la forme (ax3 + bx2 + cx+ d) ex, où a, b, c, d ∈ R.

Autrement dit,
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∫
(x3 +

1

3
x2)exdx =

(
ax3 + bx2 + cx+ d

)
ex, a, b, c, d ∈ R.

On a [(ax3 + bx2 + cx+ d) ex]
′
= (x3 + 1

3
x2)ex

=⇒ (3ax2 + 2bx+ c) ex + (ax3 + bx2 + cx+ d) ex = (x3 + 1
3
x2)ex

=⇒ (ax3 + (3a+ b)x2 + (2b+ c)x+ (c+ d)) ex = (x3 + 1
3
x2)ex.

Par

identification, on obtient : 
a = 1

3a+ b = 1
3

2b+ c = 0
c+ d = 0

⇒


a = 1
b = −8

3

c = 16
3

d = −16
3

D’où∫
(x3 + 1

3
x2)exdx = (x3 + −8

3
x2 + 16

3
x− 16

3
)ex + c c ∈ R

2.
∫ (3 + 2

√
x)5√

x
dx.

On pose : t = 3 + 2
√
x, donc dt =

1√
x
dx

Alors∫ (3 + 2
√
x)5√

x
dx =

∫
t5dt

=
1

(5 + 1)
t(5+1) + C, C ∈ R

=
1

6
t6 + C, C ∈ R

=
1

6
(3 + 2

√
x)6 + C, C ∈ R

Finalement, ∫
(3 + 2

√
x)5√

x
dx =

1

6
(3 + 2

√
x)6 + C,

où C ∈ R
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