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Corrigé de la série de T.D. N 2 : Equations différentielles

Exercice n’ 1. Résoudre les équations différentielles du premier ordre suivantes :
1.

d
(1+ x2)2d—y + 22 + 22y% = 0........ (1)
x
Solution :
2
(1) = @+ Pz = —2u(l+y)
= 3 +y ——=dy = (1+—2§)dx (cette équation est a variables séparées)
o -2
= fljyzdy = f(12 sdv = — [22(1+2?) " dx
= arctany = 2+1(1+x) licceRr
— arctany = 1+x2 +c,ceR.
Donc
y (x) = tan (1+x2 +c> ,ceR
est la solution générale de (1) .
2.
{ (22 + y?) dz — zydy = 0....... (2) ()
gy =2

Solution :
- On va résoudre d’abord 1’équation (2)

(2) = (2®*+y?)dr = wxydy

4y _ oty

— Y =~ w

_— y/ — Zz ¥

— ! _ yl _T_(g) (2/)
Y (%) =) e

|
+
4

Cette équation (2') est homogene car elle est de la forme ¢/ = f (%) , avec f(v) =
On pose le changement d’inconnue suivant : v = £. On a

U:g e Yy =2xv
T
= Yy =v+av.

Puis, on remplace ¢’ dans (2’) et on obtient

(2) = v+a = % + v
= v = -
dv 1
— ’Ua T
— vdv = ldm(cette équation est a variables séparées d’inconnue)v
— [oudv = f Ldx
— v’ = Injz|+c¢ceR
S = 2In|x|+2¢,ceR
= v = £y2Injz|+C, C=2ceR



Mais on a posé y = v, alors

y(z) =+xz\/2In|z|+C,CeR

est la solution générale de (2)
Onay (1) =2doncy (1) = +1,/2In|1|+ C =2 = V/C = 2 = C = 4. Finalement,

y(r) = tx/2In|z| + 4

est la solution du probleme (7).

Solution :

(3) est une équation différentielle linéaire du premier ordre. L’équation homogene associée
a (3) est
Yy +y=0..(E.H)

Résolution de I’équation homogene (E.H) : On a

(BH) =y =—y

Pour y # 0

/

Yy _ ] = % = —dx

y y
- fd—;’ = [—dz
= Inly| = —z+c¢ceR
= |y = e ™ ceR
= = (Che ™™, C] = e € R*.

y = 0 est une solution évidente de (F.H ) . Finalement, la solution générale de (F.H) est
y(x) =ke " k € R.
Variation de la constante : On fait varier la constante & et la solution générale de (3) sera
y(z)=Fk(x)e ™.

Onay'(x) =k (z)e ™ — k(x)e ™. Par suite

y4+y=2> = K(r)e® = 2°
= K (z) = z%”
= k(x) = [a2?e"dx.

On peut utiliser I’intégration par parties deux fois pour calculer f x?e®dx. 1l est souvent
préférable d’utiliser la méthode de coefficients indéterminés, et on cherche une primitive de
x — z2e” sous la forme (ax? + bz + ¢) €%, ou a, b, ¢ € R. Autrement dit,

/xZe‘”dx = (az® + bz +c) €, a,b,c € R.

On a

Il
8
)

[(a2® +bx +c)e*] = 2%e® = (2ax +b)e® + (azx® + br + ¢) e” Ze®
= (a2®+ (2a+b)x+b+c)e” = z?e”



Par identification, on obtient :

a=1 a=1
20+b=0 = b= -2
b+c¢c=0 c=2.

D’ou
k(x) :/JZQGJ:dZE: (27 =2z +2)e" +c,ceR
Onay(z) =k (x)e*, donc
yz) = ((2" —20+2)e" + ) e ", ceR

Finalement,
y(x)=2>-20+2+ce ™ ceR

est la solution générale de (3) .

Exercice n° 2. Résoudre les équations différentielles non linéaires du premier ordre suivantes :
1. \
zy' + 6y — 3xys =0...... (E)
Solution :
L’ équation différentielle (F) est de Bernoulli.

y3
—1 -4
Z/:— 5
3 ysy
D’ou
y/:_3y32/

En substituant dans I’équation (F) les expressions de y et de ¢/, on obtient

ol

(B) <— x—z’+6(%)—3x = 0
Y y3
— 32z +6z—3z = 0.
D’ou, pour z # 0
2
oy =—1...... E).

L’équation (E') est une équation différentielle linéaire du premier ordre d’inconnue z.
L’équation homogene associée a (£') est

2
2 —=z2=0.... (E'.h)

T

Résolution de I’équation (E’.h) : Pour z # 0,

(B'.h) = Z=2
= Inlz| =2In|z|+k, k € R,
= |z| = et ke R,
= z=2e"2? kER,
= z2=02%C, =+eF, C eR.



z = 0 est une solution évidente de (E’.h) . Finalement la solution générale de (E'.h) est
2 (2) = ca?,c € R,
Variation de la constante : On fait varier la constante c et la solution générale de (E’) sera
2

z(z) = c(x)x.

Onaz (x) = (z)2? 4+ 2zc (z) . Par suite,

d-2z=-1 = (@) = =
= c¢(x) = [=Zdx
— c(z) = I+XNAER

D’ou

ou d’une maniere équivalente,
2(z) =z + AP N ER,

est la solution générale de (E£’) . Mais on a

-1
Z = y 3
Par suite,
1
V=3
D’ou )
r)=———"76969— MER,
v(@) (x + Aa2)?

est la solution générale de 1’équation différentielle de Bernoulli (£) .

y/:x2—|—1—2xy—|—y2 ........ (E)

(y1 = z est une solution paticulicre)
Solution :
L’équation () est une équation différentielle de Riccati. Considérons le changement
d’inconnue
Yy=x+z.

Alors,
Y =1+72".

En remplagant y et 3y dans (£) on obtient

(E) & 1+2=a241-2z(x+2)+(x+2)>,
& =22

D’ou

L’équation (E') est a variables séparées. Donc

(E) = % =dr.
= f%:fdx,



Par suite,

—1
z(z) = ,c€R,
rT+c
est la solution générale de (E’) . Mais
y=z+z,

donc

Y= +x, c € R,

xr+c

est la solution générale de (F).

Exercice n° 3. Résoudre les équations différentielles linéaires homogenes du second ordre
suivantes :

1.
y// _ 3y’ + 2y =0...... (El)

Solution :
L’équation caractéristique de (F) est

P —3r+2=0.... (E1-0>

Cette équation (£;.C') admet deux racines réelles distinctes r; = 1 et 7y = 2. Ainsi, la
solution générale de (FE) est

y(z) = Ae® + Be*™, A, B € R.

Solution :
L’équation caractéristique de (E3) est

P42 +1=0.... (E2~O)

Cette équation (F5.C') admet la racine réelle double » = —1. Ainsi, la solution générale de
(Es) est
y(x)=(A+Bx)e®, A,B€eR.

Solution :
L’équation caractéristique de (F3) est

T2_2r+2:0 ........ (ESO)

Cette équation (E3.C') admet deux racines complexes conjuguées 1 = 1 +ietry =1 —i.
Ainsi, la solution générale de (E3) est

y(x) = (Asinx+ Bceosz)e®, A, B € R.



oua € R.
Solution :
L’équation caractéristique de (FEy) est

12— 2ar +1=0..... (E,.C)

Ona A = 4a® — 4.

Dans 1’étude des racines de I’équation caractéristique (£,.C') , trois cas peuvent se
présenter selon le signe du discriminant A.

A>0 si «a€l]—oo,—1[U]l, +o0[;
A=0 si ae{-1,1};
A<0 si ael-11[.

Premier cas : Si a € |—00, —1[U]1,+oo[,ona: A > 0 et I’équation (E4.C') admet deux
racines réelles distinctes

200 — V4a? — 4
a 2a =a—Vva?—1,

rn =

2 Viaao? —4
ot 2a =a++Vva?-—1.

o =
Donc, la solution générale de (E,) est
y(w) _ Ae(a—\/oﬁ—l)m + Be(oz—i-\/c@—l)g:7 A,B cR.

Deuxieme cas: Si« € {—1,1},0ona A = 0 et ’équation (£,.C') admet une racine réelle
double r = a. Donc, la solution générale de (FE,) est

y(z)=(A+ Bx)e*, Aet B € R.

Troisiéme cas : Sia € |—1,1[ona A < 0 et1’équation (£,.C') admet deux racines
complexes conjuguées

2 V4 — 4o
o+ a atiVIi—a?

rn =
2
200 — ivV4 — 4o
ry = @ 12 @ =a—1V1—a?

Donc, la solution générale de (E,) est

y(z) = (A sin (\/1—7042> x + Bcos (\/1—7042> x) e A, BeR.

Exercice n° 4. Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :

y//_y:x2+;p+1 ...... (El)

Solution :
L’équation homogene associée a (F;) est



L’équation caractéristique de (F;.H) est

Les racines de 1’équation (£,.C') sont : 7y = —1, 79 = 1. Ainsi, la solution générale de
(Ey.H) est
y(z)=Ae® + Be®, A,Be€R.

Recherche d’une solution particuliére v, de (£, ) :
On a le second membre de I’équation (E) est

f@)=2*+z+1=("+z+1)™

Comme 0 n’est pas une racine de 1’équation caractéristique (E;.C'), donc on cherche une
solution particuliere de (£} ) sous la forme :

yp (z) = (az® + bz + ¢) ” = az® + br + ¢,

oua,b,ce R.Ona
y;) () =2ax +b et y; (z) = 2a.

En substituant dans 1’équation () les expressions de y, et de ,, on obtient
(E1) = 2a— (az® + bz +c¢) =2° +x+1

= —ar’—br+2a—c=x*+z+1.

Par identification, on obtient le systeme suivant :

—a:1, CL:_].,
—b=1, =4 b=—1,
20 —c=1, c=—3.

D’ou, une solution particuliere y,, de (E;) est
Yy, (7) = —2* —x — 3.
Finalement,

Yi(z) = yp(z)+y(x)
= 2’ —1r—-3+Ae "+ Be*, ALBER

est la solution générale de I’équation (F) .

Solution :
L’équation homogene associée a (FEs) est

L’ équation caractéristique de (Fs.H) est
r? —2r —8 =0..... (E,.0)

Les racines de 1’équation (E,.C') sont : 7y = —2, 79 = 4. Ainsi, la solution générale de
(Ey.H) est
y(z) = Ae ** + Be*  Aet B € R.



Recherche d’une solution particuliéere y, de (E») :
On a le second membre de I’équation (E5) est

f(z) =e" =e'.

Comme 1 n’est pas une racine de 1’équation caractéristique (F5.C'), donc on cherche une
solution particuliere de (E>) sous la forme : y, () = ae® oia € R.Ona

y;, (x) = ae” et y; (x) = ae®.

En substituant dans I’équation (E;) les expressions de ,, y, et de y,, on obtient
(Es) = ae® — 2ae” — 8ae® = €”,
Par identification, on obtient

= —9a=1
N -1
a=—.

9

Donc, une solution particuliere v, de (Es) est

—1

Yp (z) = ?€x~

Finalement,

Yiz) = yp(@)+y(2)

-1
= ?ez + Ae ™ + Be' AetBeR

est la solution générale de 1’équation (Es) .

y// _ 2y' =sinz...... (Es)

Solution :
L’équation homogene associée a (F3) est

Les racines de I’équation (E5.C') sont : ; = 0 et ro = 2. Ainsi, la solution générale de
(E5.H) est

y(z) = Ae" + Be™,
= A+ Be*®, A, BeR.

Recherche d’une solution particuliére v, de (Es) :
On a le second membre de 1’équation (Ej3) est

f (z) = sinx = sin (1z) .

Comme 0 + 14 n’est pas une racine de I’équation caractéristique (E£5.C') , donc on cherche
une solution particuliere y,, de I’équation (E3) sous la forme

Yy (x) =asinz +bcosz, a,beR.



Ona
Yy, (r) = acosx —bsinx et y, (r) = —asinx — bcos .

En substituant dans 1’équation (E3) les expressions de ¥, y, et de ¢, on obtient

(E3) = —asinz —bcosz —2(acosx —bsinzx) = sinz,
= (—a+2b)sinx + (—b— 2a) cosz = sinx.

Par identification, on obtient le systeme suivant :

—b—2a = 0. b=2.
Donc une solution particuliere y, de 1’équation (£j5) est
(2) 1. . 2
r) = ——sinx + —cosz.
o 5 5

Finalement,

Y(r) = y(x)+y(z)

1 2
= A+Be%—gsinx+gcosx, A, B €eR,

est la solution générale de (Ej) .
y' =4y +3y=2rv+1)e ... (Ey) 0
y(0)=0ety (0)=0 T

Solution :
- On va résoudre d’abord 1’équation (E,) :
L’équation homogene associée a (Fy) est

L’ équation caractéristique de (F4.H) est
r? —4r +3=0.....(E,.C)

Les racines de 1’équation (£,.C') sont : ; = 1 et ro = 3. Ainsi, la solution générale de
(Ey.H) est
y(r) = Ae” + Be*, A, B € R.

Recherche d’une solution particuliére v, de (£,) :
On a le second membre de 1’équation (E}) est

fx)=_2z+1)e™.

Comme —1 n’est pas une racine de I’équation caractéristique (£,.C'), donc on cherche une
solution particuliere de (£}) sous la forme :

Yy, () = (az +b) e ", olia,beR.

Ona

’

Y, (r) = (—ar +a—Db)e “et y; (x) = (ax —2a+b) e ”.



En substituant dans 1’équation (F,) les expressions de ¥, y, et de ¢, , on obtient
(Ey) = (ax —2a+b)e —4(—ax+a—b)e *+3(ax+b)e*=2x+1)e ",
= 8ax — 6a + 8b = 2z + 1.

Par identification, on obtient le systeme suivant :

8a =2, N a:i,
—6a+8b=1, b= 2.

Donc, une solution particuliere v, de (E,) est

1 5\ _,
yp () = Z$+E e’

Par suite,

Y(r) = yp(z)+y(e)

1 5
= (Z:c + 1_6) e+ Ae” + Be*”, A, B€eR
est la solution générale de 1’équation (Ey) .

Pour le probléme de Cauchy (1), on a

5
Y(0)=0= -+ A+B=0..(1)

On a aussi

—1 —1
Y'(z) = (T$ + 1_6> e 4 Ae” 4 3Be”,

D’ou 1
Y’(O):0:>1—6+A+3B:0 ..... (2)

De (1) et (2),ona

5 1
5 L A+B=0 A=-1
16 e I 27
{;—61+A+3B:0, dou: {B 3

Finalement,

1 5 1 3
Y (I‘) = (Z,I + 1_6) 6_$ — Eex + EGBx,

est la solution de probleme du Cauchy (7).

Exercice n’ 5. (Exercice supplémentaire) Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. 2% — (z + 1)y = 0. (Réponse : y (z) = Aze®, ) € R).

. — ot (Réponse : y (z) = Az + zlnz|, A € R).

2

I 9, _ 1.3 (R& : _ 1,3 2

3. 2y — 2y = 32°. (Réponse : y (v) = ;2° + Az*, A € R).

4.y —Ly—ay? =0. (Réponse:y(m):%ﬂ,/\eR).
5tz

1 1 . L ‘
5.y =—y?>— (2+ =)y +x + 2, (y; = z est une solution particuliere). (Réponse :
x x

y(x) =2+ g, X €R).

6. ¥ — 5y + 6y = 0. (Réponse : y (z) = Ae*® + Be®*, A, B € R).



10.
11.
12.
13.

4y" + 4y’ +y = 0. (Réponse : y (x) = (A + Bx)e 2%, A, B € R).

Y +y +y=0.(Réponse: y(z) = (A sin ‘/Tgx + Bcos @x) e 2%, A, B €R).

y" — 2y +my =0, m € R. Réponse :

Si o meée]|—oo, 1], y(z)= Ae(tvimm)e 4 (1= l_m)’”, A, B eR.
Si me]l,+oof, y(z)=(Asin(vm—1)z+ Bcos(vVm—1)z)e", A,B€ER.
Si m=1, y(z)=(Az+ B)e®, A,B € R.

y" —y =12z — 10. (Réponse : y (z) = A + Be® — 62° — 2z, A, B € R).

4y’ + 4y +y=ez. (Réponse : y (z) = (A + Bz + §a?) e~2%, A, B € R).

y" 4+ 4y = cosx. (Rép : y () = Asin2x + Bcos 2z + %COSQZ, A, B € R).

y" =2y +y = (z+2)e”. (Réponse : y (z) = (32° + 22 + Az + B) ¢*, A, B € R).
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Corrigé de la série de TD n°1

Exercice n°1
1. f w—lg + %dx

On a

1 1
/—+ —dx = —2d$+2/—dx
x T
1
=——+42Injz|+¢, ceR
T
doe + 7

2. [ ——dx

f\/2x2+7x

On a

do 47
——————dr =2V222+Tr+c¢, c€eR
V2x? + Tx

L’utilisation de [ \J}(z— r=2¢/f(z)+c
3. [ cos(Tx + 1)dx.
On a,
1
/cos(?x + 1)dz = = / 7cos(7+ 1)dx

1
=z sin(bz) +¢, ceR.
L'utilisation de [ f'(x)g(f(z))dz = G(f(x)) + ¢, on G est la primitive de g et
ceR.
4. [xv/1 —2%dx. On a,

1
/:L'\/l — 22dx = —5/—2x(1 —.CBQ)%d.T

1
1(1—a2)2"!
=—-c—F—"—+cceR
1 )
2 541
—1 3
:?(1—m2)2+c, ceR.
L’utilisation de [ () f*(x)dx = % +c,a,ceR
5. [e"(1+¢%) *da
On a




L’utilisation de [ f'(z)f™"(z)dx = f"“(x) L

6 f 6x—6
6x — 6 20 — 2
/x—d:v:?)/x—dx
2 -2z +3 2 —2x +3

x2 2x+3
:31n{x2—2x+3‘+c,c€R

L'utilisation de [ J;((f)) de =In|f(z)| +c,ceR.

Exercice n°2

En utilisant I'intégration par parties, calculer
L. [(2z + 1)e*dx.
On pose

u(z) =2z +1) = d(x) =2,
V(z) =" = v(x) = e",
donc
/(Qx + 1)e"dr = (22 4+ 1)e” — /Qexdx
=2r+1)e" —2e"4+¢, c€eR
=2z —1)e"+¢, ceR.

2. [ 2 cosxdx
on pose :

u(z) = 2° = u'(v) = 22
V'(z) = cosx = v(z) =sinx
donc

/x2 coszdr = z?sinz — Q/xsinxdx,

Intégrons par partie une deuxiéme fois :

on pose :
u(z) =z =u'(x)=1
V'(z) =sinz = v(z) = —cosz
donc
/xsinmdm = —xcosx+/cosxdw = —xcosx +sinx,
D’ou :

/x2 cosvdr = z*sinx — 2(—wcosx +sinx) + ¢

= (¢° = 2)sinz + 2z cosz +¢,c €R
2



3. [arctanz dx
on pose :
1

1+ 22

u(x) = arctanz = u'(x) =
Vi) =1=v(r)==x

donc

z
arctan zdx = x arctanx — dx
1+ 22

1
= rarctanz — §ln(1 +2*) +c,ceR

4. [ e *sinadr
On pose
ulz) =e " = u(x) = —e"
V'(x) = sinx = v(x) = — cos z.
Donc

/e_z sinxdr = —e “cosx — /e_x cos xdx

encore une deuxiéme fois intégration par parties pour f e " cosxdx

uz) =€ = u(z)=—e"

u'(z) = cosx = u(x) = sinx
/ e *cosxdr =e “sinx + / e *sinxdx

Finalement,

/ e “sinxdr = —e Y cosx — (e‘“’ sinx + / e ¥sin xdx)

1
/e‘” sin xdx = —ée"”(cosx +sinz) + C

on C e€R

Exercice n°3

En effectuant un changement de variable, calculons

2x+1
a) 2+e56—2+x+1d$.
En posant
t =¥ = dt = 2% dy = dx = ;dt = dr = ldt
- - - 2e2a+1 o o9 7



on obtient

(2z+1) t 1
&/J;——MZ/———W
2 4 He(2z+1) 2 4 5t 2t

I B
2) 245t

! 5

T 10 2+5¢

1
=—1In|2 R
10 n|2+5t +cce

= iln\2+5eh+”| +cceR.

10
b) [ L
On pose :
2=x—1=dr=2tdtet x =1>+1
vz —1 t?2+1-1
dr =2 tdt) =2 | ————dt
/ v t2+1() /t2+1

1
=2 [dt—2 | ——dt
/ /t2+1

=2t —2arctant +c,c € R

=2Vxr—1—2arctanver —1+4+c,ceR

C) f (1—&(—:gisn$m)4 dx
On pose :
t =sinx = dt = cosxdx

Ccos & 1
——dr = | ————dt
/(1+sinx)4 v /(1+t)4

-1 1
— . icceR
TN

—1
=———+¢ceR
3(1 + sinx)? tace

Exercice n°4
Calculons :

a) A priori il faut décomposer ( 2243 en éléments simples mais

(z—2)(z+5)
(x—2)(x+5)=2>+3z—10

) est de la forme L&) et alors

2x+3
Donc i 7o)

z—2)(z+5

2z + 3

dxr =In|2? + 3z — 10 €R.

/(x—2)($+5) T n}x + ox + +c, ¢
4



3
- do
¢ —x—6

1-ére étape : effectuer la division euclidienne

a3 14 Tx +6
—:I‘ —_—
22 —x—-6 22— -6

2-éme étape : décomposer en fractions simples

T +6 A B  A(x-3)+B(x+2) (A+B)x+(-3A+2B)

@12(@-3) 212 2-3  @+2@-3) @+ 2@-3

Par identification, on obtient :

(A+B)=T7 3A+3B=21 N
(—3A+2B)=6 (-3A+2B) =6

d’ou

7x + 6 7x + 6

8
5
2 —1—6 (v+2)(x—3) x+2 x—3_5(x+2)+5(x—3)'

Puis,

SE3

L1y 8 1 N 27 1
T —1 1 —_ R
22 —x—6 5) x+2 5 ) x—3

3-éme étape : intégrer

23 8 [ 1 27 [ 1
LA Ddz + 2 dr + 2L d
/:UQ—x—G o /(“L )“’+5/x+2 Ty i3

1 8 27
:§x2+x+gln\x+2\+Eln\x—3\+c

3z +1

N e PSTT
On a:

dzx.

2 —204+10=(z—1)>+9
5



On pose : x — 1 = 3t = dx = 3dt, on obtient

/ el /3(3t+1)+13dt

2o t10 T 92 + 9

2
_/ 7t—|—12dt
92+ 1)

t 4 1
=3 ——dt+- [ ——at
/t2+1 +3/t2+1

3 4
=5 In (*+1) + 3 arctan(t) + ¢, c € R,

3 -1\’ 4 -1
:§ln<(x3 ) —l—l)—l—garctan(%)—l—c,céﬂ&

Exercice n°5

cos® xdx
2
cos” x cos xdx
(1 — sin? :c) cos xdx
i i
cos xdx — / sin? z(cos z)dx
0

Calculons [ sin®(z) cos(x)dz.
On pose t = sin(z), dt = cos(z)dx. Donc

1 1
/sinz(x) cos(z)dz = /t2 dt = §t3 +c= 3 sin®(x) + c.

Alors I} = [sinz]f — $[sin® z]j = 0.

T .
I, = fo sin? z cos? zdzx.
On utilise les deux formules suivantes :

1 1
cos(2x) = 2cos*(z) — 1 = cos®(z) = 515 cos(2x)
et

1 1
cos(2r) = 1 — 2sin’(z) = sin®(z) = 373 cos(2x)

6



d’ou

—_

sin? z cos® z =

|

|

|
(@]
o
o)

[\

(zx)) (% + %cos(zx))

(1 —cos(2z))=(1 + cos(2x))

OOI»—* »-Jklv—k Axlr—* »-l>|>—l.4>|>—lmu—l/\

donc

s ™ 1
/ sin® z cos® xdx = / —(1 — cos(4x))dz
0 o 8
/ (1= cos(4z))dx
0

% (ac - isin(llx))K

I; = ﬂ cos 2x sin 3xdx

2

— o] —

el

On utilise la formule suivante :
1
cosasinb = §[sin(b —a) + sin(a + b)],

donc :
™1
I; = / §[sin(3as — 2x) + sin(3x + 2x)]dx
%

1 /ﬂ ) 1 s .
= — |7 sinxdr + = / sin Sxdx
2 JC 2 )=

™

(ME]

2
1 1
= — COST — — COS DT
{ 2 10 }
3
5

7



jus
4 cos2x

cos? x

cos? x

jus 2 - 92
1 cos“x — sin“x
dr = —_— dx
0

2

z)

s
/4 cos’z — (1 — cos
= 2
0 cos? &

z 2
4 2cos*zr —1
= —2d$
0 cos? x

™

i |
:/ dx—/ 5 dx
0 o cos’x

T
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Corrigé de la série de TD n°1 de Maths 2

Intégrales et calcul des primitives

Exercice n°1

Calculons les primitives suivantes :

4doe — 4 2r — 2
a) m—dac:Q m—dm
2 — 2z + 3 2 —2x+3
=2In|s* - 22+3|+C, CEeR.

En utilisant la formule :

FE) L
/f(x) dz = In|f(z)] + C.

p [ LR 1+Efi<m
X
Inzx
/ dx—l—/—dx
:/—m+1/ﬁ£d
T 2

1
=In|z| + E(lnx)2 +C, CeR.

En utilisant les formules :

/ n+1
/f de =In|f(z)|+ C, /f ) (x f <1)+O.

@/}%@x+md 5/5@%M+2M

1
ZESin(5x+2)+c, ceR.

N

d)/(2:6—2)\/:62—2x+3d:c:/(2x—2)(:17 — 2z +3)? da

—2
_ §+$ L0 CeR

2

(m —2x+3)

(NI

nlw

+C.

C»OII\D



En utilisant

la formule :
B fn+1 (x)

[ @@=t

e) /sinxecosmdx: _/_Sinxecosmdx
:_eCOSx+C’ OGR

+C.

L’utilisation de la formule :

/f’(x)ef(x) dr = ef® 4 C.

En utilisant la formule :

Exercice n°2

f) /6:}0(31‘2 +4)* do = w +C, CeR.
n+1
/f’(x)f”(a:) dr = fn +(f) +C

En utilisant I'intégration par parties, calculons les primitives suivantes :
a) [(2z + 1)e**du.

On pose

donc

wz) =2z +1) = u'(z) =2,

1
V(z) = * = v(x) = 5623”

1
/(23: +1)e*dx = (2x + 1)562”” - /eQxdx

1 1
= 5(2x+1)ex—562“+c, ceR

b) [a?sinxdz.

On pose

2 = J(r)=22

V'(z) =sinx = wv(r)=—cosx

u(z) ==

L’intégration par parties donne :

/IQSinJJdCL’: —x2cosx+2/xcosxdx

Nous calculons maintenant [z cosz dx par intégration par parties :

uwr)=z = d(x)=1
V(x) =cosx = w(r)=sinz

Ce qui donne :



/xcosxdx:xsinx—/sinxda;

/xCOS$d:U = xsinx + cosx

En remplagant dans Uexpression de [ 2?sinx dz, on obtient :
/x2 sinz dr = —a%cosx + 2rsinz + 2cosx + C

¢) [(z+1)y2x+ 1dx.

On pose

wax)=(zx+1)=d(z)=1

3
2

V(z) =V2zr+1=0(x) = %(21: + 1)

et I’on intégre par parties, ce qui donne :

/(x + )vV2zr + lde = (x + 1)%(21‘ + 1)g - / 1(296 + 1)%d:z:

3
1 .1 .
- %(Zx 1 -5 /(2x +1)3de

- (l’;l)(zxﬂ)% é/2(2x+1)gdaf
1 12
z(x;: )(2x+1)3 g(2ae+1)3+c,ce]R
1 1
:(x;— )(2x—|—1)g E(Qw—l—l)g—i—c,ceR.
d) [ 2*In(3z)dz.
On pose
, 1
u(z) =In(3z) = u'(z) = -
i
V(1) = 2° = v(r) = T

et ’on intégre par parties, ce qui donne :

/x3 In(3z)dx = % n(3z) /——dx
o
=" 1In 3
1 (3z) — 4/ dx
T

1
:Zl 3(313)—%1'4"‘0,061&

=~



Exercice n°3
En effectuant un changement de variable, calculer :
1—
Ve dx.
N
Posons z = v/t alors z = t2, d’ou dx = 2t dt.
L’intégrale devient :

1—t 2
T2tdt:2 (1—t)dt:t—§+c,cE]R

sin
——dux.
/ 1+ cos?x

Posons t = cosx, Aot dr = =% . [’intégrale devient :
) sin x

/ sin x p / —dt / dt ) n
——dx = — = — arctanx C.
1+ cos?z 1+ t2 1+ ¢2

¢) [ -E=da.

e’ +
Posons t = e* + 1 = dt = e®dx, on obtient

/ € dr= [
et +1 t e”

1
— [ a
t

=ln|t|+c =nle"+1|+c,ceR

b. Calcul de l'intégrale :

Exercice n°4

Calculer les primitives des fractions rationnelles suivantes :

Calcul de l'intégrale :
/ 2z — 1 de
(x—1)(x+2)

On décompose la fraction en fractions partielles :

2r — 1 A B (A+ B)x + (2A — B)
T-D@+2) 7-1 242  (@-D@+2)
Par identification on a :
A+ B =2,
2A — B = —1.

En résolvant ce systéme, nous trouvons A = % et B = g
Nous avons donc :

27 — 1 1/3  5/3

@-D@+2) -1 z+2
4




L’intégrale devient :

20 — 1 1 1
/ v dx.z/( /3 +£)daz=—ln|x—1|+§ln|x+2|+C.

(x —1)(z+2) r—1 x+2 3 3
b) [ i de.

1-ére étape : Effectuer la division euclidienne :

23+ 4x? 4 62 — 3 x—5
2 4+2x+1 :x+2+x2+2x+1
2-éme étape : Décomposer #’jﬂ en fractions simples :
T —95 _xr—93
2420 +1 (x4 1)2
A B
:x+1+(x+1)2
Al +1)+B
 (z+1)2
Az + (A+ B)
(24 1)2
Par identification, on obtient :
A=1,
A+B=-5 = B=-6.
Donc,
xr—>5 1 —6
Gr1? 241 @rlP
Alinsi,
3 +42% + 62 — 3 1 —6
2+ 2r+1 :x+2+m+1+(x—|—1)2'

3-éme étape : Intégrer :

/x3+4x2+6x—3d / Lon 1 . —6 d
T = T T
2242z +1 r+1 (z+1)?

:/(x+2)dx+/xildx_6/ﬁdx

z? -1
=—+2r+Injz+1-6-——+¢, c€eR
2 r+1

x? 6
=—+2r+hnlz+1|+——+¢ ceR
2 r+1

5



o) [ _dx.

z24+22+5

On a :

2?4220 +5=(x+1)%*+4
En posant : © + 1 = 2t (et donc dx = 2dt ), on obtient :

/ﬂf_ﬂdx_/ﬂgdt
242 +5 ) 4(t2+1)
4t 3 1
———dt+ = [ ——dt
/4(t2+1) +2/t2+1

3
In (2 4+ 1) + = arctan t
n( + )+2arcan +c

22+ 22 +5 3 r+1
In — 1 +§arctan 5 +c,ceR

Exercice n°5

Intégrons les fonctions trigonométriques suivantes :

™
11:/ cos® xdx
0

i
= / cos® x cos xdx
0
s
= / (1 — sin? x) cos zdx
0

K ™
= / cos xdx — / sin® z(cos x)dx
0 0

Calculons [ sin®*(z) cos(z)dx.
On pose t = sin(z), dt = cos(z)dz. Donc

1 1
/Sin2(x) cos(z)dxr = /t2 dt = gtg +c= 3 sin®(z) + c.

Alors I = [sinz]§ — 3[sin’® z]§ = 0.
I = [ sin® x cos® wdu.
On utilise les deux formules suivantes :
cos(2x) = 2cos*(z) — 1 = cos®(z) = 3 + 3 cos(2x)

et

1 1
cos(2r) = 1 — 2sin’(z) = sin®(z) = 373 cos(2x)

6



d’ou

sin® z cos? z =

N | —

008(290)) G + %cos(Qx))
(1 — cos(2z))

DN | —

(1 + cos(2x))

N | —

— /\/;\/\
|
| —
|
N | —
o
o
2
iy
=
S~

Ol B~ R AR RPN~
—

—~

donc

s s 1
/ sin? z cos® xdx = / —(1 — cos(4z))dx
0 o 8

= l/oﬂ(l — cos(4x))dx

_ E (q; _ ;lsin(élx))}:

oo

I
!

Calculons l'intégrale suivante :

I:/ sin 4x cos 3x dzx.

™

M

On utilise 'identité :

1
sin Bcos A = 3 [sin(A + B) +sin(A — B)].

1
sindx cos 3z = 5 [sin(7x) + sin(z)] .
Alinsi,

I = —/ [sin(7z) + sin z] dz.

1 T 4
({—? Cos 7x] . + - cosx]%) =

7

N —

NIE]



™
I, = / cos® z sin® x dx
0
on a

/cosﬁ$sin3$dx = /COSstiHstinxdx = /cos6 z(1 — cos®)xsinz dr

On pose t = cosz d’on dt = — sinxdx Alors :
/cosﬁx(l — cos?)rsinzdr = — /t6(1 —tH)dt = étg — %t7 +c
donc -
I, = Bcosgm— %COS737}0 = %—l— 62_3 = %
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