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Corrigé De L'Exercicel (10pts) I- On a la matrice suivante :

(DM x 27 sii#]

A= (ai')15i53 telle que : a;; = { L .
! 1<j<3 / 0 ;osii=]

1. La matrice 4 (Olpts)

a1 Q12 A4g3
On a d'une part, par définition : A = (a;;)1sis3 = | @21 Q22 a3 |.
1<j<3 a3, dzp daz3z

Et en d'autre part, en appliquant a chaque élément a;; I'équation correspondante, on obtient :

a1 Qg2 a3 0 (D2 x 2271 (=1)1*3 x 2371 0 -2 4
A= <a21 az; azs) =| (=1)?*1 x 212 0 (—1)?T3 x 2372 | = <—1/2 0 -2 )
azq, d4sp ass (_1)3+1 X 21—3 (_1)3+2 X 22—3 0 1/4. —1/2 0
2. Le calcul (Olpts)
1 1 1
Q12 X Az3 X 31 — Az1 X A3z X dy3 = (—=2)(=2) (Z) - (‘ E) (— E) 4=1-1=0.

3. La transposée (O1pts)

0 -1/2 1/4
At = ( -2 0 -1/2 )
4 =2 0

II- Calcul Matriciel :

4. Vérification 4% = A + 21, (02pts)

0 -2 4 0o -2 4 LyXC, LyXC, L;XCs

OU L; est la i*™ ligne de la 1 matrice et ; est la j*™ colonne de la 2°™ matrice du produit.

Les éléments de la premiére ligne (0.5pts)

0
LyxC=0 -2 4 (—1/2> = (0)(0) + (=2)(=1/2) + (A)(1/4) =0+ 1+ 1= 2.
1/4

-2
LyxC=(0 =2 4)( 0 ) =(0)(=2) + (=2)(0) + (4)(-1/2) =0+ 0 —2 = —2.
-1/2

4
LixC;3=(0 -2 4) (—2 ) =0)4)+(2)(-2)+(4)(O0)=0+4+0=14.
0

Les éléments de la deuxieme ligne (O.5pts)

0

LyxC =(-1/2 0 -2) (—1/2) = (=1/2)(0) + (0)(—1/2) + (-2)(1/4) = 0+ 0 — > = —1/2.
1/4

1/4




—2

LyxC,=(=1/2 0 —z)< 0 ) = (—1/2)(=2) + (0)(0) + (=2)(-1/2) =1+ 0+ 1 = 2.
~1/2

4

2) =(=1/2)(4) + (0)(=2) + (=2)(0) = -2+ 0+ 0 = 2.

L,xC;=(-1/2 0 —2)(—
0

Les éléments de la troisieme ligne (0.5pts)

0
LyxC, =(1/4 —1/2 0) (—1/2) = (1/4)(0) + (=1/2)(=1/2) + (0)(1/4) =0+ 1/4 + 0 = 1/4.
1/4
-2

LixC,=(1/4 —1/2 0)( 0 ) = (1/4)(=2) + (=1/2)(0) + (0)(—1/2) = —1/2+ 0+ 0 = —1/2.
~1/2

4
2 ) =(1/4)4) + (-1/2)(-2) + (0)(0) =1+1+0 = 2.

Ly xC3=(1/4 -1/2 0)(—
0

Ce qui nous donne : (0.5pts)

2 -2 4 0 -2 4 2 0 0 0 -2 4 1 0 0
A2=<—1/2 2 —2):(—1/2 0 —2>+<0 2 0>=<—1/2 0 —2>+2<0 1 0).
1/4 -1/2 2 1/4 -1/2 0 0 0 2 1/4 -1/2 0 0 0 1

En d'autre terme : A2 = A + 215.

5. La récurrence (01.5pts)

2n—(—1)" 2n42(-1)"
. A+ . I3 (%)

On montre que pour fout n>1: A" =

Pour n =1, on a d'une part : A' = A.

( 1)*

Et en d'autre part : A+2 +2( Dk I;=A+0I; = A.

1_(- 1 1 - 1 \  l, 2 .
Donc, A = 2 (3 D442 +23( 1) I3. D'ou la propriété () est vraie pour n = 1.

( nHn" 2n+2( "

n+1_(_q\yn+1 n+1 _1\yn+1
Supposons que A™ = A+ I;, montrons alors An*1 =2 (3 D 442 +23( ) I, Ona:
ANl — AN x A = (2 —(3—1) A4 +23(—1) 13) <A = ( 1) 42 42 +23(—1) A
( )" (A+ZI3)+2 +2( D", 2 —2—1) 442 —(3—1) 21, + 2 +23(—1) 2
2" | 2"+2(-1)" 2Mtlp(-1)" 2" (D)2 2(-1D)" 2t lpp(—1)nt?
- ( s 3 )A + 3 I = ( 3 )A + 3 3
n,(_1\n n+1 _q1\n+1 n+1_(_41\yn+1 n+1 _q\n+1 . .
= (ZXZ ;( v )A +2 +2§ D7 g, =2 (3 D7 442 +2§ U™ J,. D'oll (+) est vraie pour n + 1.

Et par conséquent (x) est vraie pour tout n > 1.

4
ITII- Onala matrice b = ( 2
2
6. Montrons que A est inversible et donnons son inverse (01.5pts)

) et I'équation matricielle (S) : AX = b.

Il suffit de mettre I'expression "A? = A + 215" sous la forme AX B = I3 ou B X A = I3.

2/4




Onsai’rque:Az=A+213=>A2—A=ZI3=>%(A2—A)=I3=>%(A—I3)><A=I3.
B

Cette derriere égalité signifie que A est inversible et son inverse :

. . 0 -2 4\ 1 0 O] ¢/ -1 -2 4
Al=Z(A—1y) =_[<—1/2 0 —2>_<0 1 o)] =_<—1/2 1 =2 )
2 2\ 14 1,2 0 o 0o /1 2\ 14 -12 -1

7. Résolution de I'équation matricielle (02pts)

A est inversible, alors I'équation AX = b admet une seule solution donnée par : X = A~'b.

-1 -2 4 4 Ly X Cy 0 0
Ainsi, X =%<—1/2 -1 —2)(2) =%<L2 X Cl> =%<—8 ) = <_4 )
1/4 -1/2 -1/\2 Ly X C4 —2 -1
4
LixC=(-1 -2 4)( 2 ) =DM+ (2R +@)2)=-4-4+8=0.
2
4
L,xC, =(-1/2 -1 —2)( 2 ) =(-1/20@) + (D@ + (-2)(2)=-2-2—-4=-8.
2
4
LyxCp=(1/4 —1/2 —1)( 2 ) =(1/9)@) + (-1/2)2)+(-1)2)=1-1-2= 2.
2

(0.5pts)

(01.5pts)

Corrigé De L'Exercice2 (05pts) On a le systeme (S) suivant :

xz + x3 = 1
(S) {xl + X3 = 3
xl + x2 = 4'

1. La matrice des coefficients A et la matrice augmentée A (0.5pts)

0o 1 1\ 0 1 11
A=<1 0 1>;A=(A|b)=<1 0 1 3)
4

2. Ecriture matricielle de (S) (0.5pts)

1 1 0 1 1 0
X1 0 1 1\ /*1 1
Enposant X = (X2 |,ona: () e@AdX=be(1 0 1]|x|=(3]
X3 1 1 0/ \X3 4

3. Veérification que (S) est de Cramer (O1pts) On a par Sarrus:

0 1 110 1
detA=1]1 0 1{1 0[=(0)(0)(0)+ (1(1)(1) + (1)(1)(1) — (1)(0)(1) = (0)(D(D) = (1(1)(0)
1 1 o1 1

=0+14+1-0-0—-0=2+#0
D'otl le systeme (S) est de Cramer.

4. Résolution de (S) par Cramer (03pts)

(0.5pts)

X1

Comme le systéme est de Cramer (detA # 0), il admet une unique solution X = <x2> dont les
X3

composantes sont données par les formules de Cramer :

1 1 1 0 1 1 0 1 1
|A | 3 0 1 6 |A | 1 3 1 2 |A | 1 0 3 0
_ Ml _la 1 ol _6_ ol _ 11 a4 ol _2_ _ 1%l 1 1 a4l _0_
lxl—lAl— > =3 3lx2 | ) 2 1..X3 Al > 2 0.




Ou par la méthode de Sarrus, ona:

1 1 11 1
m4,,|=3 0 1|3 0| = (1(0)(0) + (L4 + (L)) — (1(0)(4) — (VLD — (D(3)(0)

4 1 ola 1

=0+4+3-0-1-0=6. (0.5pts)
0 1 10 1
w4, =1 3 1|1 3|=(0)3)0)+ DD+ 1LDH - MR - 0)(1)(4) - (1)(1)(0)
1 4 ol1 4

=0+1+4-3-0-0=2. (0.5pts)
0 1 1|0 1

mlA,|=(1 0 3|1 0/=0)3)®% + DR+ WD - (WO - 0B - (MMWH)
1 1 411 1
=04+34+1-0—-0—-4=0. (0.5pts)

3
Finalement, l'unique solution du systeme (S) est: X = ( 1 ) (O1pts)
0

Corrigé De L'Exercice3 (05pts) La résolution du systéme (S) par Gauss :

-3x+y+2z=1

x+2y —z=2
(S)[
—2x+2y +z=2

m L'échelonnement de la matrice augmentée (02pts)

1 2 -1] 2 1 2 -1 2
- L, < L, + (3L 1
A=<—3 1 2 1>L2:L2+8L1<0 7 -1 7>L2<—7L2
-2 2 1l 2/ 3 \o 6 -1l 6
1 2 -112 1 2 -1 ]2 1 2 -1712 i
(o 1 -1/7 1>L3<—L3+(—6)L2<0 1 -1/7 1)L3<——7L3<0 1 -1/7 1>=Ae
0 6 -1168 0 0 -1/71 0 0 0 110

m Le systéme (S.) associé a la matrice 4, (0.5pts)

X+2y —z=2

1
(Se) y—7z=1
z=0

Le systéme (S) admet une seule solution (Dans (S,) : nombre d'équations = nombre de variables).

m La résolution de (S.) (01 .5pts)

Le systeme échelonné (S,) se résout par rapport aux variables principales x,y et z. Par substitution,
on obtient :

x=2—iy+z x=2—-2y+ z x=0
7 —
z=0
z=0
m La solutions du systéme (S) (O1pts) L'unique solution du systéme est :

Fin du corrigé

4/




