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Corrigé De L’Exercice1 (10pts) I- On a la matrice suivante : 

𝐴 = ൫𝑎௜௝൯ଵஸ௜ஸଷ
ଵஸ௝ஸଷ

 telle que : 𝑎௜௝ = ቊ
(−1)𝑖+𝑗 × 2𝑗−𝑖  ;    𝑠𝑖 𝑖 ≠ 𝑗
           0               ;    𝑠𝑖 𝑖 = 𝑗

 

1. La matrice 𝑨 (01pts)  

On a d’une part, par définition : 𝐴 = ൫𝑎௜௝൯ଵஸ௜ஸଷ
ଵஸ௝ஸଷ

= ൭

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ

𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ

𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ

൱. 

Et en d’autre part, en appliquant à chaque élément 𝑎௜௝ l’équation correspondante, on obtient : 

𝐴 = ൭

𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ 𝑎ଵଷ

𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ 𝑎ଶଷ

𝑎ଷଵ 𝑎ଷଶ 𝑎ଷଷ

൱ = ቌ 

0   (−1)ଵାଶ × 2ଶିଵ    (−1)ଵାଷ × 2ଷିଵ

(−1)ଶାଵ × 2ଵିଶ    0    (−1)ଶାଷ × 2ଷିଶ

(−1)ଷାଵ × 2ଵିଷ  (−1)ଷାଶ × 2ଶିଷ    0

 ቍ = ൭ 

   0 −2    4
−1/2    0 −2
   1/4 −1/2    0

 ൱. 

2. Le calcul (01pts)  

𝑎ଵଶ × 𝑎ଶଷ × 𝑎ଷଵ − 𝑎ଶଵ × 𝑎ଷଶ × 𝑎ଵଷ = (−2)(−2) ൬
1

4
൰ − ൬−

1

2
൰ ൬−

1

2
൰ (4) = 1 − 1 = 0. 

3. La transposée (01pts) 

𝐴௧ = ൭ 
   0 −1/2   1/4
−2    0 −1/2
   4 −2    0

 ൱. 

II- Calcul Matriciel : 

4. Vérification 𝐴ଶ = 𝐴 + 2𝐼ଷ (02pts) 

𝐴ଶ = 𝐴 × 𝐴 = ൭ 

   0 −2    4

−1/2    0 −2

   1/4 −1/2    0
 ൱ ൭ 

   0 −2    4

−1/2    0 −2

   1/4 −1/2    0
 ൱ = ൭

𝐿ଵ × 𝐶ଵ 𝐿ଵ × 𝐶ଶ 𝐿ଵ × 𝐶ଷ

𝐿ଶ × 𝐶ଵ 𝐿ଶ × 𝐶ଶ 𝐿ଶ × 𝐶ଷ

𝐿ଷ × 𝐶ଵ 𝐿ଷ × 𝐶ଶ 𝐿ଷ × 𝐶ଷ

൱ 

Où 𝐿௜ est la ieme ligne de la 1ère matrice et 𝐶௝ est la jeme colonne de la 2ème matrice du produit.  

Les éléments de la première ligne (0.5pts) 

𝐿ଵ × 𝐶ଵ = (0 −2    4) ൭

   0
−1/2
   1/4

൱ = (0)(0) + (−2)(−1/2) + (4)(1/4) = 0 + 1 + 1 = 𝟐.            

𝐿ଵ × 𝐶ଶ = (0 −2    4) ൭
−2
   0

−1/2
൱ = (0)(−2) + (−2)(0) + (4)(−1/2) = 0 + 0 − 2 = −𝟐. 

𝐿ଵ × 𝐶ଷ = (0 −2    4) ൭
   4
−2
   0

 ൱ = (0)(4) + (−2)(−2) + (4)(0) = 0 + 4 + 0 = 𝟒.       

Les éléments de la deuxième ligne (0.5pts)  

𝐿ଶ × 𝐶ଵ = (−1/2    0 −2) ൭

   0
−1/2
   1/4

൱ = (−1/2)(0) + (0)(−1/2) + (−2)(1/4) = 0 + 0 −
ଵ

ଶ
= −𝟏/𝟐. 
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𝐿ଶ × 𝐶ଶ = (−1/2    0 −2) ൭
−2
   0

−1/2
൱ = (−1/2)(−2) + (0)(0) + (−2)(−1/2) = 1 + 0 + 1 = 𝟐. 

𝐿ଶ × 𝐶ଷ = (−1/2    0 −2) ൭
   4
−2
   0

 ൱ = (−1/2)(4) + (0)(−2) + (−2)(0) = −2 + 0 + 0 = −𝟐.         

Les éléments de la troisième ligne (0.5pts)  

𝐿ଷ × 𝐶ଵ = (1/4   −1/2 0) ൭

   0
−1/2
   1/4

൱ = (1/4)(0) + (−1/2)(−1/2) + (0)(1/4) = 0 + 1/4 + 0 = 𝟏/𝟒. 

𝐿ଷ × 𝐶ଶ = (1/4   −1/2 0) ൭
−2
   0

−1/2
൱ = (1/4)(−2) + (−1/2)(0) + (0)(−1/2) = −1/2 + 0 + 0 = −𝟏/𝟐. 

𝐿ଷ × 𝐶ଷ = (1/4   −1/2 0) ൭
   4
−2
   0

 ൱ = (1/4)(4) + (−1/2)(−2) + (0)(0) = 1 + 1 + 0 = 𝟐. 

Ce qui nous donne : (0.5pts) 

𝐴ଶ = ൭ 

   2 −2    4

−1/2    2 −2

   1/4 −1/2    2
 ൱ = ൭ 

   0 −2    4

−1/2    0 −2

   1/4 −1/2    0
 ൱ + ቆ

2 0 0

0 2 0

0 0 2

ቇ = ൭ 

   0 −2    4

−1/2    0 −2

   1/4 −1/2    0
 ൱ + 2 ቆ

1 0 0

0 1 0

0 0 1

ቇ. 

En d’autre terme : 𝐴ଶ = 𝐴 + 2𝐼ଷ. 

5. La récurrence (01.5pts) 

On montre que pour tout 𝑛 ≥ 1 : 𝐴௡ =
ଶ೙ି(ିଵ)೙

ଷ
𝐴 +

ଶ೙ାଶ(ିଵ)೙

ଷ
𝐼ଷ                 (∗)  

Pour 𝑛 = 1, on a d’une part : 𝐴ଵ = 𝐴.  

Et en d’autre part : ଶభି(ିଵ)భ

ଷ
𝐴 +

ଶభାଶ(ିଵ)భ

ଷ
𝐼ଷ = 𝐴 + 0𝐼ଷ = 𝐴. 

Donc, 𝐴ଵ =
ଶభି(ିଵ)భ

ଷ
𝐴 +

ଶభାଶ(ିଵ)భ

ଷ
𝐼ଷ. D’où la propriété (∗) est vraie pour 𝑛 = 1. 

Supposons que 𝐴௡ =
ଶ೙ି(ିଵ)೙

ଷ
𝐴 +

ଶ೙ାଶ(ିଵ)೙

ଷ
𝐼ଷ, montrons alors 𝐴௡ାଵ =

ଶ೙శభି(ିଵ)೙శభ

ଷ
𝐴 +

ଶ೙శభାଶ(ିଵ)೙శభ

ଷ
𝐼ଷ. On a : 

 𝐴௡ାଵ = 𝐴௡ × 𝐴 = ቀ
ଶ೙ି(ିଵ)೙

ଷ
𝐴 +

ଶ೙ାଶ(ିଵ)೙

ଷ
𝐼ଷቁ × 𝐴 =

ଶ೙ି(ିଵ)೙

ଷ
𝐴ଶ +

ଶ೙ାଶ(ିଵ)೙

ଷ
𝐴 

         = ଶ೙ି(ିଵ)೙

ଷ
(𝐴 + 2𝐼ଷ) +

ଶ೙ାଶ(ିଵ)೙

ଷ
𝐴 =

ଶ೙ି(ିଵ)೙

ଷ
𝐴 +

ଶ೙ି(ିଵ)೙

ଷ
2𝐼ଷ +

ଶ೙ାଶ(ିଵ)೙

ଷ
𝐴  

         = ቀ
ଶ೙ି(ିଵ)೙

ଷ
+

ଶ೙ାଶ(ିଵ)೙

ଷ
ቁ 𝐴 +

ଶ೙శభିଶ(ିଵ)೙

ଷ
𝐼ଷ = ቀ

ଶ೙ି(ିଵ)೙ାଶ೙ାଶ(ିଵ)೙

ଷ
ቁ 𝐴 +

ଶ೙శభାଶ(ିଵ)೙శభ

ଷ
𝐼ଷ  

         = ቀ
ଶ×ଶ೙ା(ିଵ)೙

ଷ
ቁ 𝐴 +

ଶ೙శభାଶ(ିଵ)೙శభ

ଷ
𝐼ଷ =

ଶ೙శభି(ିଵ)೙శభ

ଷ
𝐴 +

ଶ೙శభାଶ(ିଵ)೙శభ

ଷ
𝐼ଷ. D’où (∗) est vraie pour 𝑛 + 1. 

Et par conséquent (∗) est vraie pour tout 𝑛 ≥ 1. 

III- On a la matrice 𝑏 = ൭  
4
2
2

  ൱  et l’équation matricielle (𝑆) ∶ 𝐴𝑋 = 𝑏. 

6. Montrons que 𝑨 est inversible et donnons son inverse (01.5pts)  

Il suffit de mettre l’expression ‘’𝐴ଶ = 𝐴 + 2𝐼ଷ’’ sous la forme 𝐴 × 𝐵 = 𝐼ଷ ou 𝐵 × 𝐴 = 𝐼ଷ.  
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On sait que : 𝐴ଶ = 𝐴 + 2𝐼ଷ ⟹ 𝐴ଶ − 𝐴 = 2𝐼ଷ ⟹
ଵ

ଶ
(𝐴ଶ − 𝐴) = 𝐼ଷ ⟹

ଵ

ଶ
(𝐴 − 𝐼ଷ)ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

஻

× 𝐴 = 𝐼ଷ. 

Cette derrière égalité signifie que 𝐴 est inversible et son inverse : 

𝐴ିଵ =
1

2
(𝐴 − 𝐼ଷ) =

1

2
൥൭ 

   0 −2    4

−1/2    0 −2

   1/4 −1/2    0
 ൱ − ቆ

1 0 0

0 1 0

0 0 1

ቇ൩ =
1

2
൭ 

−1 −2    4

−1/2 −1 −2

   1/4 −1/2 −1
 ൱. 

7. Résolution de l’équation matricielle (02pts) 

𝐴 est inversible, alors l’équation 𝐴𝑋 = 𝑏 admet une seule solution donnée par : 𝑋 = 𝐴ିଵ𝑏.           (0.5pts) 

Ainsi, 𝑋 =
ଵ

ଶ
൭ 

−1 −2    4

−1/2 −1 −2

   1/4 −1/2 −1
 ൱ ൭

 4 
2
2

൱ =
ଵ

ଶ
൭

𝐿ଵ × 𝐶ଵ

𝐿ଶ × 𝐶ଵ

𝐿ଷ × 𝐶ଵ

൱ =
ଵ

ଶ
൭

    0 
−8
−2

 ൱ = ൭
    0 
−4
−1

 ൱.                                   (01.5pts) 

𝐿ଵ × 𝐶ଵ = (−1 −2    4) ൭ 
 4 
2
2

 ൱ = (−1)(4) + (−2)(2) + (4)(2) = −4 − 4 + 8 = 𝟎. 

𝐿ଶ × 𝐶ଵ = (−1/2 −1 −2) ൭ 
 4 
2
2

 ൱ = (−1/2)(4) + (−1)(2) + (−2)(2) = −2 − 2 − 4 = −𝟖. 

𝐿ଷ × 𝐶ଵ = (1/4   −1/2 −1) ൭ 
 4 
2
2

 ൱ = (1/4)(4) + (−1/2)(2) + (−1)(2) = 1 − 1 − 2 = −𝟐. 

Corrigé De L’Exercice2 (05pts) On a le système (𝑆) suivant :  

(𝑆) ൝

𝑥ଶ  + 𝑥ଷ  =  1
𝑥ଵ  +  𝑥ଷ  =  3
𝑥ଵ  +  𝑥ଶ  =  4

 

1. La matrice des coefficients 𝑨 et la matrice augmentée 𝑨෩ (0.5pts)  

𝐴 = ൭
0    1    1
1    0    1
1    1    0

൱ ;  𝐴ሚ = (𝐴|𝑏) = ൭
0    1    1
1    0    1
1    1    0

อ
   1
   3
   4

൱ 

2. Ecriture matricielle de (𝑺) (0.5pts)  

En posant 𝑋 = ൭

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

൱, on a : (𝑆) ⇔ 𝐴𝑋 = 𝑏 ⇔ ൭
0    1    1
1    0    1
1    1    0

൱ ൭

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

൱ = ൭
1
3
4

൱. 

3. Vérification que (𝑺) est de Cramer (01pts) On a par Sarrus: 

det 𝐴 = อ
0    1    1
1    0    1
1    1    0

อ
0    1
1    0
1    1

อ = (0)(0)(0) + (1)(1)(1) + (1)(1)(1) − (1)(0)(1) − (0)(1)(1) − (1)(1)(0) 

                                          = 0 + 1 + 1 − 0 − 0 − 0 = 2 ≠ 0 

D’où le système (𝑆) est de Cramer. 

4. Résolution de (𝑺) par Cramer (03pts)  

Comme le système est de Cramer (det 𝐴 ≠ 0), il admet une unique solution 𝑋ത = ൭

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

൱ dont les 

composantes sont données par les formules de Cramer :                                                         (0.5pts)  

∎ 𝒙𝟏 =
ห𝑨𝒙𝟏

ห

|𝑨|
=

อ
𝟏    ଵ    ଵ
𝟑    ଴    ଵ
𝟒    ଵ    ଴

อ

ଶ
=

𝟔

𝟐
= 𝟑 ∎ 𝒙𝟐 =

ห𝑨𝒙𝟐
ห

|𝑨|
=

อ
଴    𝟏    ଵ
ଵ    𝟑    ଵ
ଵ    𝟒    ଴

อ

ଶ
=

𝟐

𝟐
= 𝟏 ∎ 𝒙𝟑 =

ቚ𝑨𝒙𝟑
ቚ

|𝑨|
=

อ
଴    ଵ    𝟏
ଵ    ଴    𝟑
ଵ    ଵ    𝟒

อ

ଶ
=

𝟎

𝟐
= 𝟎.  



 

4/4 
 

Où par la méthode de Sarrus, on a : 

∎ห𝑨𝒙𝟏
ห = อ

𝟏    1    1
𝟑    0    1
𝟒    1    0

อ
𝟏      1
𝟑      0
𝟒      1

อ = (1)(0)(0) + (1)(1)(4) + (1)(3)(1) − (1)(0)(4) − (1)(1)(1) − (1)(3)(0) 

           = 0 + 4 + 3 − 0 − 1 − 0 = 𝟔 .              (0.5pts)          

∎ห𝑨𝒙𝟐
ห = อ

0    𝟏    1
1    𝟑    1
1    𝟒    0

อ
0    𝟏
1    𝟑
1    𝟒

อ = (0)(3)(0) + (1)(1)(1) + (1)(1)(4) − (1)(3)(1) − (0)(1)(4) − (1)(1)(0) 

       = 0 + 1 + 4 − 3 − 0 − 0 = 𝟐 .            (0.5pts)  

∎ห𝑨𝒙𝟑
ห = อ

0    1    𝟏
1    0    𝟑
1    1    𝟒

อ
0    1
1    0
1    1

อ = (0)(3)(4) + (1)(3)(1) + (1)(1)(1) − (1)(0)(1) − (0)(3)(1) − (1)(1)(4) 

        = 0 + 3 + 1 − 0 − 0 − 4 = 𝟎.                   (0.5pts)               

Finalement, l’unique solution du système (𝑆) est :  𝑿ഥ = ൭ 
 𝟑 
𝟏
𝟎

 ൱                                    (01pts)  

Corrigé De L’Exercice3 (05pts) La résolution du système (𝑆) par Gauss : 

(𝑆) ൝

     𝑥 + 2𝑦 −  𝑧 = 2
−3𝑥 +  𝑦 + 2𝑧 = 1
−2𝑥 + 2𝑦 +  𝑧 = 2

 

∎ L’échelonnement de la matrice augmentée (02pts)  

𝐴ሚ = ൭
   𝟏    2 −1
−3    1    2
−2    2    1

อ
   2
   1
   2

൱
𝐿ଶ ← 𝐿ଶ + (3)𝐿ଵ

𝐿ଷ ← 𝐿ଷ + (2)𝐿ଵ
൭

𝟏    2 −1
0    𝟕 −1
0    6 −1

อ
   2
   7
   6

൱ 𝐿ଶ ⟵
1

7
𝐿ଶ 

       ൭
𝟏    2 −1
0    𝟏 −1/7
0    6 −1

อ
   2
   1
   6

൱ 𝐿ଷ ⟵ 𝐿ଷ + (−6)𝐿ଶ ൭

𝟏    2 −1
0    𝟏 −1/7
0    0 −𝟏/𝟕

อ
   2
   1
   0

൱ 𝐿ଷ ← −7𝐿ଷ ൭
𝟏    2 −1
0    𝟏 −1/7
0    0     𝟏

อ
   2
   1
   0

  ൱ = 𝐴ሚ௘ 

∎ Le système (𝑺𝒆) associé à la matrice 𝑨෩𝒆 (0.5pts) 

(𝑆௘) ൞

𝒙 + 2𝑦 −  𝑧 = 2

          𝒚 −
1

7
𝑧 = 1

                      𝒛 = 0

 

Le système (𝑆) admet une seule solution (Dans (𝑆௘) : nombre d’équations = nombre de variables). 

∎ La résolution de (𝑺𝒆) (01.5pts) 

Le système échelonné (𝑆௘) se résout par rapport aux variables principales 𝑥, 𝑦 et 𝑧. Par substitution, 
on obtient : 

൞

𝑥 = 2 − 2𝑦 +  𝑧

𝑦 = 1 +
1

7
𝑧        

𝑧 = 0                   

⟹ ൝
𝑥 = 2 − 2𝑦 +  𝑧
𝑦 = 1                  
𝑧 = 0                  

⟹ ൝
𝑥 = 0
𝑦 = 1
𝑧 = 0

 

∎ La solutions du système (𝑺) (01pts) L’unique solution du système est :    

𝑋 = ቆ  
𝑥
𝑦
𝑧

  ቇ = ൭
   0   

1
   0   

൱. 

Fin du corrigé 

 


