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Préface

Ce polycopié de cours présente les notions fondamentales des suites et séries numériques, ainsi
que des suites et séries de fonctions. Il est le fruit de mon expérience d’enseignement au sein du
département de Mathématiques et du département des Sciences et Techniques (ST).

Ce support s’appuie principalement sur les cours d’Analyse 3 dispensés en deuxieme année de
la spécialité Statistiques et Traitement Informatique des Données (STID), ainsi que sur les travaux
dirigés d’Analyse 1 en premiere année de la licence Mathématiques et Informatique (MI), et les
travaux dirigés de Math 3 en deuxieme année de la filiere Sciences et Techniques (ST).

J’ai eu le privilege d’enseigner ces modules, et je rapporte ici fidelement le contenu des chapitres
et des séances de travaux dirigés que j’ai assurés.

Les suites et les séries jouent un role fondamental en analyse mathématique et sont constamment
utilisées en calcul des probabilités. Etroitement lies & la notion de convergence, les suites et séries
numériques sont au cceur de la construction de nombreux objets mathématiques.

Par ailleurs, plusieurs fonctions fondamentales peuvent étre obtenues comme limites de suites
de fonctions ou comme sommes de séries de fonctions. L’étude de la continuité et de la dérivabilité
de ces fonctions mene naturellement a la notion essentielle de convergence uniforme.

Ce polycopié propose un cours détaillé sur les séries entieres et les séries de Fourier, qui

constituent respectivement les fondements de I'analyse complexe et de I'analyse de Fourier. Le
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contenu est rédigé de maniere a étre facilement accessible et assimilable par les étudiants.

De nombreux exemples, contre-exemples et exercices sont présentés de fagon progressive et
détaillée, afin de permettre une compréhension approfondie des nouvelles notions abordées.

Le premier chapitre porte sur les suites numériques. Il traite une partie essentielle du programme
de L1, a savoir les suites numériques réelles et complexes. Cette section constitue une révision
approfondie, visant a combler les lacunes fréquemment observées chez les étudiants.

Dans le deuxieme chapitre, apres avoir posé les définitions fondamentales, nous abordons d’abord
les séries numériques a termes positifs, puis nous détaillons les principaux criteres de convergence
dans le cas général, notamment le critere de Leibniz pour les séries alternées et le critere d’Abel
pour les séries semi-convergentes.

Le troisieme chapitre, intitulé Suites et séries de fonctions, est consacré a la présentation des
notions de base ainsi qu’a I'introduction des théoréemes fondamentaux relatifs aux différents types
de convergence des suites et séries de fonctions.

Enfin, le quatrieme et dernier chapitre est dédié a 1’étude de deux familles particulieres de séries
de fonctions : les séries entieres et les séries de Fourier. Nous y appliquons les résultats du chapitre

précédent a ces séries particulieres, qui présentent des propriétés remarquables de convergence.
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Suites numériques réelles et complexes

1.1 Généralités sur les suites numériques

Dans ce chapitre, IK désigne I'un des deux corps R ou C.

Définition 1.1. Soit £ un ensemble non vide. On appelle suite numérique de terme général u,,
toute application :
u:ACN — FE
n — u(n) = uy,
Lorsque FE est une partie de R (resp. C), on dit que la suite est réelle (resp. complexe).

On note une telle suite numérique par (u,),en, ou simplement (u,),, ou encore (uy,).

Exemples 1.1. 1. La suite (uy,), de terme général
1
un:1+%i, n € IN*,
n

est une suite de nombres complexes.

2. La suite (v,), de terme général

v, =ncosn, n€N,

est une suite de nombres réels.
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Définition 1.2. Soit (u,), une suite numérique. On appelle sous-suite ou suite extraite de (uy,),

toute suite (ug(n)), ol ¢ est une application strictement croissante de IN dans IN.

Définition 1.3. Une suite (u,), de nombres réels est dite majorée si
JAeR, VneN, u,<A.

Une suite (u,,), de nombres réels est dite minorée si
dBeR, VneN, u,>B.

Définition 1.4. On dit qu'une suite (u,), de nombres réels est bornée si elle est a la fois majorée
et minorée, c’est-a-dire :

IMeR, VYneN, |u,| <M.

Remarque 1.1. La notion de suite bornée s’étend naturellement au cas des suites a valeurs

complexes, en remplacant la valeur absolue par le module :

AMER, VneN, |u,| <M.

1.2 Limite d’une suite numérique réelle ou complexe et ses
propriétés

Définition 1.5. Soient (u,), une suite numérique et [ un nombre réel ou complexe. On dit que

(), admet [ pour limite si,
Ve > 0,3N(e) tel que Vn > N(e) = |u,, — | <,

et on écrit [ = lim wu,,.
n—-+o0o
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Exemple 1.1. Montrons que la suite de terme général

1
n=-—+1 (YneN
u 3n+ (Vn € N)

converge vers [ = 1.

On doit déterminer un entier N tel que, pour tout n > N, on ait

1
n—ll=1——-1| <e.
Ju | 3n ‘_6
Soit e > 0,
\ | 1 < 1 <
U, — 1l =|—| < —<¢
3n 3n
Cela donne
S 1
n> —.
— 3¢

1l suffit donc de choisir

ou | -] est la fonction partie entiére, pour avoir

1

3n

1
<—<¢g Vn>N.

n— 1 =
|tn — 1] <3

Définition 1.6. Une suite numérique est dite convergente si elle admet une limite finie {. Dans le
cas contraire, la suite (u,), est dite divergente.
Pour exprimer le fait que (u,), converge vers [, on dit que [ est la limite de (u,), lorsque n

tend vers 400, et on note

[= lim uw, ou wu, —I[, n— +oo.
n—4o00

Proposition 1.1. Soit (z,), une suite compleze. Alors (z,), converge vers une limite complexe | si

et seulement si les suites réelles Re(z,) et Im(z,) convergent respectivement vers Re(l) et Zm(l).
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Démonstration 1.1. Soit z = a + b un nombre complexe, alors

max(al, [b]) < |z| < |a] + [b]. (1.1)

On pose a, = Re(zy,) et b, =Im(z,), alors Re(z, —1) = a, —Re(l) et Im(z, —1) = b, —Im(l).
Soite > 0. Si|z,—1| < ¢, alors, par l'inégalité de gauche de (1.1), il en est de méme pour |a,—Re(l)]
et pour |b, — Im(l)|.

Réciproquement, si|a, — Re(l)] < 5 et |b, —Im(l)| < 5, alors, par I'inégalité de droite de (1.1),
|zn — 1| < e.

D’ou le résultat.

Remarque 1.2. Le résultat précédent permet de ramener [’étude d’une suite complexe a celle de

deuz suites réelles.

Théoréme 1.1. (Unicité de la limite)
Soit (un)nen une suite réelle ou complexe. Si la limite de la suite (uy,)nen existe, alors elle est

unique.

Démonstration 1.2. Supposons que la suite (uy,), converge vers les deux limites Iy et ly.

Soit € > 0. Il existe un rang ny tel que pour tout entier naturel n > nq, on ait :

9

et il existe un rang ny tel que pour tout entier naturel n > ns, on ait :

€
|Un — l2| S 5
Soit ng = max(ny,ns). Ainsi,

3

e
[l — Lo < |l — up| + [u 2| 2+2

= E&.

9
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On a donc montré que pour tout € > 0, |l; — l3| < e. Ce qui entraine que |l; — ls| =0, ou encore

ll - lg.

Propriétés 1.1. Soient (u,)nen €t (Vn)nen deux suites dans K, convergentes respectivement vers

les limites | et I'. Soit X un nombre complexe. Alors on a :

1. lim (u, +v,) =1+,

n—-+o0o

2. lim (u,v,) =10,

n—-+o0o

3. lim (Av,) = A/,

n—-+o0o

4. lim Ju,| =,
n—-+o00o

5. Si de plus U’ # 0, alors

. (un) l
Iim (— | = -.
n—+oo \ Uy, g

Proposition 1.2. Toute suite convergente est bornée. La réciproque est fausse.

Démonstration 1.3. Soit (u,), une suite convergente, de limite l. D’aprés la définition de la

limite, et pour € fixé€, il existe un entier ny tel que, pour tout n > ny, on ait
|“n - l‘ <eg,
d’ou, pour tout n > nq,
Jtn| = 1+ (un = D] < [I] €.
On en déduit que, pour tout n € N,
lun| < max(|l] + ¢, |uol, |ul, - - ., [tn,—1])-

Ainsi, la suite (uy,), est bornée.
Pour voir que la réciproque est fausse, il suffit de considérer la suite (u,), donnée par son terme
général

u, = (—=1)",

10



1. Suites numériques réelles et complexes H.TABTI

qui est bornée mais divergente.

Proposition 1.3. Soient (u,), et (v,), deux suites numériques telles que lim wu, =0 et (v,),
—_— n——+o00

est bornée. Alors,

nl_lgloo(unvn) = 0.

Démonstration 1.4. Soit M > 0 fixé tel que, pour tout entier n, on ait |u,| < M. Soit € > 0.

Puisque (uy), tend vers 0, en appliquant la définition de la limite et en remplagant € par 7, on a :
Il existe un entier N tel que pour tout n > N, on ait |u,| < 7. 1l en résulte que, pour tout n > N,
on a

€
[unvn| = |un||vn] < MM =g,

ce qui montre que la suite (u,v,) tend vers 0.

Exemple 1.2. Pour calculer

. cos(n®*+1)
lim ———
n—+oo  nS 4 4n

)

on pose

1

5—|——4 et VUp = COS(TL2 + 1)
n n

Up =

On sait que

cos(n+1) <1 VneN,

et que
1

lim ——— =0
n—1>I-iI-1<>o nd +4n

La proposition précédente nous permet de conclure que

cos(n? + 1)
n—+oo S 4 4n

11
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1.3 Criteres de convergence pour les suites réelles ou com-

plexes

Proposition 1.4. De toute suite numérique (u,), convergente vers la limite l, on peut extraire

une sous-suite convergente qui a pour limite [.

Démonstration 1.5. Soit ¢ > 0. [l existe un entier N € N tel que, pour tout n > N, on ait

|, — 1] < €. Pour tout n > N, on a ¢(n) > n > N. Par conséquent, |uym) — | < e pour tout
n > N.
Remarque 1.3. Cette proposition donne des critéres de divergence :

1. Si on peut extraire de (uy,), une suite divergente, alors (uy), diverge.

2. Si on peut extraire de (uy), deux suites convergeant vers des limites différentes, alors (up)n

diverge.

Par exemple, la suite u, = (—1)3" diverge, car la suite des termes pairs converge vers 1, et la suite

des termes impairs converge vers —1.

Définition 1.7. Deux suites (u,), et (v,), sont équivalentes si et seulement s’il existe une suite

numérique (a,) convergente vers 1 et vérifiant

. Unp, .
lim — = lim a,.
n—-+oo Un n—-+4oo

On écrit u,, ~ v, lorsque n — +oc.

Théoréeme 1.2. (Critére d’équivalence)

Si (Un)n €t (Vy)n sont deuz suites numériques équivalentes, alors elles sont de méme nature.

Démonstration 1.6. Evident.

12
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Théoreme 1.3. Soit (u,), une suite de nombres réels.

1. Si (uy), est croissante et majorée, alors elle a une limite finie, et de plus on a :
lim wu, = supu,.
n—+00
2. Si (up)n est décroissante et minorée, alors elle a une limite finie, et de plus on a :
lim w,, = inf u,,.
n—-+00

Définition 1.8. On dit qu'un nombre [ est une valeur d’adhérence d’une suite (u,), s’il existe une

sous-suite de (uy,), qui converge vers .

Théoréme 1.4. (Bolzano- Weierstrass)

Toute suite bornée dans K possede au moins une valeur d’adhérence.

1.3.1 Criteres de convergence d’une suite de Cauchy

Définition 1.9. On dit qu’une suite (uy,), (réelle ou complexe) est une suite de Cauchy si la

condition suivante est vérifiée :
Ve >0,dN(e) e N, Vp,g > N = |u,—u,| <e.
Lemme 1.1. Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration 1.7. Soit (u,), une suite convergente vers | (une limite réelle ou compleze). Soit

e > 0. Alors, il existe un entier N € N tel que, pour tout n > N, on ait

|un_” <

Do ™

Mazis alors, pour p,q > N, nous avons
[up — ug| = [(up — 1) — (ug = D) = |up — | + Jug — 1] <e.

Donc, (uy), est de Cauchy.

13
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Lemme 1.2. Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration 1.8. Soit (u,), une suite de Cauchy. D’aprés la définition, en fizant € = 1, on

trouve qu’il existe un entier N tel que, pour tout p,q > N, on ait
|up — ug| < 1.
En prenant ¢ = N, on trouve que, pour tout p > N, on a
up| = |un + (up — un)| < un| + 1.
On en déduit que, pour tout n € N,
|un| = max(jun| + 1, |uol, |ui, - -, |Jun—1])-
Ainsi, la suite (uy), est bornée.

Lemme 1.3. Si une suite de Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge vers cette

valeur.

Démonstration 1.9. Soit (u,), une suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérence . Montrons

que (uy), converge vers l. Soit € > 0. Comme (u,), est de Cauchy, il existe N € N tel que, pour
tout p,q > N, on ait

|up — uy| <

D’autre part, on peut choisir une suite (ugn)) extraite de (uy), qui converge vers l. Il existe donc

un entier M tel que, pour tout ¢p(n) > M, on ait

|ugm) — | <

N ™

Comme la suite ¢ est strictement croissante, on sait que ¢p(n) > n pour tout n. Ainsi, pour

n > max(M, N), nous avons simultanément ¢(n) >n > N etn > M. D’ou

[un — 1| = |un — ugm)| + lugm) — I <e.

14
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Ainsi, la suite (uy), converge vers .

Théoréme 1.5. Une suite numérique (réelle ou complexe) converge si et seulement si c¢’est une

suite de Cauchy.

Démonstration 1.10. On a montré que toute suite convergente est de Cauchy. Réciproquement,

soit (up)n une suite de Cauchy. Montrons qu’elle converge dans K. La suite (uy), est bornée.
D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, (uy,), admet au moins une valeur d’adhérence dans
K. On en déduit que (uy,), converge (vers cette valeur).

Ainsi, pour montrer la convergence d’une suite (réelle ou complexe), il suffit de vérifier que celle-ci

est de Cauchy.

1.4 Suites réelles

1.4.1 La monotonie

Définition 1.10. Une suite (u,), est dite croissante (resp. décroissante) si

Vn €N, upy > u,  (resp. U < up).

Une suite est dite monotone si elle est croissante ou décroissante.
Si les inégalités précédentes sont strictes, la suite (u,), est dite strictement croissante (resp.

strictement décroissante).

15
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Exemple 1.3. La suite (uy), de terme général

<
3
Il
=
] 3
N
| =

est strictement croissante. En effet,

e TN | 1
u”“_u":ZE_ E:n+1>0’ Vn € N.
k=1 k=1

1.4.2 Critere de convergence pour les suites réelles

Théoreme 1.6. (Critére des suites monotones)

Soit (uy,), une suite de nombres réels.

1. Si (up), est croissante et majorée, alors elle a une limite (finie) et de plus on a :

lim wu, = supu,.
n—-4o00

2. Si (uy), est décroissante et minorée, alors elle a une limite (finie) et de plus on a :

lim wu, = infu,.
n—-+4o0o

Exemple 1.4. Soit la suite (w,), de terme général

(D () )

Tous les termes du produit sont strictement positifs, donc w, > 0 pour tout n > 0. Par ailleurs,

Wn41 1
=(1- <1
Wy, ( 2n + 3)

Donc la suite (wy,), est décroissante. Comme de plus elle est minorée par 0, elle est convergente

d’apres le critére des suites monotones.

16
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Théoreme 1.7. Soient (uy), et (v,), deuz suites réelles convergentes telles que pour tout

nelN, wu, <uv,.

Alors

lim u,, <limwv,,.

Théoréme 1.8. (Théoréme des Gendarmes)

Soient (uy,), (a,) et (b,) trois suites réelles telles qu’a partir d’un certain rang, on ait

by < up < ay,.

- Si (ap)y et (bp)n sont convergentes et de méme limite 1, alors (uy,,), est convergente et sa limite

est égale a l.

Démonstration 1.11. On a, pour tout n € N,

Ogan_ungan_bn'

Comme (by,) et (a,) convergent vers une méme limite, la suite (a, — b,) tend vers 0. Soit € > 0,

alors il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on ait

0<a, —u,<a,—b, <e.

Ce qui montre que (a, —by,) tend vers 0. Comme (a,) converge vers l, on en déduit que

Up = Qp — (an _un)

converge vers [.

17
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Exemple 1.5. On considére la suite (u,), de terme général

On a

|sinn| <1, pour tout n € N*.

Ce qui entraine que

-1 sinn 1 .
— < < —, pour tout n € N*.
n n n
Ainsi,
. . sinn o1
lim — < lim < lim -—.
n—+oo N n—+oo N n—+oo N
La suite (ay,) de terme général
1
ap, = —
n

a pour limite

1
[= lim a,= lim — quw: tend vers 0.
n—-+oo n—+oo N,

Il en est de méme pour la suite de terme général

Le théoréme d’encadrement des Gendarmes permet de conclure que la suite (uy,), converge vers (.

Théoréme 1.9. (Suites adjacentes)

Soient (uy), et (vy)n deuz suites réelles telles que :
1. (up), est croissante.
2. (vn)n est décroissante.
3. (Up — Up)n converge vers 0.

Alors (uy), et (vy), convergent vers une méme limite.

18
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Démonstration 1.12. On remarque que la suite (v, — u,) est décroissante et converge vers (.

Nous avons donc, pour tout n € N,
Un, S Un+1 S Un+1 S Un.

Ainsi, (uy,), est croissante et majorée par vy, donc elle converge vers une limite finie . De méme,
(vn)n est décroissante et minorée par ugy, donc elle converge. Ainsi, (uy,), et (v,), convergent, et

elles ont la méme limite | puisque (v, — u,) converge vers 0.

19
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1.5 Exercices

Exercice 1.1. En utilisant la définition, montrer que :
1. La suite de terme général u, = (—1)" est divergente.
2. La suite de terme général u, = 2 + % converge vers 2.

. . . 2
3. La suite de terme général w, = ——

7 converge vers 0.

Exercice 1.2. FEtudier la nature des suites suivantes :

n — T 71 . a0 n — 1 7, 4 ) n — _k )

=Xy e () = e
k=1 k=1 k=0

en précisant leur comportement pour n — 00.

Exercice 1.3. Soient (uy), et (v,), deuz suites définies par :

- 1 1
un:k21+g, vn:un—l—m.
=0

1. Montrer que ces suites convergent vers une méme limite [.

2. Montrer que | ¢ Q.

Exercice 1.4. Etudier la nature des suites suivantes :

i 1 cos(n?) +1 1
Up = = Un= 55 Wn= 7
—~ Vn?+k n?+4n + 2 —~k

en précisant leur limite si elle existe.

Exercice 1.5. Soit la suite de nombres complexes (uy,), définie par ug = « et la relation de

récurrence :

Uy A ||
Upt+1 = T
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1. Suites numériques réelles et complexes H.TABTI

1. Déterminer la suite (Jmuy,), et calculer sa limite.
2. Montrer que les suites (|uy|)n et (Reu,), sont monotones.

3. En déduire que (uy,), est convergente et que sa limite est un nombre réel.
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2

Séries numériques

2.1 Généralités sur les séries numériques

Définition 2.1. Soit (u,), une suite réelle (ou complexe). La somme formelle

Zun:u0+u1+--~+un+...
n>0

est dite une série de terme général u,,. On note aussi la série de terme général u,, par

S

n>0

ou, tout simplement,

S

2.1.1 Quelques exemples de base de séries numériques
1. La série géométrique : c’est la série de terme général
U, =aq", a+#0, néeN,

ou ¢ est la raison de la suite (u,),. Elle est notée par

Z aq”.

n>0
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2. Séries numériques H.TABTI

2. La série harmonique : c’est la série de terme général
1

U, =—, n>1
n

On la note par

1
U, =—, n>1 a€clR
/rLOé
On la note par
1
nO[
n>1
Définition 2.2. On pose
Sn = Uk
k=0

La suite (S,,), est appelée la suite des sommes partielles de la série ) u,.

2.1.2 Convergence

Définition 2.3. Une série de terme général u,, est dite convergente si la suite des sommes partielles

(Sn)n est convergente. La limite de la suite (.S,,),, notée S, est appelée somme de la série > u,,, et

on note :
o0
S = lim S, = g Up.
n—oo
k=0

Définition 2.4. Une série qui n’est pas convergente est dite divergente.

Définition 2.5. Une série de terme général u,, est dite divergente si la suite des sommes partielles

(Sp)n diverge.
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2. Séries numériques H.TABTI

Exemple 2.1. La série géométrique

Za”, a € R*

converge si |a| < 1. En effet, soit sa suite des sommes partielles (S,) de terme général

n

On a

Exemple 2.2. Soit la série de terme général

1
un:log<n+ >, n =1,
n

cette série diverge car

+1
Sp o= Y u=log (” ) =3 log(k + 1) — log(k)
k>1 n k>1

= (log2—1log1l) + (log3 —1log2) + - -+ (logn — log(n — 1))

= logn.

Ainsi,

lim S, = lim logn = +oo.
n—-+0o n—-+00

Comme la suite des sommes partielles (S,,) diverge, la série Y u, est également divergente.

Remarque 2.1. La série de terme général complexe > R(u,) + Z(u,) converge si et seulement si

les deux séries > R(u,) et > I(uy,) convergent.

Définition 2.6. La série

>

n>m+1
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2. Séries numériques H.TABTI

est appelée le reste d'ordre m de la série Y -, u,.

Théoréme 2.1. Soient > u, et Y v, deux séries numériques.

Si les séries Y uy, et > v, convergent, alors pour tout A\, u € R ou C, la série

)\Zun+u2vn

CONvVerge aussi.

Démonstration 2.1. Soient (S,) et (S)) les suites des sommes partielles de > u, et Y v,

respectivement, avec des sommes S et S'. On a

lim [AS, 4+ uS)]=X lim S,+pu lim S, =AS+uS =5" (fini).
n—-+o0o n—-+o0o

n—-+o0o
Ainsi, la série XY u, + p Yy v, converge.
Corollaire 2.2. 1. Si l'une des deux séries > u, ou Y v, diverge et l'autre converge, alors
> (un + vy,) diverge.

2. Siles deux séries > u, ety v, sont divergentes, on ne peut rien conclure.

2.1.3 Criteres de convergence

Proposition 2.1. (Condition nécessaire de la convergence (CNC))
Si la série Y u, converge, alors la suite (uy), tend vers zéro.
<Zun:S:> lim un:0>.
n—oo
n>0
Remarque 2.2. La contraposée de ce résultat est souvent utilisée : une série dont le terme général

ne tend pas vers 0 ne peut pas converger.
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2. Séries numériques H.TABTI

Démonstration 2.2. On a, pour tout n € N,

Uy — Sn — Sn—l-

Comme Y u,, converge, la suite (S,,) est convergente vers la somme S de la série. 1l en est de méme

pour la suite (Sy_1)nen. Ce qui implique que

lim w, = lim (S, —S,_1) =S5 —S5=0.

n—oo n—oo

Remarque 2.3. ATTENTION La condition lim,,_,. u, = 0 est nécessaire pour la convergence
de la série Y u,, mais elle n’est pas suffisante.

En effet, prenons l’exemple suivant :

1
lim w, = lim log (1 + —> =0,
n

n—-+o0o n—-+o0o

ce qui montre que la suite (u,) converge vers zéro. Cependant, la série Zn21 log (1 + %) diverge.

Pour le montrer, on peut écrire la somme partielle :

n

Zlog (1 + %) = Z (log(k + 1) —log(k)) = log(n + 1).
k=1

k=1

Ainsi, la somme partielle log(n + 1) diverge lorsque n — +00, ce qui prouve que la série diverge.

Proposition 2.2. (Critére de Cauchy)
La série de terme général u,, converge si et seulement si, pour tout € > 0, il existe un entier N tel

que pour tout n > N et pour tout p € N*, on ait :

n-+p

>

k=n+1

<e.

Démonstration 2.3. La suite des sommes partielles (S,,) converge si et seulement si elle est de

Cauchy. Pour conclure, il suffit de remarquer que

n+p

Snip—Sn=>_

k=n+1
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2. Séries numériques H.TABTI

2.2 Série de terme général positif

Définition 2.7. Une série ) u, est dite une série de terme général positif si w, > 0 pour tout

n € N.

Théoreme 2.3. Une série de terme général positif u,, est convergente si et seulement si la suite de

ses sommes partielles est majorée, c’est-a-dire, il existe un réel A tel que pour tout entier n on ait :

k=0

2.2.1 Criteres de Convergence

1. Critere de comparaison

Théoreme 2.4. Soient > u, et v, deuzr séries a termes positifs. On suppose qu’il existe

ng > 0 tel que pour tout n > ng, on ait

Si > v, converge, alors Y u, converge.
Si > u, diverge, alors > v, diverge.

Démonstration 2.4. On note, pour tout n > ny,

Sp=1Upy + - +u, et T, =v, + -+,
Les suites (Sp)nsng €t (Tn)nsn, SONt croissantes, et de plus, pour tout n > ng, on a
S, <T,.

Si la série Y v, converge, alors la suite (T,,) converge vers une limite T'. La suite (S,) est
croissante et majorée par T, donc elle converge, et par conséquent, la série »  u, converge

27



2. Séries numériques H.TABTI

auUSSst.
Inversement, si la série Y u, diverge, alors la suite (S,) tend vers +o0, et il en est de méme

pour la suite (T),).
2. Critere de comparaison avec la série de Riemann n%

Théoreme 2.5. Soit > u, une série de terme général positif. Si u, ~ n% lorsque n — o0,

alors :
(a) La série Y u, est convergente si o > 1.

(b) La série > u, est divergente si o < 1.

Exemple 2.3. La série ) 2n4i—n+3 est convergente. En effet, on a l'inégalité suivante pour

n suffisamment grand :

1
— < —
2nt4+n+3  2nt

s . 1 P . ;. 1
Or, la série )z est convergente. Par le critére de comparaison, la série ) | 5o converge

également.

3. Critere d’équivalence

Théoreme 2.6. Soient Y u, et > v, deuzr séries a termes positifs telles que u,, ~ v, lorsque
n — +oo. Alors,

— Les séries sont de méme nature, c’est-a-dire, elles convergent ou divergent toutes les deu.

Démonstration 2.5. On a

Up ~ VU, = m =1 e Ve > 0,3IN,¥n > N, 0 < (1—¢)v, < up, < (14€)vy,.

n—-+oo Un

Cela entraine

Z(l —&)v, < Zun < Z(l +¢e)v,, Vn > N.
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2. Séries numériques

1l suffit d’appliquer la regle de comparaison pour montrer que les séries sont de méme nature.
En effet, si > v, converge, alors (14-€) > v, converge aussi, et d’apres la régle de comparaison,

> u, converge.

Si > v, diverge, il en est de méme pour (1 — &)Y v, ce qui entraine la divergence de > uy,.

Exemple 2.4. La série ) ﬁ est convergente. En effet, on a :

> 0, pour tout n € N,

1
An441
- Et ﬁ ~ # lorsque n — +00.

D’aprés le critére d’équivalence, la série Y = et la série Y 15 sont de méme nature.

Or, 3 1 est une série de Riemann convergente, car il s’agit d’une série de la forme - -

avec p =4 > 1, ce qui garantit la convergence de la série.

. N s L. 1 .
Ainsi, par le critére d’équivalence, on conclut que la série » T st également convergente.

4. Regles de Cauchy et de d’Alembert

Théoreme 2.7. (Régle de Cauchy)
Soit > u, une série de terme général positif et soit L = nh—>r2<> W, (éventuellement infini).
Alors,
(a) Si L <1, la série Y u, converge.
(b) Si L > 1, la série diverge.
(Si L =1, on ne peut rien conclure.)

Démonstration 2.6. (a) Supposons L < 1 et soit a tel que L < a < 1. Il n’existe qu’un

nombre fini d’entiers n tels que /u, > a. On peut donc trouver un entier N (dépendant

de a) tel que pour n > N, on ait /u, > a. A partir de ce rang N, on a alors u, < a™.
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Par comparaison avec la série géométrique » . a™ qui est convergente, on conclut que
> uy, converge.
(b) Si L > 1, il existe une infinité d’entiers n tels que /u, > 1, ce qui implique que u, > 1.

Le terme général de la série ne tend pas vers 0, donc la série » u, diverge.

n2
Exemple 2.5. Soit la série de terme général u,, = (1 — %) .

On commence par examiner {/u, pour n >1 :

i = (1= 2)" = exp (g (1- 2)).

n

Pour n suffisamment grand, on peut utiliser le développement de log (1 — %) autour de 0 :

Ainsi, on obtient :

i = exp (n <—% +o (%))) — exp(—a+ o(1)).

En prenant la limite lorsque n — 400, on a :

lim /u, = exp(—a).

n—oo

Puisque exp(—a) < 1, il en découle que la série Y u, est convergente d’apres le critére de

Cauchy.
Théoréme 2.8. (Régle de d’Alembert)

Soit > u,, une série de terme général positif. On note

. un+1
L = lim .
n—00 Uy

Alors,
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(a) Si L <1, la série Y u, converge.
(b) Si L > 1, la série diverge.
(Si L =1, on ne peut rien conclure.)

Démonstration 2.7. La démonstration est analogue a celle de la regle de Cauchy, en

remplagant /u, par “2.
Exemple 2.6. Soit la série de terme général positif u,, = %, pour n € N.

On souhaite utiliser le critere de d’Alembert pour étudier la convergence de cette série. Calculons :

g Untl (n+1)exp(—(n+ 1))

L=
n—-+00 Uy, n—-o0 (n + 2) exp(—n)

Cela donne :

(n+1)

L= lim
n—+4-00 (n + 2)

exp(—1).
En simplifiant, on obtient :

n+1

L =exp(—1) lim

n—+oo N +

=exp(—1)-1=exp(—1).

Or, exp(—1) < 1, ce qui implique, d’apreés le critére de d’Alembert, que la série Y u,, est conver-

gente.

Ainsi, la série Y u, est convergente.

2.3 Séries a termes réels, de signe quelconque, ou a termes

complexes

Définition 2.8. Une série numérique > u,, est dite absolument convergente si la série Y |u,| est

convergente.
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Théoreme 2.9. Toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration 2.8. Soit € > 0. Puisque la série Y |u,| converge, il existe un entier N tel que

pour tout n > N et pour tout m > N, on ait :

n+m n+m
E Up| < E lun| < e.
n+1 n+1

D’apreés linégalité triangulaire, on en déduit que la série satisfait au critere de Cauchy, et donc

> u, converge.
Remarque 2.4. La réciproque du théoreme précédent est fausse.

Définition 2.9. Une série numérique qui converge mais qui ne converge pas absolument est dite

semi-convergente.

2.3.1 Criteres de convergence

1. Criteres de la convergence absolue Les criteres de la convergence absolue sont ceux des

séries a termes positifs appliqués a (|uy,|).
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2. Séries numériques

cosn

Exemple 2.7. Soit la série ), -, ‘HQH .

On a linégalité suivante pour tous n € N :

1
—n241

cosn
n?2+1

S S cosn ind g 1 ’ -1 .
Ainsi, la série ), - |n2+1’ est dominée par la série Y, - w5y, C'est-a-dire ;

L. 1 L. s . 1 .
Or, la série Y, o w2 €st une série convergente (c’est une série de type Y, oz, qui est

convergente).

Par le critére de comparaison avec une série convergente, on conclut que la série

cosn 5
> 0 ‘n2+1| est également convergente.

Ainsi, la série Y, o, 5% est absolument convergente.

n2+1
2. Critere d’Abel

Théoreme 2.10. (Critére d’Abel)
Soit Y u, une série numérique telle que u, = a,b, pour tout entier n > 0. On suppose que :
— La suite (a,) est une suite réelle ou compleze qui tend vers 0 en décroissant, c’est-a-dire

an N\ 0 lorsque n — 4o00.

— Les suites (b,) sont réelles ou complezes, et il existe une constante M > 0 telle que, pour

tousmn >0 et m >n, on ait

< M.

m
> b
k=n
Alors, la série Y u, converge et, pour tout n € N, on a :

00
|Rn‘ = Zun < ManJrl-
n+1

Démonstration 2.9. On vérifie pour »_ u, le critere de Cauchy. Soit € > 0. Puisque la

suite (uy), tend vers 0, il existe un entier N tel que pour tout n > N, on ail a, < 7. Alors,
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pour tous m >n > N, on a, d’aprés le lemme précédent (en modifiant les indices) :

Z akbk

n+1

m
D u

n+1

S Man—i—l S €.

D’ou, le résultat du théoreme.

2.4 Séries alternées

Définition 2.10. On appelle série alternée toute série de terme général (—1)"a,, ou (a,) est

une suite réelle de signe constant.

‘0 s 2 —1ntl 4o s
Exemple 2.8. La série de terme général ) -, % est une série alternée.

Théoreme 2.11. (Critére de Leibnitz)
Soit (a,) une suite a termes positifs, décroissante et tendant vers 0. Alors la série alternée » (—1)"a,

est convergente. De plus, sa somme S vérifie :

Sont1 <8 < Sy, pour tout n,

et son reste R,, d’ordre n vérifie :

’Rn| < Qpy1-

Démonstration 2.10. On montre que les suites (Say,) et (Sony1) sont adjacentes. En effet, puisque

la suite (a,) est décroissante, on a :

Sonta — San = Qopyo — Aopy1 <0, et Sopis — Sopt1 = Aopt2 — A2pt3 > 0.

De plus, Sop — San—1 = aap tend vers 0. Ainsi, les suites (Sa,) et (Sani1) sont adjacentes, et

donc elles convergent et ont la méme limite. La série Y (—1)"a, est donc convergente, et pour tout
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n, on a :

52n+1 S S S SQn'

On en déduit que :

|Ran| = |S — San| < Sopn — Sont1 = agni1,

|Ront1| = |S — Sant1] < Sont1 — Sonta = aonio.

Donc, on a |R,| < an+1 pour tout entier naturel n.

(1"

—— est convergente. En effet, soit (a,) la suite

Exemple 2.9. La série de terme général u,, =

de terme général a, = #

Ona:
(ay) est une suite décroissante,
: , 1
lim a,= lim — =0.
n——+0o00o n—+oo n2

D’aprés le critére de Leibniz pour les séries alternées, la série Y -, u, converge.
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2.5 Exercices

Exercice 2.1. Etudier la nature des séries suivantes, en utilisant les suites des sommes partielles

Sy :

Zm, S log (nj—l) S exp(—n).

n>1 n>1 n>0

Exercice 2.2. Ftudier la nature des séries suivantes :

n n! 1 3n (2n+1) 1 /n+1 " A
i Tw Ty Sles) 0 wlh) o T

n>1 n>1 n>1 n>1 n>1

Exercice 2.3. Etudier la convergence des séries suivantes et préciser s’il s’agit de convergence

absolue, semi-convergence ou divergence :

(_1>n (_1)n+1 ' 1+(_1>n\/_
DB DI D B K L D D LN DR

n>1 n>1 n>1 n>1 n>1

Exercice 2.4. Ftudier la nature des séries de termes généraux suivants :

2+)" 1 —1)"
L (-1)
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Suites et séries de fonctions

3.1 Suites de fonctions

On notera §(£, C) 'ensemble des fonctions définies sur une partie non vide E C R et a valeurs

dans C.

3.2 Définitions

Définition 3.1. Une suite de fonctions définies sur une partie £ de R est une application de
IN dans ’ensemble des fonctions §F(F, C). Autrement dit, & chaque entier n € IN, on associe une

fonction f,. La suite est dite de terme général f,(x), et on la note (f,).

Exemple 3.1. Soit la suite de fonctions définie par :
72

Ty "N

fo  R— R, z+— fu(x)

La suite (f,) est donc une suite de fonctions dont le terme général est :

x2

T2+ 3

()

Définition 3.2. (Convergence simple)

Soit f une application de I dans C. On dit que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers
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f sur E si, pour chaque x € E fixé, la suite numérique (f,,(x)) converge vers f(z). En d’autres
termes,

Vee E\Ve>0,AN e NNVne N:[n> N = |f.(z) — f(z)| < €.

On dit alors que f est la limite simple sur E de la suite de fonctions (f,,) et on écrit :

f=1lm f, ou f,—f, n— oo.
n—oo

Exemple 3.2. La suite des fonctions définies sur [0,1] par

folz) =2
converge simplement vers la fonction f définie par :
0, sixzel0,1];
1, six=1.

On remarque que toutes les fonctions (f,) sont de classe C* sur [0, 1], alors que la fonction limite

f n’est méme pas continue !

Remarque 3.1. La limite d’une suite simplement convergente de fonctions continues n’est pas

nécessairement continue.

Définition 3.3 (Convergence uniforme d’une suite de fonctions). On dit que la suite (f,,) converge
uniformément vers f sur E si et seulement si, pour tout € > 0, il existe N € IN tel que, pour tout
n > N, on ait

Vee B |fu(z) — f(x)] <e
Autrement dit,

Jim |fo = £ = Jim sup| £,(x) ~ ()| =0.
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Proposition 3.1. Si la suite (f,) converge uniformément sur E wvers f, alors elle converge

simplement sur E vers f.

Démonstration 3.1. Cela découle immédiatement des définitions.

Exemple 3.3. Soit la suite de fonctions (f,) définie par

1
S — R.
fal2) nopma T "€

On a pour tout x € R fizé,

lim f,(x) = lim (;m:?) +x) =z

n—o0 n—o0 neXp(
De plus,
) ) ) o1
lim ||f, — f|| = lim sup|f,(z) — f(x)] = lim sup —————| = lim — =0.
n—00 n—00 LR n—o0 4eg |nexp(nx?)| nocon

Ainsi, la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f sur R.

3.3 Ciritere de Cauchy pour la convergence uniforme

Théoreme 3.1. Soit (f,) une suite d’applications de 'ensemble E dans [’espace vectoriel normé

F. Pour que la suite (f,,) soit uniformément convergente sur E, il faut et il suffit que
Ve>0,AN e NNVn > N etp> N, Ve e E: |fu(z) — fo(2)] <e

Démonstration 3.2. Si la suite (f,) converge uniformément vers f sur E, alors

Ve>0,INeN,Yn>N, VreE: yfn(x)—f(x)ygg.
Sin >N etp> N, alors pour tout v € F,
€ €
[ful@) = fo(@)] < ful2) = f@) +1fp(2) = fl@)l < 5 + 5 =€
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Inversement, supposons que cette condition soit vérifiée. Pour chaque x € E, la suite (f,(x)) est
de Cauchy dans C, donc elle converge si E est complet. D’aprées les conditions du théoréme, pour

chaque € > 0, il existe N € IN tel que pour tousn > N et p > N,

|fo(@) = fo(2)] < e

En faisant tendre p vers oo, on obtient

Ve E, VnzN, [fu(z) - f(z)]| <€

ce qui signifie que la suite (f,) converge uniformément vers f.

Exemple 3.4. Soit (c,) une suite bornée de nombres complezes. Considérons la suite (f,) définie

par
n

fn(z):chzk dans E={ze€C:|z| << 1}.

k=0

Alors, on a

n—+p

E Cka

k=n+1

n+p n+p

Mot
<M Z |2F| < M Z 6% = — 0 lorsque n — 4oq.

|fn(2) = frip(2)] = T

3.4 Théoremes fondamentaux sur les suites uniformément

convergentes

3.4.1 Continuité

Théoréeme 3.2. Soit (f,) une suite de fonctions continues sur une partie I de E =R ou C. Si

(fn) converge uniformément sur I vers une limite f, alors f est continue sur I.
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Démonstration 3.3. Soit € > 0. Comme (f,) converge uniformément vers f, il existe N € N tel

que :

Vn> N, Ve el, |fu(z)— f(2)| < %
Fizons ng > N. Comme f,, est continue en xy € I, il existe 6 > 0 tel que :
=0 <6 = [fun(e) = fuolao)] < 3.
Alors, pour tout x tel que |x — x| < 9, on a :
[f (@) = f@o)| < [f(2) = fro (@) + [ o () = fino (@0)| + [ fro (x0) — f(0)] < e
Ainsi, [ est continue en xy. Comme xq est arbitraire, f est continue sur I.

Corollaire 3.3. Si (f,) est une suite de fonctions continues sur I et converge uniformément vers

f, alors f est continue sur I.
Remarque 3.2. 1. La limite d’une suite de fonctions continues peut étre discontinue si la
convergence n’est pas uniforme.

2. La convergence uniforme est une condition suffisante pour garantir la continuité de la limite,

mazis elle n’est pas nécessaire.

3.4.2 Intégration

Théoréme 3.4. Soit (f,) une suite de fonctions intégrables sur un intervalle I = [a,b] C R. Si
(fn) converge uniformément vers une limite f, alors :
1. f est intégrable sur [a,b];

2. la limite et ["intégrale peuvent s’intervertir :

n—o0

lim : fo(2) dr = / ’ lim £, (x)dr = / o) dr.
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Démonstration 3.4. Comme f, est intégrable, il existe pour chaque n des fonctions en escalier

Ony O, 2 [a,b] — R telles que :
1.V € [a,b], |fu(z) = dn(2)] < On(z)
2. fab On(x)dz < L.

Puisque (f,) converge uniformément vers f, posons

en = sup |fu(z) — f(z)] = 0 lorsque n — oo.
z€[a,b]

Alors, pour tout x € [a,b] :
et
b b 1
[ @) = 1@lds < cao-a)+ [ 0,3 <0 -0+ 1 0

D’apres le théoréme des gendarmes pour les intégrales, f est intégrable et :

/: Fo(2)da — /abf(x)dx

Ainsi, on peut interchanger limite et intégrale.

g/LM@—ﬂmm—w-

3.4.3 Dérivabilité

Théoreme 3.5. Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I C R, vérifiant les

hypotheéses suivantes :
1. Pour tout n, f, est dérivable et ses dérivées f!, sont continues sur I ;
2. Il existe un xo € I tel que f,(xo) converge vers f(xo) ;

3. La suite (f!) converge uniformément sur I.

Alors :
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1. La suite (f,) converge uniformément sur I ;

2. La limite f de la suite (f,,) est dérivable et pour tout x € I, on a :

n——+00

(nEToo f">,(x> = lim [ (z).

Démonstration 3.5. Soit g € I et posons la suite de fonctions (¢,) définie par :

n@tuleo) g g £ i,

an(x) =

f (o), St T = .

De méme, posons la fonction ¢ associée a la limite :

f@)=f(z0)

e st x # xg,

¢(r) =

lim, o0 f! (o), stz = m0.
Les fonctions ¢,, sont continues au point xy et convergent simplement vers ¢ sur I. Nous allons
montrer que (¢,) converge uniformément vers ¢ sur I.
Par hypothése, la suite (f,) converge uniformément sur I, ce qui implique que pour tout € > 0,

il existe N € N tel que, pour tous n,p > N :

Veel, |[fu(z) - f@)] <e

En appliquant le théoreme des accroissements finis, pour x # xy, on obtient :

[fn(@) = fo(2) = ful@o) + fp(wo)|| < el — ol
En divisant par |x — x|, on a :
[én () = dp()]| < e.

Cette inégalité reste vraie également pour x = xqy par continuité de ¢,. Ainsi, en faisant tendre

p vers linfini, on obtient, pour tout n > N et tout x € I :

[6n(z) = ¢(2)]| < e.
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Cela montre que la suite de fonctions (¢,) converge uniformément vers ¢ sur I.

De plus, puisque (f,) converge uniformément sur I et que (f!) converge uniformément sur
I, la suite (f,) est uniforme de Cauchy sur [a,b]. Comme E est complet, cette suite converge
uniformément vers une fonction limite f.

Ainsi, par le théoréme sur la continuité de la limite, f est de classe Ct sur I et sa dérivée est

donnée par :

fi(x) = lim f(z).

n—o0

Cela conclut la démonstration.

3.5 Séries de fonctions

3.5.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition
Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un ensemble non vide £ C R ou C. La suite (.5,) de

terme général Z fr est appelée suite des sommes partielles.
k=0

Définition 3.4. On note Z fn la série de fonctions de terme général f,,.

n

Définition 3.5. Une série de terme général f,, est dite convergente simplement sur F si la suite
des sommes partielles (S,,), converge simplement sur E. La limite de la suite (S,),, notée par S,

est appelée somme de la série > f,, et on la note :

n—oo
k>0

Définition 3.6. On dit que la série de fonctions » | f,, converge simplement sur F si et seulement

si, pour tout z fixé dans E, la série numérique (> f.(xo)) converge.
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Définition 3.7. On dit que la série de fonctions »_ f,, converge uniformément sur E si la suite des

sommes partielles (.S,,), est uniformément convergente sur E, ou encore :

Ve > 0,3N(e),¥n > N(e),Ve € E : |S,(z) — S(x)| <e.

Remarque 3.3. Si une série de fonctions (f,) converge uniformément sur E, alors elle est

simplement convergente sur E. En revanche, la réciproque est fausse.

Définition 3.8. On dit que la série de fonctions Y f,, converge absolument sur F si et seulement

si la série Y |f,| converge sur E.

3.5.2 Critere de cauchy pour la convergence uniforme

Théoréme 3.6. une série de fonction Y f, converge uniformément sur E ssi

Ve > 0,dN € N,Vn > Netm > N = Vz € E,

3.6 Convergence normale d’une série de fonctions

Définition 3.9. Soit > f,, une série de fonctions réelles ou complexes définies sur F (partie de R

ou C). S’il existe une série numérique de terme général a,, telle que
Vn € N,Vz € E,|fu(2)] < ay.

Théoreme 3.7. Si une série de fonction est normalement convergente sur E alors elle est absolu-

ment et uniformément convergente sur E
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3.7 Propriétés de la somme d’une série de fonctions liées

a la convergence uniforme

3.7.1 Continuité

Théoréme 3.8. Soit Y f, une série de fonctions continues sur une partie I = [a,b] de R ou C.

Si cette série converge uniformément sur I, alors sa somme est continue sur I.

Démonstration 3.6. Il suffit d’appliquer le théoréme sur la continuité du chapitre 3 a la suite

(Sn) des sommes partielles.

Exercice 3.1. Soit Y_ f,, une série de fonctions donnée par son terme général

B ,exp(—nx)
fa(z) = (-1) 1

1. Déterminer le domaine de convergence A de la série donnée.

2. Montrer que f = limy, o0 )50 fu(2) est continue sur A — {0}.
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solution 1. 1. Domaine de convergence de la série . f,

Nous considérons la série de fonctions Z:ﬁ% fn(x), avec le terme général :

L, exp(—na)
fula) = (~1y ST
Nous allons analyser la convergence de cette série pour différentes valeurs de x.

Cas 1:2x<0

Lorsque x < 0, la fonction exp(—nx) croit exponentiellement pour n — +o00. En effet, pour
r <0, on a exp(—nz) — 400 lorsque n augmente. Par conséquent, la suite (f,(z)) ne tend
pas vers zéro, et donc la série )y, fn(x) diverge pour x < 0.

Cas 2 : x>0

Pour x > 0, nous utilisons un critere de convergence. On a, pour tout x > 0, ["inégalité
suwante pour |f,(x)] :
_ exp(—nx)

fula)] = 2

Pour x > a > 0, on peut obtenir [’estimation :

()] <

exp(na)’

Le terme m est le terme général d’une série géométrique de raison exp(—a), qui est
convergente pour a > 0. Ainsi, la série Y |f.(x)| converge normalement pour x > 0, ce qui
implique que la série Y, fn(x) converge normalement sur (0,400).

Cas 3 :2=0

En x =0, nous avons :

1
- (0) = (=1)
) = (17—
La série >°°% £,(0) devient :
+00 1
Z<_1)nn—|— 1
n=0
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Il s’agit d’une série alternée de termes a, = qui est décroissante et tend vers zéro.

1
n+1’
D’apres le critere de Leibniz pour les séries alternées, cette série converge. Ainsi, la série

> falz) converge en x = 0.

On déduit que la série Y fn(x) converge donc sur A = [0, +o0l.

2. Continuité de la somme f(x)

La fonction f(x) est définie par la somme de la série :

= Jlim_ Z fale

Il nous faut maintenant prouver que f(x) est continue sur A — {0}.
Convergence uniforme de la série sur A

Pour prouwver la continuité de f(x), nous devons vérifier si la série converge uniformément
sur A. Nous savons que :

— La série converge normalement pour x > 0.

— La série converge également en x = 0 (en raison de la convergence de la série alternée).
Pour prouver la convergence uniforme, on examine le reste R, () associé a la somme partielle
Sn(z) de la série :

= lim an = Sp(x) + Ry(2),

n—-+0o00

ot Sy () est la somme partielle et R, (x) est le reste d’ordre n.

Nous avons l’estimation suivante pour |R,(z)| :

exp(—(n+1)z)
n—+2

| R (2)] < [fuga(2)] =

Pour tout x € [0,400], cette estimation montre que :
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et donc :

nl_lgloo |R,(x)| = 0.
Cela montre que la suite des sommes partielles S, (z) converge uniformément vers f(x) sur
A =0, +o0].
Continuité de f(x) sur A — {0}

La convergence uniforme de la série, associée a la continuité de chaque fonction f,(x), permet,

d’apreés le théoréme de convergence uniforme, de conclure que f(x) est continue sur A — {0}.

En Conclusion,
— Le domaine de convergence de la série Y, f,(z) est A = [0, +o0].

— La fonction f(x) =Y " fa(x) est continue sur A — {0}.

3.7.2 Intégration

Théoreme 3.9. Soit Y f,, une série de fonctions réelles, intégrables sur un intervalle [a,b]. Si

cette série converge uniformément sur [a,b], alors :

+oo
1. La série Z fn est intégrable sur [a,b].

/ab (2 fn(x)) dr = :io (/b fn(x)dx) .

Démonstration 3.7. Il suffit d’appliquer le théoréme sur l’intégration des suites uniformément

2. On a

convergentes du chapitre 3 a la suite (S,,) des sommes partielles.

3.7.3 Dérivation
Théoréme 3.10. Soit Y f,, une série de fonctions continiment dérivables sur un intervalle I C R.
Si:
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— La série Y f, converge en au moins un point xo € I.
— La série Y f converge uniformément sur I.

Alors :
1. La série Y f, converge uniformément sur I.

2. La somme S = Z:i% n est dérwable sur I et l'on a

S'(x) = (anw) =3 fiw), Veel

Démonstration 3.8. Il suffit d’appliquer le théoréme sur la dérivation des suites uniformément

convergentes du chapitre 3 a la suite (S,) des sommes partielles.
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3.8 Exercices
Exercice 3.2. On considére les suites de fonctions définies sur [0,1] par :

l—nz, 0<x< %,
falz) = 2", ga(z) = ha(x) = ,in(7) =

0, 1<z« 0, r=0.

z"logzr, O0<zxz<l,

FEtudier la convergence simple et la convergence uniforme de ces suites de fonctions sur [0, 1].

Exercice 3.3. Soit a > 0 un nombre réel et (f,) la suite de fonctions définie sur [0,1] par :

nx
o) = T

1. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles la suite (f,) converge uniformément sur [0, 1].

1
2. Dans les cas a = 2 et o = 4, étudier la convergence de la suite / fu(x)dx.
0

Exercice 3.4. Soit la suite de fonctions (f,) définie sur [—1,1] par :

_ x
1+ n2e?

n()

1. Montrer que la convergence de la suite est uniforme sur [—1,1] vers une fonction f que l'on

déterminera.
2. Montrer que lim f)(x) = f'(x) sur tout intervalle de la forme [—1,b] avec b < 0 ou [a, 1]
n—oo
avec a > 0.
Exercice 3.5. On considére la suite de fonctions définie sur R™ par :

e + TLJZg

fnl) = 1 + na?

1. Déterminer la limite simple de cette suite sur RT.
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2. Montrer que la convergence de la suite est uniforme sur tout intervalle de la forme [a,b], avec
0 < a < b. La convergence est-elle uniforme sur R* ¢

2 .—nx 3
ﬂdl’.

3. Calculer lim I, ou I, = [ 555

n—o0

Exercice 3.6. Ftudier la convergence simple, la convergence uniforme et la convergence normale

des séries de fonctions suivantes :

Z ez €)0, +oo],

n>1

e_712902
g poa x €]0, +ool,
n>1

271
n>1
cos({nx
yosnn) g
ene
n>1

Exercice 3.7. On considere la série de fonctions de terme général :

xz

falz) = n(l+ n2a)

1. Etudier la convergence de cette série.
2. Etudier la dérivabilité de sa somme S, notamment en zéro a droite.

3. Montrer que S(x) — 0 lorsque x — 0.
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Séries entiéres

4.1 Définitions et convergence

Définition 4.1. On appelle série entiere de la variable réelle ou complexe z toute série de fonctions
de la forme

E fulz) = E a,z", avec a, une suite réelle ou complexe.

La suite (a,) est appelée la suite des coefficients de la série entiere Y fn(2) = > a,2™.

Exemple 4.1. La série géométrique

Zm", reR

n>0

est une série entiere de la variable réelle x.

4.1.1 Convergence d’une série entiere

Définition 4.2. On appelle somme de la série entiere ) | - fu(2) = > a,2" la fonction S : C — C

définie par
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Théoréme 4.1. Soit > a,z" une série entiére.

1l existe un unique nombre réel R tel que :
1. Si|z| < R, alors la série Y anz" est absolument convergente.

2. Si|z| > R, alors la série )y a,z™ est divergente.

Démonstration 4.1. Soit E' [’ensemble des nombres réels r > 0 tels que la suite (|a,|r™) soit

bornée. L’ensemble E est non vide puisqu’il contient au moins 0.

Si E n’est pas majoré, nous posons R = +00.

Si E est majoré, nous posons R =sup E (le sup E existe d’aprés l'aziome de la borne supérieure).
a. Supposons |z| < R. Alors il existe ry € E tel que |z| < ro < R. La suite numérique (u,), de
terme général u,, = |a,|ry est bornée. Cela permet de conclure que la série | a,z" est uniformément
convergente et donc absolument convergente.

Ainsi, la série converge absolument.

b. Supposons |z| > R. Alors |z| n’appartient pas a Uensemble E. Donc la suite (uy), de terme
général u, = a,z" n'est pas bornée. On en déduit que la série numérique y  a,z" diverge.

Pour l'unicité de R, supposons l’existence de Ry et Ry tels que 0 < Ry < Ry < 400, satisfaisant
tous les deuxr aux propriétés a. et b. Alors, pour un nombre r choisi tel que Ry < r < R, la série

> anz™ devrait a la fois converger et diverger, ce qui est absurde.

Lemme 4.1. (Lemme d’Abel) S’il existe un zy tel que la suite (anz{) soit bornée, alors pour tout

nombre complexe z tel que 0 < |z| < |zo|, la série Y a,2" converge absolument.

Démonstration 4.2. Supposons que zy # 0 et posons M = sup,,cy |anzd]|.
Si0 < |z| < |2], on a

n

20

20

an2" = anzy < Mqg", 0<q= < 1.
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La série > q", avec |q| < 1, est une série géométrique convergente. Par comparaison avec cette
derniére, on déduit que Y |a,z"| est convergente, c’est-a-dire que la série Y a,z" est absolument

convergente.
Définition 4.3. (Rayon de convergence)
On appelle rayon de convergence le nombre R donné par
R =sup{r € Ry, la suite (a,r") est bornée} .
Définition 4.4. L’ensemble, noté D, suivant
D(0,R) ={z € C,|z| < R}

est appelé disque de convergence de la série entiere " a,,z" dans le cas ou la variable z est complexe.

Il est appelé intervalle de convergence dans le cas d’une série entiere de variable réelle.

Théoréme 4.2. Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R. La série est normalement

convergente sur le disque fermé

D(0,r) ={z€C,|s|<r}, r<R

4.1.2 Détermination du rayon de convergence

Proposition 4.1. (Régle de d’Alembert)

Soit Y a,z" une série entiére, et R son rayon de convergence.

Ap+1
Qp,

1. S lim

= p, alors R = 1.
n——+o0o p

2. Si p= 400, alors R=0, et si p=0, alors R = +0o0.

ZTL

Exemple 4.2. Le rayon de convergence de la série ), ., ==

est R =e. En effet,

I ne" 1
= lim —— = —.
n—+oo (n 4 L)entl e
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Proposition 4.2. (Régle de Cauchy)

Soit Y a,z" une série entiére, et R son rayon de convergence.

1. Si lim +/|a,| = p, alors R = 1.
n—+o0 P

2. Sip= 400, alors R=0, et si p=0, alors R = +o0.

Exemple 4.3. Le rayon de convergence de la série ), -, :TT; est R = (—o0,+00). En effet,

1 1
lim /Jan] = lim y/—5 =/ — = 0.
nHHJPoo ‘a | n%lrlloo en? en

Remarque 4.1. Dans le cas ou les limites précédentes n’existent pas, on passe a la limite supérieure

(qui existe toujours).

4.2 Opérations sur les séries entieres

4.2.1 Structures algébriques

Définition 4.5. (Addition de deux séries)

Soient Y a,z" et > b,z" deux séries entieres. On appelle Série somme la série entiere

Z(an + bp)2".

Théoreme 4.3. Soient > a,2" et > b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence Ry et R,
respectivement.
La série entiére Y a,z" + > b,2" converge absolument pour |z| < min(Ry, Rs), et le rayon de

convergence R de la série somme vérifie

R Z Il’liIl(Rl, R2)
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De plus, la somme vérifie

+oo +00 +oo
Z anz" + Z bp2" = Z(an + b,)2".
n=0 n=0 n=0

Démonstration 4.3. Si |z| < Ry et |z] < Ry, les deuz séries entiéres convergent absolument. La

série entiere somme converge également puisque l’inégalité triangulaire donne
[(an +bn)2"| < [an2"| + [bn2"|.

On en déduit que R > min(Ry, Rs). Si Ry # Rs, par exemple si Ry < Ry, alors pour tout z tel
que Ry < |z| < Ra, la série > b,2" converge et la série Y a,z" diverge. Il ne peut y avoir de
convergence pour la série somme. Dans ce cas, R = min(Ry, Ry). La formule finale découle de celle

donnant la somme de deux séries convergentes.

Définition 4.6. Soient > a,2™ une série entiere. On appelle

Série produit par a € C, la série entiere a ) a,2".

Théoréeme 4.4. Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence R.

n

La série entiére a_ a,z", avec a # 0, ne change pas de rayon de convergence. De plus, si |z| < R,

on a
+o0 +oo

o Z anz" = Z aa,z".
n=0 n=0

Démonstration 4.4. La preuve est évidente.

Définition 4.7. Soient > a,2" et > b,2" deux séries entieres. On appelle

Série produit ou encore série produit de Cauchy, la série enticre

n
n
E 2", avec ¢, = g arbn—r.

k=0
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Théoreme 4.5. Soient > a,z" et > b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence Ry et R,
respectivement.
La série entiére produit (> anz"™) (D b,2") converge absolument pour |z| < min(Ry, Rs).

Sa somme vérifie

—+00 “+o00 “+o00 n
g anz" g b,z" | = g 2", avec ¢, = g arbn_k.
n=0 k=0

4.2.2 Séries entieres dérivée et primitives

Définition 4.8. On appelle série entiere dérivée d'une série entiere Y a,z" la série entiere

Z(n + Day12".

n>0

Définition 4.9. On appelle série entiere primitive d’une série entiere > a,2" la série entiere

Z nci: 1Zn—H‘

Remarque 4.2. Le rayon de convergence de la série primitive et de la série dérivée sont identiques,

et ils sont égauxr au rayon de convergence de la série initiale.

4.3 Propriétés de la somme d’une série entiere

Théoréme 4.6. Une série entiére a,z" converge normalement sur toute partie compacte incluse

dans le disque de convergence.

4.3.1 Continuité de la somme d’une série entiere

Théoréme 4.7. Soient Y a,z" une série entiére, R son rayon de convergence, et S sa somme.

Alors la fonction S est continue sur le disque ouvert D(0, R).

o8



4. Séries entieres H.TABTI

Démonstration 4.5. D’apres le théoréme (5.3), la série de fonctions Y a,z™ converge uni-
formément sur tout disque fermé de convergence D(0,7) et sur tout compact inclus dans D(0,r).
De plus, toutes les fonctions f, définies par a,z"™ sont continues sur D(0, R). On conclut que la

fonction somme S est continue.

4.3.2 Intégration de la fonction somme

Théoreme 4.8. Soit Y a,x™ une série entiére de variable réelle, de rayon de convergence R > 0.

Si [a,b] est un segment inclus dans l'intervalle de convergence | — R, R|, alors

b +00 b
/ S(x)dx:Zan/ " dx.
a n—0 a

Démonstration 4.6. Voir la démonstration du théoréeme sur l’intégration de la somme d’une série

de fonctions.

Exemple 4.4. La série Y a™ est convergente dans | — 1,1[ vers sa somme S(z) = . En effet,

la série Y ™ est uniformément convergente sur tout [0, z] avec x < 1, vers sa somme S(z) = 1,

qui est intégrable sur tout [0,z], x < 1. On a

x +00 x +oo  paq
x

S(t)dt = an/ t"dt — log(l—x)=— :

| s S 1-0=-3 1

Théoréme 4.9. Soit Y a,2™ une série entiére de variable complexe, de rayon de convergence
R > 0. La somme de cette série est dérivable, et sa dérivée, notée S’, est la somme de la dérivée de

» n o s
la série > a,2", c’est-a-dire

+oo / +o0 +oo
S'(x) = (Z anz"> = Z (an2™) = Z na,z" .
n=0 n=0 n=1

Remarque 4.3. Le rayon de convergence de la série primitive et de la série dérivée sont identiques,

et ils sont égaux au rayon de convergence de la série initiale.
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Corollaire 4.10. Sous les hypothéses du théoréeme ci-dessus, si la fonction somme S est de classe

C*® sur] — R, R|, alors

Exemple 4.5. La série ), nz" L, pour x €] — 1,+1[, a pour somme S(x) = —=. En effet,

3 el = (fﬂ)lzs'(x) - (1:@),: (1—19;)2'

4.4 Développement de fonctions en séries entieres

Définition 4.10. 1. On dit qu'une fonction f réelle ou complexe définie dans D, un voisinage de
0, est développable en série entiere s’il existe une série entiere »  a, 2" de rayon de convergence R

non nul, telle que

+oo
Ve D, f(z)= Zanz”.
n=0

Définition 4.11. On dit que f, réelle ou complexe, définie dans D, un voisinage de 2y, est

développable en série entiere si la fonction f: z — f(z — 2¢) est développable en série entiere en 0.

Théoreme 4.11. Pour qu’une fonction f définie sur D, soit développable dans D en série de

Taylor (aussi appelée série de Maclaurin), donnée par

S~ 00
z )
n!
n=0
il faut et il suffit que :
1. Elle soit de classe C* dans D.
_ ytoe f9(0) k ;
2. Le reste Ry(2) =) ;2 .1 =1 2" tende vers 0 pour z fivé dans D et n — oo.
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Théoréme 4.12. (Condition suffisante)

Soit f une fonction de classe C*> vérifiant la condition suivante :
IM >0, Vn>1, Vzel—rr[, |f™(2)] <M.

Alors, pour tout x €] — r,r|, la fonction est somme de la série entiére

qui est de rayon de convergence supérieur ou égal a r.

Proposition 4.3. Soient f et g deux fonctions développables en série entiére autour de 0, telles

que
+oo +oo
flz) = Z ax" et g(xr) = Z byx™
n=0 n=0
Alors :

1. f+ g est développable en série entiére autour de 0, et

+oo

(f +9)x) =) (an + ba)a".

n=0

2. f - g est développable en série entiére autour de 0, et

(f-g)(x) = (Z an$n> <Z anC") = chx”,

ot Cp = E akbn—k-

k=0

3. La dérivée de f, notée f', est développable en série entiere autour de 0, et
f(z) = Znanx"*.

4. Une primitive F' de f est développable en série entiere autour de 0, et

“+oo
an
F(x) :F(O)+Zn+1x o
n=0
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5. Si f est paire, alors pour tout p € N, on a agpi1 = 0.

6. Si f est impaire, alors pour tout p € N, on a ay, = 0.

Exemple 4.6. 1. Soit f la fonction définie par

f(x) = exp(z).

On a f de classe C*, et f™(x) = exp(z) pour tout n. De plus, f est majorée sur tout
intervalle | — r,r[. D’aprés le théoréme précédent,

oo .
exp(x) = Z ok R = +00.
n=0
2. On considere la fonction

_exp(iz) 4 exp(—ix)
cos(z) = 5 :

La fonction cos est de classe C*, et toutes ses dérivées sont bornées sur tout intervalle | —r,r|.
D’apres le théoreme précédent,

—+00

(" (e R Ly
cos(x) = Z - = Z Tan R = +o00,
n=0 n=0
car
2(=1)P, sin=2p,
i+ ()" =
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4.5 Développements usuels

4.5.1 Développements en série entiere complexe

Fonction | Développement | Domaine de convergence
1 <
T nz% z |z| <1
1 e
—1)"" 2zl <1
ne | 2O 4
1 +o00
T > o (=1ra 2] < 1
n=0
+00 o
e ZO m A C

4.5.2 Développements en série entiere réelle

Fonction | Développement | Domaine de validité
+00 . l,?n
cos(z) ;(—1) o) reR
_ +oo . p2n+l
sin(z) ;(—1) @1 reR
' +oo p2ntl
smh(ac) 2 m reR
+0oo x2n
cosh(x) 2% o) reR
1 — n—1
e ;nx lz] < 1
1 =
(1 _ fL’)a %Cgﬁ-a—lxn |$‘ <1
+00 "
In(1 —x) 2 lz| <1
oo n=1
In(1 4 z) ZH)HZ 2] < 1
n=1
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4.6 Exercices

Exercice 4.1. Déterminer le rayon, ['intervalle de convergence et la somme des séries entieres de

termes généraus :

xn

(2n)! (_1)nn(n +2)

(—=1)"na®*t (coshn)z™, (—1)"

Exercice 4.2. Développer la fonction f donnée par f(x) = cos(x)cosh(z) en série entiére au

voisinage de 0.

Exercice 4.3. Déterminer les fonctions solutions de [’équation différentielle suivante qui sont

développables en série entiere en O :

(B) 2*(l—x)y" —a(l+z)y +y=0.
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Séries de Fourier

5.1 Séries trigonométriques et séries de Fourier
Définition 5.1. On appelle série trigonométrique toute série de fonctions de terme général
fn(x) = a, cos(nz) + b, sin(nx), x € R, (an,bn) € R?* ou C2,

Remarque 5.1. La série trigonométrique peut aussi s’écrire sous la forme exponentielle :

g cpe'™”, ¢, € C.

nez
Dans ce cas,
(
1 , :
—(a, — iby), sin >0,
2
“n =Y ao, sin=0,

1
§<a_” +ib_p), sin<DO0.

\

Définition 5.2. On dit qu'une fonction réelle f est T-périodique si

Vo € R, flz+T) = f(z).
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5.2 Convergence d’une série trigonométrique

Définition 5.3. La convergence d’une série trigonométrique est, par définition, équivalente a celle

de la suite des sommes partielles associées :

Z = Z a, cos(nzx) + b, sin(nx), r € R.

nez n>0

Propriétés 5.1. Lorsque cette série converge pour tout réel x, on note S(x) sa somme. On remarque

alors que S est une fonction 2m-périodique.

Théoreme 5.1. La série trigonométrique

§ Cn eZTL.’E

neL

est normalement convergente sur R si et seulement si ['une des séries numériques

doleal 0w Y (] + [bal)

ne” n>0

est convergente.

Proposition 5.1. Si (a,)n>1 €t (bn)n>1 Sont deuz suites décroissantes de nombres réels positifs ou

nuls tendant vers 0, alors les séries trigonométriques

Z an, cos(nx) et Z by, sin(nx)

n>1 n>1

convergent uniformément sur tout segment inclus dans |0, 27|.

Définition 5.4. Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b] C R. On dit que f est continue

par morceaux si :
1. elle est définie sur [a, b], sauf peut-étre en un nombre fini de points xy, avec a = xy < 71 <
<z, =b;
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2. la restriction de f a chaque intervalle ouvert |xy, ;1| est continue et admet des limites finies

aux bornes.

Définition 5.5. De méme, une fonction f définie sur [a, b] est dite de classe C* par morceaux si :
1. elle est k fois continiiment dérivable sur [a, b], sauf peut-étre en un nombre fini de points;

2. sur chaque intervalle |zy, 2, 1[, elle est de classe C* et admet des limites finies aux bornes

pour ses dérivées jusqu’a l'ordre k.
Définition 5.6. On appelle série de Fourier toute série trigonométrique de la forme

2 2
ancos( ?m)+bnsin( 7rTnx)’ r eR.

En particulier, pour T' = 27, la série de Fourier s’écrit

+oo
ao i
5+ Z (an cos(nx) + by, sin(nw)) .

n=1

5.2.1 Coefficients de Fourier

Définition 5.7. Soit f une fonction 27-périodique intégrable définie sur R. On appelle série de
Fourier de f la série trigonométrique :

Qo

Sy(x) =

+o00
éf) + Z an(f) cos(nx) + b, (f) sin(nx)

Définition 5.8. Soit f une fonction 27-périodique intégrable définie sur R. On appelle série de

Fourier complexe de f, la série de fonctions :

+oo

Si(z) =Y ealfle™

n=—oo

Définition 5.9. Soit f une fonction 27r-périodique intégrable définie sur R, on appelle coefficients

de Fourier de f, les nombres réels :
1 2
a,(f)=— (x)cos(nx)dx, neN

™ Jo
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2m
:l/ f(z)sin(nx)dx, neN
T™Jo

Les coefficients de Fourier complexes de f sont :

1 2

27 Jo

cn(f) = f(x)e ™ dx, ncZ

Lemme 5.1. Si f est une fonction 2w-périodique sur R et intégrable sur tout segment de R, alors

les coefficients de Fourier de f sont :
1 a+2m
a,(f) = —/ f(z)cos(nz)dx, neN
T™Jo

a-+2m
bn(f):%/o : f(z)sin(nz)dx, neN

Démonstration 5.1. On a :

/ f(z) cos(na) ( / F(z) cos(n) dz + /a T ) costn) d + / " b cosna) dm)

a2

En utilisant la périodicité de f, on obtient :

a,(f) = 1 /Oa 7rf(yc) cos(nzx) dx

™

Car f or [ () cos(nz) do = fo? f(z) cos(nz) dxz. De méme, on peut calculer b, de maniére analogue.

Propriétés 5.2. ~ Si f est impaire, alors a,(f) = 0 pour toutn € N, et b,(f) = 2 [7 f()sin(nz) dx.

Ainsi, la série de Fourier de f est donnée par :

Z by (f) sin(nx)

— Si f est paire, alors b,(f) = 0 pour tout n € N, et a,(f) = %foﬂ f(z) cos(nz)dx. Ainsi, la

série de Fourier de f est donnée par :

Z an(f) cos(nx)
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Exemple 5.1. La série de Fourier de la fonction f définie par f(x) = x pour x € [—m, 7| est :

(_1 n+1

Si(x) =2 Z — sin(nx)

En effet, f est impaire, donc a,(f) =0 pour tout n, et les coefficients b,(f) sont donnés par :

—mcos(nm) 2

bo(f) = 2 /Oﬂxsin(n:r) dr = %— — _(_1)n+1

™ n n

5.2.2 Convergence

Théoreme 5.2. (Jordan-Dirichlet) Soit f une fonction définie, 2m-périodique sur R et intégrable.
St elle vérifie de plus l'une ou l'autre des conditions suivantes :
(a) elle est monotone par morceaut ;

(b) elle est continue par morceauzr et admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée a
gauche.

Alors, la série de Fourier de f satisfait les résultats suivants :

1. La série de Fourier de f converge pour tout x réel, et on a

2. La convergence de la série de Fourier de [ est uniforme sur tout intervalle [a,b] ot :
— f est continue dans le cas de (a),

— [ est a dérivée bornée dans le cas de (b).
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5. Séries de Fourier

Exercice 5.1. On considére la fonction f, 2w-périodique définie par :

¢

0, ze|[-m—-%

1. Quelle est la classe de cette fonction ¢

2. Déterminer la série de Fourier de f et éludier sa convergence.

solution 2. 1. La fonction f est 2m-périodique, monotone par morceau et impaire.

2. Détermination des coefficients de Fourier de f :

—ap, =0 (car f est impaire),

1 s
b, = —/ zsin(nz) dx
™ —Tr
2 2
= —/ xsin(nzx) dz
T Jo
2 —ﬂcos(%) . o/nm
- (e ()
(_1)p+1 . o .
B o st = 2p;
LI P
OISR sinm=2p+1.

D’ot la série de Fourier de f est :

Si(x) = Z (—;ZH sin(2px) + % sin((2p + 1)z).

D’aprés le théoreme de Jordan-Dirichlet, Sy(x) converge vers f sauf aux points xp = (2k 4 1)7,

ot elle converge vers :

f(+)<xk) + f(_)(xk) _ (2]{?—|— 1)1 — (_1)k7T
4

2 4
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5.3 Exercices

Exercice 5.2. Soit f une fonction réelle 2m-périodique, impaire et telle que :
x, st0<x< %;

T—z, siy<r<T.

1. Quelle est la classe de la fonction f ¢
2. Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques.
3. Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

4. En déduire les sommes des séries :

“+o00 “+oo

1
pZ: 2p+1 z:n2 Z 2p+ ;E

Exercice 5.3. On considere la fonction f 2m-périodique définie par :

;

fl)=19 z, z€ =5 50

\

1. Quelle est la classe de cette fonction ¢

2. Déterminer la série de Fourier de f et étudier sa convergence.

Exercice 5.4. 1. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f définie sur R, 27-

périodique, et donnée pour tout x € [—m,w| par :

$2

flay=1-5

2
2. Montrer que f est développable en série de Fourier.

3. En déduire la somme de chacune des séries suivantes :

—+00 —+o0o —+o00
Loy :
n2’ n2 ’ n4’
n=1 n=1

n=1
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