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Avant propos

Le polycopié de cours Dynamique Des Structures I est destiné aux étudiants de
niveaux premiére année Master en Génie civil, Option Structures. Il donne les outils
et les méthodes nécessaires pour calculer et analyser les structures de génie civil
lorsqu’elles sont soumises a des chargements dynamiques en général et au
chargement sismique en particulier. Des exemples d’applications détaillés sont

donnés pour assimiler les concepts étudiés.

Conformément au canevas de formation, le cours est organisé en trois chapitres. Le
premier est une introduction a la dynamique des structures, le deuxieme chapitre est
consacré a l’étude des systemes a un degré de liberté sous différentes formes
d’excitations dynamiques, quant au troisieme chapitre, il concerne la caractérisation

des systémes a plusieurs degrés de liberté.
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Chapitre 1

Introduction a la Dynamique Des

Structures

1.1 Introduction

L'objectif principal de la dynamique des structures est ’étude des structures soumises

a des excitations dynamiques.

- Le terme "dynamique" signifie, d’'une maniere générale, variable dans le temps. Un
chargement dynamique représente donc une force dont l'intensité et/ou le point
d’application et/ou la direction varient dans le temps.

- Les structures concernées par le génie civil sont trés variées : batiments, ouvrages
d’art, ponts, tunnels, réservoirs, sol, murs de souténement,...etc.

Selon la nature de la structure, le but de 1'étude peut étre le dimensionnement,
estimation de la performance, le renforcement, prévenir le risque de glissement ou de
liquéfaction dans le sol,...etc.

Dans le domaine "élastique linéaire", lorsqu’une structure est soumise a des charges
dynamiques et a d’autres statiques, on peut calculer les réponses, statique et
dynamique, séparément puis superposer leurs effets.

L'objectif du présent cours est de présenter les démarches a suivre pour calculer la
partie dynamique de la réponse d’une structure, on supposera tout au long du cours
que les structures sont en équilibre sous l'effet de toutes les forces statiques

auxquelles elles sont soumises.
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1.2 Excitation dynamique

Les excitations que peut subir une structure, peuvent étre classées en deux catégories :

charges Périodiques et charges Apériodiques (non périodiques).

1.2.1 Charge périodique

Périod
P)4 erjzvo e

I
W W W W

Ficure 1.1 — Charge périodique

C’est une charge qui évolue en ayant la méme forme sur un intervalle de temps qu’on
appelle période (T) et qui se répete sur une longue durée (figure 1.1). En
décomposant la charge périodique en une série de Fourier, elle peut étre représentée
par la superposition d’harmoniques simples.

La charge harmonique constitue la forme la plus simple du chargement périodique,
elle suit une variation sinusoidale (figure 1.2). Ce type de charge peut étre induit par
les machines tournantes.

P@t)A

Ficure 1.2 — Charge harmonique

1.2.2 Charge apériodique

C’est une charge qui varie de fagon arbitraire dans le temps, elle peut étre de courte

durée (impulsion) ou de longue durée (entretenue ou transitoire).
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Une impulsion est un chargement de tres courte durée par rapport a la période
propre de la structure étudiée. Ce type de chargement peut étre causé par un choc,

une explosion au voisinage d’un batiment (figure 1.3), la perte d’un appui...etc.

P(t) N

v

FiGure 1.3 — Chargement de courte durée : Impulsion

Pour le chargement arbitraire de longue durée, on peut citer I'exemple typique d’une
excitation sismique (tremblement de terre), qui peut étre induite par un mouvement
appliqué a la base des structures. Ce mouvement est généralement présenté sous forme
d’un accélérogramme (l’accélération du sol en fonction du temps) appliqué a la base

des constructions (figure 1.4).
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FiGure 1.4 — Chargement sismique :Accélérogramme a la base d’un batiment

1.3 Probleme dynamique

Pour voir la différence entre un probleme dynamique et un probleme statique,
prenons l'exemple de la poutre représentée sur la figure 1.5. Dans un probléme
statique, le chargement P ainsi que la réponse (déformée, déplacement, efforts
internes,...etc.) en tous points de la poutre sont constants alors que dans un probléme
dynamique, le chargement P(t) étant variable dans le temps, a tout instant ¢

correspond une réponse.
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De plus dans un probleme dynamique des forces d’inertie qui s’opposent aux
accélérations de la poutre prennent naissance. Dans ce cas les efforts internes doivent
équilibrer ces forces d’inertie en plus du chargement appliqué or dans le cas statique,

les efforts internes ne dépendent que du chargement.

Statique Dynamique

P
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Constant <«—— Chargement ——3 Fonction du temps

Plusieurs réponses
Unique <—— Réponse — 3 hacune valable pour
en tous points de la poutre un instant donné t

FiGure 1.5 — Statique vs Dynamique

Remarque : La vitesse avec laquelle un chargement est appliqué, peut définir si le
probleme sera traité comme étant statique ou dynamique. Une action qui varie
rapidement dans le temps crée des forces d’inertie d’ou un probléme dynamique. Par
contre, une force qui varie lentement dans le temps ramene le probleme au cas

statique.

1.4 Nombre de degreés de liberte

C’est le nombre de coordonnées nécessaires pour définir la position de toutes les
particules de masse d’un systeme. On peut aussi le définir comme étant le nombre de
composantes de déplacements a considérer pour représenter les effets de toutes les
forces d’inertie qui interviennent dans 'étude d’une structure. Tout simplement le
nombre de degrés de liberté (ddls) correspond au nombre de possibilités de
mouvements du systéeme permettant de connaitre son état de déformation. Prenons
I'exemple du pendule de la figure 1.6, il suffit de connaitre I’angle 6 pour connaitre
I’état de déformation du pendule, ce qui en fait un systeme a 1ddl. Si on prend

I'exemple du portique de la figue 1.7 , il possede, a priori, une infinité de ddls, mais

Mme Seghir 7/ 102



Dynamique Des Structures 1 Chapitre 1
M1-Structures - 2025/2026 Introduction a la Dynamique Des Structures

FiGure 1.6 — Pendule : systeme a 1ddl

en supposant que toute la masse du portique est concentrée au niveau de la poutre,
considérée infiniment rigide, on arrive a réduire le nombre de ddls a trois
uniquement. Aussi en négligeant la rotation de la poutre et la déformation axiale des
poteaux, on arrive a un systeme représenté avec un seul ddl, c’est le déplacement

horizontal de la masse.

- La masse du portique est concentrée
au niveau de la poutre
- La poutre est considérée infiniment rigide

La déformation axiale des poteaux
et la rotation de la poutre
sont négligeables

k k
7 > k
/777777 /777777 /777777 /777777 /777777
oo ddls 3 ddls 1.ddl

Ficure 1.7 — Portique a 1ddl

1.5 Meéthodes de discrétisation

Dans le but de réduire le nombre de degrés de liberté a considérer dans la modélisation
d’une structure, on peut recourir a plusieurs méthodes. On présente, dans ce qui suit,

les deux méthodes utilisées dans ce cours.
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1.5.1 Meéthode de masses concentrées

Si la masse d’un systéme peut étre concentrée en un certain nombre de points séparés
alors le nombre de ddls a considérer dans son analyse dynamique est égal au nombre
de possibilités de mouvements des masses concentrées. En plan chaque masse possede
trois ddls (deux translations et une rotation). Si on prend l'exemple de la poutre de
la figure 1.8, en concentrant la masse en 5 points, on réduit le nombre de liberté a 15
(5x3=15), en négligeant l’effort axial, la poutre sera représentée par 10 ddls (5x2=10),
et en négligeant aussi la rotation des masses, le nombre de ddls se réduit a 5.

T

§ | 1 1 1 1

Ficure 1.8 — Modélisation par concentration de la masse

1.5.2 Meéthode des éléments finis

C’est une méthode tres efficace pour étudier les structures complexes, elle consiste a
diviser la structure en éléments reliés par des noeuds. Les déplacements des noeuds
constituent les ddls, et par interpolation on peut déterminer les déplacements en tous

points de la structure (figure 1.9).

§_

oo ddls

™ D

neceuds

Ficure 1.9 — Modélisation par éléments finis

1.6 Procédure générale d’'une analyse dynamique

Pour effectuer une analyse complete d’'un probleme dynamique on passe par les
étapes suivantes :

1. Définir le chargement dynamique auquel est soumise la structure étudiée.

2. Modéliser la structure : Cette étape nécessite la détermination des caractéristiques

de la structure ainsi que le choix des degrés de liberté a considérer.
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3. Calculer la réponse de la structures au chargement en choisissant les méthodes
appropriées.
4. Interpréter les résultats du calcul en prenant en compte le comportement du

systéeme physique réel.
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Chapitre 2

Systemes a un degré de liberte

2.1 Formulation de I’équation de mouvement

L'objectif de 1'étude dynamique d’une structure est de déterminer sa réponse
temporelle a un chargement dynamique. Pour pouvoir écrire les expressions
mathématiques qui définissent le mouvement d’une structure physique (équations de
mouvement), il est indispensable de passer par un modele mathématique qui reflete

au mieux le comportement de la structure en vue d’obtenir des résultats satisfaisants.

2.1.1 Modélisation : modele dynamique élémentaire

Le modele élémentaire masse-ressort de la figure 2.1 permet de représenter les

caractéristiques d’une structure a 1ddl élastique linéaire soumise a des charges

dynamiques.

Rappel : linéaire pour la proportionnalité entre effort et déplacement induit, ou entre
contrainte et déformation, et élastique pour la réversibilité de la déformation, c-a-d retour a
la position initiale aprés suppression de la force.

Le modeéle doit représenter 'ensemble des caractéristiques du systéme réel qui se
résume comme suit :

Modeéle masse-ressort . . - 12
- La masse Bloc rigide indéformable de masse m

- Les propriétés élastiques — Ressort sans masse de rigidité k

- Mécanisme de déperdition d’énergie — Amortisseur (dash-pot) de constante ¢

- Source extérieure d’excitation — Charge dynamique P(t).

L'unique possibilité de mouvement d’un tel systeme est le déplacement horizontal v(t),

il définit compleétement la position de la masse m a tout instant f. Quelque soit le

11
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Ficure 2.1 — Modéle élémentaire masse-ressort

systeme réel étudié, s’il peut étre modélisé par un systéme a un seul degré de liberté
(1ddl), il peut étre représenté par le modele élémentaire masse-ressort de la figure 2.1.
La différence qu’il peut y avoir entre les systemes réside dans la détermination des

caractéristiques équivalentes, notamment celles liées a la rigidité.

Rappels sur la rigidité

En dynamique, le terme "rigidité" conserve la méme définition qu’en statique. Prenons
I’exemple de la poutre console de la figure 2.2, de module d’élasticité E, de section axb,

et de longueur L.

—— AW
AN
s

Ficure 2.2 — Rigidité latérale d’une console - force appliquée a 'extrémité

Si on applique une force latérale P (perpendiculaire a ’axe de la poutre) a 'extrémité

libre, le déplacement latéral v de cette extrémité est relié a la force par :
P=kv

p
C’est la constante k qu’on appelle rigidité latérale, k = ol On peut démontrer que dans

ce cas, I’expression de k est donnée par :

3EI
k=T

. : . 3
I : est le moment d’inertie (moment quadratique) de la section de la poutre, I = %.

En déplacant le point d’application de la force P a une distance h de ’encastrement

(figure 2.3), la rigidité latérale devient :
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Ficure 2.3 — Rigidité latérale d’une console- force appliquée en travée

Reprenons la méme poutre mais en lui appliquant cette fois-ci une force axiale a

I'extrémité libre (figure 2.4).

AANANY

Ficure 2.4 - Rigidité axiale d’une console

Méme si on a changé la direction de la force, la rigidité reste le rapport entre la force
appliquée P (force axiale) et le déplacement induit v, qui représente l’allongement de

la poutre (AL).
P=kAL=kv

Dans ce cas 'expression de la rigidité axiale est donnée par :

_EA

K=

A =axb:estlasection de la poutre.
Larigidité d’une poutre simplement appuyée (figure 2.5), subissant une force verticale

a son milieu, est le rapport entre la force P et le déplacement v a mi-travée.

Ficure 2.5 - Rigidité d’'une poutre simplement appyée

On peut démontrer que l'expression de k est donnée par :

_ 48EI

k 3
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On peut définir la rigidité (k) comme étant la force (statique) nécessaire pour induire
un déplacement unitaire. Elle dépend de la géométrie de la structure, du module
d’élasticité, de la direction de la force appliquée, du point d’application de la force et

des conditions d’appuis.

Rigidité équivalente

Représenter un systeme a 1ddl par le modele masse-ressort, revient a le représenter
avec une seule masse (la masse équivalente de tout le systeme), une seule rigidité (la
rigidité équivalente de tout le systeme) et un seul amortissement (I’amortissement
équivalent de tout le systeme).

Rappelons la rigidité équivalente des ressorts en parallele a travers l'exemple a deux
ressorts de la figure 2.6.

AAAAAVAAAANNNY ANV

pl l kequ

Ficure 2.6 — Rigidité équivalente de ressorts en parallele
L’équilibre des forces s’écrit :
P=P +P,

Les ressorts ont le méme déplacement v que celui de la masse m, les forces du systeme

s’écrivent alors comme suit :
P = keqv, Pl = klv et Pz = kzv

ce qui donne :

keqv = k1v + kpv

d’ou :

keq = kl +k2

Pour généraliser, la rigidité équivalente de n ressorts en parallele est la somme des

rigidités des ressorts.

keq:kl+k2+"'+kn
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Pour les ressorts placés en série, prenons I'exemple de deux ressorts de la figure 2.7.

g

bl
=
A
VVVVY

e
)
AN
VVVVY

g

Ficure 2.7 — Rigidité équivalente de ressorts en série

L’équilibre des forces dans le systéme conduit aux relations suivantes :

kivi =k,;,v = vy = &v
1¥1 —Req 1= kl
kyvy, =k,,v = vy = &v
202 —Req 2= k2
Le déplacement de la masse est égal a la somme des déplacements des deux ressorts.
keg — keg
V=V4+V, = V=—V+—7V
ST
d’ou
11 1
keq kl k2

On peut déduire que pour n ressorts en série la rigidité équivalente s’écrit :

R
keq kl kZ kn

Exemple 1 : Soit le portique de la figure 2.8, la poutre de masse m est infiniment rigide,
et I'unique possibilité de mouvement du systéme est le déplacement horizontal de la

masse.

e
i m

AVMLANNAANAY

Ficure 2.8 — Rigidité équivalente d’un portique

Un tel systéeme peut étre représenté par le modele masse-ressort a 1ddl. Il suffit de

trouver la rigidité équivalente de tout le portique. Lorsque la masse se déplace, les

Mme Seghir 15/ 102
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deux poteaux se déforment en ayant le méme déplacement a leurs extrémités
supérieures; en terme de rigidité, ils sont en parallele, donc la rigidité équivalente de

tout le portique est la somme des rigidités des poteaux.

12E1, 12E1,
k,, =k, +k avec: k= et =
eq 1 2 1 ]/l? 2 hg

Remarque : Les poteaux sont encastrés a la base, et le fait que la poutre soit
infiniment rigide permet de considérer la jonction poteau-poutre comme un
encastrement. Trouver la rigidité de chaque poteau revient donc a déterminer la

rigidité d’une poutre bi-encastrée subissant un déplacement d’appui a son extrémité
12EI

(figure 2.9). On peut démonter que cette rigidité est k =

P P

AR\\N
NAANY

a

b[]

—— A
AR\y
ARAAN

FIGure 2.9 - Rigidité latérale d’une console bi-encastrée

Exemple 2 : Soit le systéme représenté sur la figure 2.10, I'unique possibilité de
mouvement est le déplacement vertical de la masse m. Trouver le systéme équivalent

a 1 ddl revient a déterminer la rigidité équivalente de tout le systeme.

ElL

kp1

ALY

Ly

kl keql —

ElL ElL

kp2 Im % kp2 m »

ANANY

m

ANANY

AN

L2 LQ

k‘Q /\"2

Ficure 2.10 — Rigidité équivalente

La poutre kp; et le ressort k; sont en série (le déplacement de la masse est égal a la

somme de leurs déplacements), d’ou leur rigidité équivalente :

1 1 1 kpikq
=—+t— = ky=—
kequ  kp1 ki al kp1 + ki
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Les éléments k.1, kp, et k; ont le méme déplacement (celui de 1a masse), ils sont donc

en parallele, d’ou la rigidité équivalente de tout le systeme

keq = keql + kp2 + k2

3EL, 3EI,
avec : kpy = et kp) = —=
P1 L% P2 L%

2.1.2 Equation de mouvement

Une fois la modélisation faite, le systeme a 1ddl peut étre représenté par le modele
masse-ressort. Les forces qui agissent sur la masse m sont : la force extérieure P(t), la
force élastique qui se développe dans le ressort f,(t), la force d’amortissement fp(t) et
la force d’inertie f;(t) (figure 2.11).

Pour écrire I’équation de mouvement, il suffit de considérer un sens du mouvement

V(t)
—

4 Cc fo (0 m fo(®) m
T " Lo | P i) P(t)
E ko SO fs(®)

FIGURE 2.11 — Modéle masse-ressort : Equilibre des forces

puis d’écrire I’équilibre des forces (figure 2.11), ce qui donne :

fi(t)+ fp(t) + fs(t) = P(t) (2.1)

- La force d’inertie s’exprime, selon le principe de d’Alembert, par le produit de la

masse m et de l'accélération v(t).

fi(t) = mii(t)

- La force élastique (force de rappel) est le produit de la rigidité k et du déplacement
de la masse v(t). Le comportement du systeme étant considéré élastique linéaire, cette
force traduit la proportionnalité entre l’effort appliqué a la masse et le déplacement
induit.

fs(t) =kv(t)
- En considérant un amortissement visqueux, la force d’amortissement s’exprime par

le produit de la constante d’amortissement c et de la vitesse de la masse v(t).

fo(t) =cv(t)
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L’équation de mouvement d’un systeme a 1ddl s’écrit alors :

mv(t)+cv(t) + kv(t) = P(t) (2.2)

2.1.3 Effets des forces de la pesanteur (gravité)

Pour faire intervenir les forces de gravité, considérons le modele masse-ressort dans
la direction verticale, en supposant que l'unique possibilité de mouvement du
systeme est le déplacement vertical de la masse (figure(2.12a). On laisse le systeme se
stabiliser sous l'effet du poids qu’on appellera w. Le déplacement induit vy est
purement statique, il représente l’allongement du ressort.

(@ @

AN

k %F:C

m

“l lP(t)

Ficure 2.12 — Effet du poids

Le poids est équilibré par la tension dans le ressort (force élastique), I’équation

d’équilibre s’écrit alors comme suit :
fi=w=lkvg =w

La position actuelle de la masse est appelée position d’équilibre statique
(figure(2.12b). On applique maintenant la force dynamique P(t), les déplacements
induits a partir de la position d’équilibre statique représentent alors des
déplacements v(t) purement dynamiques (figure(2.12c). L’équilibre des forces fait
intervenir la force extérieure P(t) et les forces, élastique f;(¢), d’inertie f;(t) et
d’amortissement fp(t), induites par le déplacement dynamique en plus du poids w et

la force élastique kv,;. U'équation de mouvement s’écrit dans ce cas comme suit :

fit)+ fo(t) + fi(t) + fs = w+ P(t)

En exprimant chaque force par son expression, on obtient :

mu(t) +cv(t) + kv(t) + kvg; = w+ P(t)

Mme Seghir 18/ 102



Dynamique Des Structures 1 Chapitre 2
M1-Structures - 2025/2026 Systémes a un degré de liberté

Sachant que kvy; = w, I’équation devient :

mv(t)+cv(t) + kv(t) = P(t)

I1 est clair que cette équation ne fait pas intervenir le poids, ce qui permet de conclure
que si on considere I’état initial de la structure comme étant la position d’équilibre
statique, 1’équation de mouvement induite ne fait intervenir que les forces
dynamiques. La solution de cette équation donne le déplacement dynamique v(t) qui
peut étre ajouté au déplacement statique vy calculé dans une premiere étape pour
fournir le déplacement global, cette superposition n’est possible que sous I’hypothese
d’un comportement élastique linéaire.

Dans le cadre de ce cours, nous considérons toujours que les structures se sont déja
stabilisées sous l'effet de toutes les forces statiques qui leur sont appliquées (y
compris le poids), dans ce cas 1’équation de mouvement ne fait intervenir que les

forces dynamiques et la solution donne le déplacement dynamique.

2.1.4 Vibrations dues a un mouvement a la base : Excitation d’appuis

Considérons un portique a un niveau soumis a un mouvement a sa base. Une telle
excitation peut étre provoquée par un séisme sur une construction. En considérant
la poutre infiniment rigides et les poteaux indéformables dans la direction axiale, le
portique peut étre représenté par un modele simplifié équivalent a un degré de liberté
représenté par une masse m et une colonne de rigidité k, ou bien par le modele masse-

ressort. (figure 2.13)

P c
m 1 m
L8
C ~1
“ m
k —> -> — W
Vb 7 k
A% = >
NSNS -
Modele simplifié Modeéle masse-ressort

Mouvement a la base Vi(t)

FiGure 2.13 — Portique soumis a un mouvement a la base

Le déplacement total (absolu) de la masse v;(t) est la somme du déplacement de la base
vy(t) et du déplacement relatif v(t) da a la déformation des poteaux, tel que montré sur
la figure 2.14

ve(t) = vp(t) +v(2)
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E k fs(®)
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/1777777 /777
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Ficure 2.14 — Déplacement a la base d’un portique

Méme si le systeme est forcé, l'expression de la force n’est pas donnée de manieére
explicite, elle est induite par le déplacement appliqué a la base. L’équation de

mouvement s’écrit dans ce cas comme suit :

fi(t) + fp(t) + fs(t) =0 (2.3)

Exprimons chaque force par son expression :
fi(t) = mvy(t)

fs(t) = kv(t)
fo(t) = cv(t)

En remplacant dans I’équation 2.3, on obtient :

mv(t) + kv(t)+cv(t) =0
=  m(vy(t)+9(t)) + kv(t)+cv(t) =0

=  mvy(t)+mv(t)+kv(t)+cv(t) =0

— [ mi(t) + kv(t) + cv(t) = —mi ()

L’équation de mouvement d’un systéeme a 1ddl soumis a un mouvement a sa base s’écrit

sous la forme :

mv(t)+cv(t) + kv(t) = P(t) avec P(t)=—-mvj(t) (2.4)

C’est I’équation de mouvement d’un systeme a 1ddl dont la masse subit une force

P(t) = —mu(t). La solution de cette équation donne v(t) le déplacement relatif de la

Mme Seghir 20/ 102



Dynamique Des Structures 1 Chapitre 2
M1-Structures - 2025/2026 Systémes a un degré de liberté

masse.
On peut réécrire ’équation 2.4 en fonction du déplacement total (absolu) en exprimant

le déplacement relatif par : v(t) = v;(t) — v, (t) et on obtient :
mu(t) + cvy(t) + kv (t) = cvy(t) + kvy(t) = P(t) (2.5)

L’équation 2.5 représente 1’équation de mouvement d’un systéme a 1ddl soumis a une
force P(t) = cvy(t) + kvy(t) appliquée sur la masse. La solution de cette équation donne

v4(t) le déplacement total (absolu) de la masse.

2.2 Vibrations libres

L’équation de mouvement d’un systéme a 1ddl, de masse m, de constante
d’amortissement c, et de rigidité k subissant une force extérieure P(t) s’écrit comme
suit :

mu(t)+cv(t) + kv(t) = P(t)
En absence de force extérieure agissant sur le systéme, P(t) = 0, les vibrations sont dites
libres. Elles ne dépendent que des conditions initiales, le déplacement initial v(0) et la

vitesse initiale v(0).

2.2.1 Vibrations libres non amorties

En absence d’amortissement, I’équation du mouvement libre s’écrit comme suit :

mv(t)+kv(t)=0 (2.6)

En divisant par la masse m, I’équation 2.6 s’écrit :

¥(t)+w?v(t) =0 (2.7)
k . C s . . .
@ =4/ est la pulsation propre du systeme a 1ddl, elle représente la vitesse angulaire

"y . rd s - .
et son unité est le radian par seconde [—] Elle est reliée a la période propre T et a la
s
fréquence propre f.
- . 2 .
La période propre du systéme T = — qui s’exprime en secondes [s] représente le temps
w
nécessaire a l'oscillateur pour effectuer un cycle de vibration.
La fréquence propre du systéme f = T d’unité [s7!] ou [Hz], représente le nombre de

cycles effectués par l'oscillateur en une seconde.
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Le terme "propre" signifie que les parametres (w, T, et f) ne dépendent que des
caractéristiques propres de la structure, a savoir, la masse et la rigidité.
La solution de I’équation 2.7 est donnée en fonction des constantes G et s, sous la forme

suivante :

v(t) = Ge*' (2.8)

En la remplagant dans 1’équation 2.7 on obtient :

(s +w?)Ge =0
2 2 ’s . L.
= s +w” =0 (I'équation caractéristique)
= s=tiw
' . L S . ) .
L’équation caractéristique admet deux solutions : s; = iw et s, = —iw, d’ou la solution

de I’équation de mouvement :
v(t) = Gre'! + Gye 't

G, et G, sont deux constantes complexes.
Sachant que :

et — cos wt +isin wt

On peut finalement écrire la solution de la forme :

v(t) = Asin wt + Bcos wt (2.9)

ou bien de la forme :

v(t) = pcos(wt —0O) (2.10)

A et B sont des constantes réelles qui dépendent des conditions initiales : v(0) et v(0).
p et O représentent 'amplitude du mouvement (la valeur maximale du déplacement)
et le déphase, respectivement.

En replagant t par 0 dans I’équation 2.9, on trouve :
B =7v(0)
Puis on dérive 1’équation 2.9

v(t) = Awcos wt — Bwsin wt
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et on remplace t par 0, pour trouver :

En exploitant I'identité trigonométrique
cos(a—b) =cosacosb +sinasinb

on obtient p et 0 :

v(t) = pcos(wt —0) = pcoswtcosO + psinwtsinO

= psinOsinwt + pcosO cos wt

S~— ~—
A B
A =psin6
=
B=pcos6

d’ou :

()

0 =tan"! (%) — O=tan’! (C:;?())))

. 2
p=VA21B? = p:\/(@)ﬂv(o»z

L’expression du déplacement d’un systéme a 1ddl non amorti s’écrit :

v(t) = @sinwt%rv(O)coswt (2.11)

La figure 2.15 présente 1’évolution du déplacement lors de vibrations libres non

amorties pour les conditions initiales : v(0) > 0 et ¥(0) > 0.

2.2.2 Vibrations libres amorties
Lorsqu’un systeme a 1ddl est amorti, son équation de mouvement libre s’écrit comme
suit :

mv(t)+cv(t)+kv(t) =0 (2.12)

En divisant par la masse m, I’équation 2.12 s’écrit :
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©(0)
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1
1
1
1 —-p
1
1
1

Figure 2.15 — Vibrations libres non amorties

7'/'(t)+%v(t)+a)2v(t):o (2.13)

La solution est donnée par l’équation 2.8, qui une fois remplacée dans I’équation 2.13

donne :

52+£s+w2:0 (2.14)
m
Il faut d’abord trouver les racines de 1’équation 2.14, appelée "équation caractéristique"
pour trouver la forme de la solution.
le discriminant A de I’équation 2.14 :

A= (i)z—(zw)2

m
La solution dépend de A qui peut étre nulle, positif ou négatif, trois cas sont donc
possibles. Dans ce qui suit nous allons explorer ces cas et donner a chaque fois

comment réagit le systeme physiquement.

1" cas: A = 0: Systeme a amortissement critique

A=0 — £:2a) = cc=2mw
m

Dans ce cas, le systéme possede un amortissement tel que la constante d’amortissement

est égale a la quantité 2mw, qu’on appelle amortissement critique c,.

Cor = 2me

Le rapport entre 'amortissement ¢ et 'amortissement critique c., est appelé taux

d’amortissement critique &.

Mme Seghir 24/ 102



Dynamique Des Structures 1 Chapitre 2
M1-Structures - 2025/2026 Systémes a un degré de liberté

c c
=—= 2.15
¢ Cop 2mw ( )

On est dans le cas ou ¢ = ¢, c-a-d & = 1, qu'on exprime aussi en pourcentage (& =
100%).

Puisque A = 0, alors I’équation caractéristique (2.14) n'admet qu’une seule solution :

c

2m

et la solution de I’équation de mouvement 2.13 s’écrit :
v(t) = (G + Gyt)e ! (2.16)

G, et G, dépendent des conditions initiales v(0) et v(0). En remplacant t+ = 0 dans
I’équation 2.16, on trouve :

Gl = 'U(O)

En dérivant I’équation 2.16, puis en remplagant ¢ par 0, on trouve :

U(t) = G2€_wt - a)e_‘”t(Gl + Gzt) — 7/(0) = Gz - a)Gl

et

G2 = V(O) + C()U(O)

L'expression du déplacement en fonction des conditions initiales devient :

v(t) = [v(0) + (v(0) + wv(0))t]e ! (2.17)

Pour bien comprendre ce qui arrive lorsque un systéeme doté d’un amortissement
critique est soumis a un déplacement initial et/ou une vitesse initiale, schématisons
sur la figure 2.16 la réponse en déplacement donnée par I’équation 2.17.

Il est clair qu'aucune oscillation autour de la position du déplacement nul n’est
observée. Un tel systéme est tellement amorti que lorsque la masse est déplacée, elle
ne fait que revenir a sa position initiale sans jamais la franchir.

On peut maintenant définir I'amortissement critique comme étant la valeur minimale

de 'amortissement pour laquelle aucune oscillation ne peut s’effectuer.
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v(0)

FiGURE 2.16 — Vibrations libres - Amortissement critique

2¢Me cas: A < 0 : Systéme sous-amorti

c
A<) == —<2w
m
- cc<2mw
= <y
— ¢«

Dans ce cas ’équation caractéristique 2.14 admet deux racines complexes :

c c \2 5
S1p=—7 = — ] —w
’ 2m

on réécrit ces solutions en fonction du taux d’amortissement £. A partir de I’équation

2.15,0onac=¢&c, = E2mw, ce qui donne

512 = —Ewx[(wE)? - w?
= —fw+4/(w?(E2-1)
= —fw[(-w(1-¢2) i=V-1
= —Ewx (2w (1-¢&2)

=—fw+iwyl-E&2

=-fw*iwp

On appelle wp = w4/1 — &2 la pulsation amortie.

L’équation de mouvement peut aussi s’écrire :

V() + 2Ewv(t) + wv(t) =0 (2.18)
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La solution de I’équation de mouvement est dans ce cas exprimée par :

v(t) = G e + G,e®!

= Gpel"twtiop)t | G, o(-Ew=iwp)t
= ¢tV G e @Dt 4+ Gye ' ¥D!]

On peut écrire l'expression du déplacement sous la forme :

v(t) = e ¢V [Asinwpt + Beos wpt] (2.19)

A et B sont des constantes réelles qui dépendent des conditions initiales.

En remplagant t = 0 dans v(¢) on trouve :
B=v(0)

et en remplagant t = 0 dans v(¢) on trouve :

v(0) + Ewv(0)
wp

A=

d’ou 'expression du déplacement en fonction des conditions initiales :

v(0) + Ewv(0)
wp

sinwpt +v(0)coswpt (2.20)

v(t) = et l

La réponse en déplacement peut aussi s’écrire sous la forme :

v(t) = e ¢“'pcos(wpt — O) (2.21)

avec

. 2
p:\/A2+BZ — p:\/(w) +(v(0))2

Wp

0 =tan! (%) — O=tan! (M)

wpv(0)

L'expression du déplacement est schématisée sur la figure 2.17. On remarque que le
mouvement est oscillatoire décroissant. Lorsque l'amortissement d’un systéme est
inférieur a I'amortissement critique (£ < 1) on dit qu’il est sous-amorti. C’est le cas des
structures de génie civil, car le taux d’amortissement critique est généralement limité
a0.2(&<20%).

Lorsque un systeme a 1ddl sous-amorti (£ < 1) est mis en vibrations libres sa pulsation

amortie wp est légérement inférieure a la pulsation propre w.

wp=wyl-&2<w
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FIGURE 2.17 — Vibrations libres amorties - Systeme sous-amorti
Quant a sa période amortie Tp, elle est légérement supérieure a sa période propre T.

2 2 T
Ty=-l- doiv  Tp>T
wp w\/l —&2 \/1 _ &2

Sur la figure 2.18, on peut comparer les expressions du déplacement en vibrations

libres d’un systéeme a 1ddl de caractéristiques T = 0.5s, et & = 5% avec et sans

amortissement. Les conditions initiales de l’exemple sont v(0) = 3cm et

v(0) = 30cm/s. On remarque que pour un taux d’amortissement critique de 5%, il y a
tres peu de différence entre la période propre et la période amortie. Aussi la valeur

maximale du déplacement est peu affectée par I'amortissement.

o(t)(em) . Non-amorti (¢ = 0) ——  Amorti (€ = 0.05 = 5%)
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Ficure 2.18 — Vibrations libres avec et sans amortissement

Pour un systéme sous-amorti, plus I'amortissement est grand plus l'atténuation des
vibration est rapide, tel que montré sur I'exemple de la figure 2.19 ou sont représentées

les réponses d’un systéeme de période T = 0.5s pour différentes valeurs de & lors d’un

test de vibrations libres avec v(0) = 3cm et v(0) = 0.
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v(t)(em)

Ficure 2.19 — Systeme sous-amorti sous différents amortissements

Taux d’amortissement critique £ : Dans l'analyse des structures de génie civil,
I'amortissement est exprimé au moyen du taux d’amortissement critique ¢, il
représente la caractéristique de décroissance des oscillations dans les systemes
vibratoires. Pour le déterminer il suffit de faire un test de vibrations libres,
c’est-a-dire, donner des conditions initiales aux systeme et le laisser vibrer librement
sans intervention extérieure. L'estimation de & est faite moyennant le décrément

logarithmique 0.

Décrément logarithmique 6 : Prenons l'exemple de la réponse en vibrations libres
d’un systeme a 1ddl sous-amorti, représenté sur la figure 2.20. Considérons deux pics
successifs de déplacement v, et v,,;, ils montrent la décroissance de I'amplitude du
mouvement apres un cycle de vibration. Si v, est atteint a l'instant ¢, alors v, est

atteint a 'instant ¢ + Tp. le rapport entre les deux déplacements est :

v(t)

v(0) -

i ‘ - TL\/ \/ \/ N vt + th/ !

TD

kTp

Ficure 2.20 — Décrément logarithmique
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v, () pe~¢@! cos(wpt —0)
Uyt B V(t + TD) B pe—gw(t+TD)Cos(wD(t + TD) 6)
pe=“eos(wpt=0)
M EwTDW
E(UTD
— eéwa
2n
= eéw@

Rappelons que wp = w+/1 — &2, alors

271(,

_ e\h &2

vn+1
En prenant le logarithme népérien des deux membres, on trouve :

In v, _ 21 _5

Unel /1 -&2

0 est appelé Décrément logarithmique, il peut étre déterminé en connaissant deux

amplitudes de déplacements ayant un cycle d’écart. L'amortissement peut ensuite étre
déduit :

6:£ — 5: o

N Vo ran

Pour augmenter la précision dans le calcul de o, on peut utiliser deux pics de

déplacements v, et v, séparés par un certain nombre de cycles k (k est un nombre
entier). Si v, est atteint a I'instant ¢, alors v, est atteint a I'instant t + kTp. Le rapport

entre les deux déplacements est :

v, v(t) pe~“ cos(wpt — 0)
Vurk  V(E+KTp) pe=¢@(t+kTp) cos(wp (t + kTp) — 0)
pe==“teos(wpt=0)
W ‘5‘”kTDW
= e Ea)kTD
— eéwkTD
Ekaﬂ

Prenons maintenant le logarithme népérien des deux membres
vy 2km& _k 2né
Unik  AJ1-&2 1-&2
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21

sachant que 0 = on trouve :

2)

:

Un

In =ké

VUn+k
On peut donc utiliser deux amplitudes séparées de k cycles pour calculer le décrément

logarithmique.

1 v
S==In—L
k™ vk

3®me cas: A > 0 : Systéme sur-amorti

C
A>0 = —>2w
m
= c¢>2mw
= C>CyH
= &>1

Remarque : Ce cas a peu d’intérét dans le calcul dynamique des structures de génie civil, car
Uamortissement du systéme dépasse 'amortissement critique qui est suffisant pour empécher
les vibrations d’avoir lieu. Nous n’allons développer ce cas que pour pouvoir le comparer aux
deux cas précédents.
L’équation caractéristique 2.14 admet dans ce cas deux racines réelles :
__° . cV_ 5
2= 0= \zm)

on réécrit ces solutions en fonction du taux d’amortissement &.
51,0 = —Ew £ 4/(wE)? — w?

=—fwx4/(0*(E2-1)

=-fw+twVE2-1

=-fw+tw

avec: @ = w\E&2—-1.
La solution de ’équation de mouvement est dans ce cas exprimée, en fonction des

conditions initiales, par :

v(t) = e ! Msmhatw(mcoshat (2.22)
w
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v(t) —— Sur-amorti ¢ > Cer £ >1

—— Amortissement Critique ¢ =c.r £ =1
------ Sous-amorti ¢ <co £<1

Ficure 2.21 — Vibrations libres - Systéemes sur-amorti, a amortissement critique, et

sous-amorti

Pour rappel : sinh et cosh sont des fonctions hyperboliques : sinh x = ex_ze_x et coshx = %

I’équation 2.22 est représentée sur la figure 2.21 pour les conditions initiales : v(0) # 0
et v(0) = 0. Il est clair que le systéme ne peut pas effectuer de vibrations car il est trop
amorti. Lorsque & > 1, le systéme est dit sur-amorti, comparativement a un systéme
a amortissement critique, il est encore plus lent pour revenir a sa position initiale, et
pour les mémes conditions initiales, un systéme sous-amorti effectue des vibrations

autour de la position de déplacement nul.

2.2.3 Applications

Application 1: Un systéme a 1ddl de masse m = 120 tonnes et de rigidité k = 8500
KN/m est mis en vibrations libres avec un déplacement initial de 2 c¢m et une vitesse
initiale de 25 cm/s. Calculer le déplacement de la masse a I'instant t = 3 s dans les cas
suivants :

-1 cas:c=0

- 2°M¢ cas : ¢ = 161592 N.s/m.

Solution

Calculons d’abord la pulsation :

k
w=|—
m
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Attention a la compatibilité des unités de m et k, si k est en KN/m, alors m doit étre en

tonnes.
8500
W=+ —— =8.416 rd/s
120
1" cas:c=0 - vibrations libres non-amorties

L’expression du déplacement s’écrit :
v(t) = Asinwt + Bcos wt

En fonction des conditions initiales :

v(t) = ?sina)t+v(0)cosa)t
AN:
v(t) = 8'416sin8.416t+2c058.416t (cm)
v(t) =2.97sin8.416t + 2cos 8.416t (cm)
v(3s) = 2.328 cm
2¢Me cas i ¢ =161592 N.s/m = vibrations libres amorties

Calculons le taux d’amortissement critique :

E=— =

Cor  2mw

Attention a la compatibilité des unités de m et c, si m est en tonnes, alors c doit étre en

KN.s/m.
161.592

T 2x120x8.416

& est nettement inférieur a 1, le systeme est donc sous-amorti et les vibrations vont

é =0.08=8%

avoir lieu. L'expression du déplacement s’écrit :
v(t) = e *“I[Asinwpt + Beos wpt]

En fonction des conditions initiales :

_ 7(0) + Ewv(0)
= —wD

v(t) sinwpt +v(0)coswpt

AN :

wp = wy\1-E&2
=8.416V1-0.082
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wp = 8.389 rd/s

Attention : Dans un probléeme de vibrations libres, la précision doit étre la plus élevée possible
lors des calculs, particuliérement dans le calcul des caractéristiques propres (T et w) et des
caractéristiques amorties (Tp et wp). En effet, pour les structures étudiées en génie civil, les
valeurs de & sont trés petites, le manque de précision peut conduire a des valeurs identiques

de T et Tp ou de w et wp ce qui pourrait conduire a une valeur nulle pour I'amortissement

alors qu’elle ne I’est pas.

25+0.08 x 8.416 x 2
* 8;89 X2 §in8.389¢ + 205 8.389¢| (cm)

=¢796731(3,14065in 8.389¢t + 205 8.389¢] (cm)

V(t) = e 00884160 [

d’ou

v(3s) =0.279 cm

Les expressions des déplacements dans les deux cas sont représentées sur la figure

ci-dessous.
\
v(t)(em)  emeee £E=0 — £=0.08=28%
4
3 f\\‘. ."“‘\ A :'l-\\ ."’\\ /'\‘.
A HE N A 7
Y R iy i\ iy
! ! | \ F
. \ .

9 I W A\ T -

=
e

Soit le portique représenté sur la figure ci-dessous. La poutre de

Application 2 :
masse m est infiniment rigide et les poteaux sont sans masse. L'unique possibilité de

mouvement du systeme est le déplacement horizontal de la poutre. Le taux
d’amortissement du systéeme est de 8%. Lors d’un test de vibrations libres, la poutre

est déplacée latéralement puis relachée a I'instant t = 0.
Sachant que l'amplitude du déplacement apres deux cycles de vibration est

v, = 9.1187 mm atteint a I'instant t = 0.8828 s, Déterminer :
34/ 102
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m v
B

1. I'amplitude du mouvement apres cinq cycles de vibrations (a partir de t = 0).

2. le nombre de cycles nécessaire pour que I'amplitude du mouvement passe de sa

valeur initiale a la valeur 0.7326 mm.
3. les conditions initiales du test.
4. la période propre du systéme.

Solution
1. Connaissant de taux d’amortissement critique &, on peut calculer le décrément

logarithmique o

Sachant que

k™ vk

Attention : k représente le nombre de cycles entre v, et v, . Alors si on utilise le déplacement
apreés 2 cycles (v,) pour trouver le déplacement aprés 5 cycles (vs), dans ce cas k =3 car il y

a 3 cycles entre v, et vs

1. v
5==In2
3 7/5
v
— 35=In2
Vs
v
. G2
Vs
()
e Vs E
9.1187
> V5T T 3%05043

d’ou :

v5 = 2.0086 mm

2. le nombre de cycles nécessaire pour que I'amplitude du mouvement passe de sa
valeur initiale a la valeur 0.7326 mm.

Pour répondre a cette question on peut utiliser v, ou bien vs.
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En utilisant v, :

1 1
5= -In—2  —k=-In—2
k107326 5 107326
1 9.1187
= n
0.5043 ' 0.7326
~ 4.999 = 5

Attention : 5 est le nombre de cycles entre v, et 0.7326 mm

A partir de I'amplitude initiale, le nombre de cycles est égal a :

5+2=7 cycles

En utilisant vs :

1 1
S=-ln—25 = k=—lp_—
kK 0.7326 5 0.7326
1 . 2.0086
"~ 0.5043  0.7326
~1.999 =2

Attention : 2 est le nombre de cycles entre vs et 0.7326 mm

A partir de I'amplitude initiale, le nombre de cycles est égal a :

2+5=7 cycles

3. Le fait de lacher tout simplement la poutre a I'instant t = 0 veut dire qu’on a pas
appliqué de vitesse initiale, d’ou v(0) = 0. Pour le déplacement initial v(0) = vy, il
représente I'amplitude initiale, car en absence de vitesse initiale, le déplacement initial
est le déplacement maximal. On peut utiliser I’'une des trois amplitudes connues v,,

vs, ou v7 (I'amplitude du déplacement apres 7 cycles).

1. v S

S==In— = vy=1v,*=25.0012 mm
2 (%)
1. v ]

S==-In— = vy=vse>=25.0015 mm
5 Vs
1. v ]

S==-In— = vy=v,¢'%=250017 mm
7 vy

4. La période propre T
Le temps correspondant au déplacement v, apres deux cycles représente 2 fois la

période amortie, d’ou
~ 0.8828

=0.4414
D 5 5
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Sachant que wp = w1 -&%,0ona:
T = Tpy/1— &2 = 0.4399

Les éléments de réponse de 'application sont représentés sur la figure ci-dessous ou

est schématisée la variation du déplacement en fonction du temps.

v(t) Tp

oTp

|

2Tp

Bl

v(0) = v T

| /\\/ﬂ\/ﬂ\//\vﬂ\ﬁv,w |

= 0.8828s

3 cycles (3Tp)

Attention : Dans cette application, du fait que la vitesse initiale soit nulle, le déplacement
maximal qui représente le premier pic (la premiére amplitude) correspond au déplacement

initial, ce qui n’est pas le cas si la vitesse initiale n’est pas nulle (voir 'exemple de la figure
2.17.)
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2.3 Vibrations forcées : Chargement harmonique

La force harmonique constitue une forme de chargement tres présente dans le calcul

dynamique des structures. Elle s’écrit sous la forme :
P(t) = Pysinwt

. — . 27
Py est I'amplitude du chargement, w est la pulsation du chargement et Tp = — est la
w

période du chargement (voir la figure 2.22).

P(t) v(t)

- .
m g I P@)
c 3 m | —p
PR — G

] O O

P()
A

ANAWAWAWAY
VAVAVA

Tp=2n

Période du chargement

FIGURE 2.22 — Systeme a 1ddl soumis a un chargement harmonique

Remarque : la force P(t) peut étre écrite avec la fonction cosinus, P(t) = Pycoswt, les mémes
étapes seront suivies pour déterminer la réponse d’un systéme a 1 ddl a un tel chargement.
La force harmonique est utilisée pour reproduire les effets d’'un chargement cyclique
sur les systemes structurels, on la retrouve par exemple dans le dimensionnement des
blocs de fondations de machines tournantes.

L’équation de mouvement d’un systéme a 1ddl, de masse m, de constante
d’amortissement c, et de rigidité k subissant une force harmonique P(t) = Pysinwt
s’écrit comme suit :

mv(t)+cv(t) + kv(t) = Pysinwt

La solution générale v(t) de cette équation est composée de deux parties : une solution

dite homogeéne v, (t), elle représente la solution de I’équation sans second membre, et
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une solution dite particuliére v,(t), qui dépend de la forme du chargement.

v(t) = v (1) + vp(1)
S~ — ~—
réponse générale  réponse homogene réponse particuliére

2.3.1 Systemes non-amortis

En absence d’amortissement, I’équation de mouvement s’écrit :
mv(t) + kv(t) = Pysin wt (2.23)
On peut aussi I’écrire en divisant par la masse :

P
H(t) + w?v(t) = Eosinat (2.24)

Nous allons dans ce qui suit exprimer ’expression de la solution générale de I’équation

2.23

v(t) = vp(t) + vp(t)

Réponse homogene vy, (1) :

C’est la solution de I’équation sans chargement :
mi(t)+kv(t) =0

qui représente ’équation de mouvement d’'un systéeme a 1ddl en vibrations libres, la

solution s’écrit alors sous la forme :
vy(t) = Asinwt + Bcos wt

A et B sont des constantes réelles a déterminer a partir des conditions initiales : v(0)
et v(0).

Attention : On ne peut pas déterminer A et B d ce stade car les conditions initiales sont
exprimées en terme de déplacement général (réponse générale), il faut donc avoir toute
expression v(t) = vy(t) + v, (t) avant de pouvoir appliquer les conditions initiales.
Réponse particuliere v,(f) :

La forme de v,(t) dépend de la forme du chargement. La réponse a une force
harmonique est harmonique et I’absence d’amortissement fait que cette réponse soit

en phase avec le chargement, elle s’écrit donc sans déphasage comme suit :

vp(t) = psinwt (2.25)
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p est I'amplitude de la réponse particuliére, on peut la déterminer en remplagant

'expression de v, () (équation 2.25) dans I’équation 2.23, ce qui donne :

mv,(t) + kv, (t) = Bysinwt

—  m[-pw’sinwt] +k[psinwt] = Pysinwt
—  plk - m@?*|sinwt = Pysinwt
meo” . . :
— pk[l- T] =D Pour une solution valable a tout instant t
P 1 k )
—= p=-—— avec — =w
k 1_@
w2
d’ou
P 1
Pk 1-p2
La réponse particuliere est donc exprimée par :
P 1 . _
vp(t):?l_ﬁ2 sinwt (2.26)

Le terme 8 = % est appelé rapport des fréquences, c’est le rapport entre la pulsation
du chargement et la pulsation propre du systeme. On verra par la suite que la valeur
du facteur § fournit une indication sur le comportement d’un systeme a 1ddl sous
chargement harmonique.
Réponse générale v(t):
v(t) = vu(t) + vp(£)
Py 1

v(t) :Asir1a)t+Bcosa)t+?1 5

sin wt (2.27)

Exprimons maintenant A et B pour des conditions initiales au repos : v(0) = 0 et
v(0) = 0. Ces conditions représentent le cas le plus général en pratique, car on
considere qu’avant 'application du chargement les structures sont au repos.
Remarque : Les mémes étapes sont a suivre si les conditions ne sont pas au repos, c-a-d
v(0) = 0 et/ou v(0) = 0, c’est le cas par exemple des systéemes qui sont déja en mouvement au
moment d’appliquer le chargement P(t).

On remplacant t = 0 dans I’équation 2.27, on trouve :

B=v(0)=0
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En dérivant I’équation 2.27 et en remplacant t = 0, on trouve :

Py 1
V(t) = Awcoswt — Bwsinwt + @ 2 cos wt
k1-p2
P 1
v(0) = Aw+@ ——— =0
k1-p2
= A:—& P
k1-p2

L'expression de la réponse générale d’'un systeme a 1ddl soumis a un chargement

harmonique P(t) = Pysinwt, pour des conditions initiales au repos, s’écrit :

P Py 1
v(t):——0 P sinwt+—2 sin wt (2.28)
k1-p2 k1-p2
v () (1)
d’ou
v(t) Fo_1 [sinwt — Bsin wt] (2.29)
= — wl — (99) .
k 1-p2 P

On remarque que l’équation 2.29 est indéterminée lorsque p = 1, c’est le cas de
résonance, ce phénomene a lieu lorsque la pulsation du chargement égale la pulsation
propre du systéme (w = w), ce cas sera traité par la suite comme cas particulier.
L'exemple de la figure 2.23 montre la contribution des deux réponses homogene et
particuliere a la réponse générale, pour g =1.6.

Comme les systemes vibratoires réels sont dotés d’un amortissement, nous allons
montrer dans le titre suivant (Systémes amortis) que la la partie homogéne de la
réponse disparait apres un court intervalle de temps, ce qui ramene la solution
générale a la solution particuliere qui devient une solution permanente. Si on
examine la solution particuliere :

P 1

vp(t) = 1 Yy sin wt

elle fait intervenir les termes suivants :

v = —2 Cest le déplacement statique, il représente le déplacement que produirait la

k

force Py appliquée de manieére statique.

D= e est le facteur d’amplification dynamique, il représente l'effet de

I'amplification dynamique du chargement harmonique par rapport a la statique.

Lorsqu’on exprime le déplacement dynamique maximal en régime particulier vpay,

il s’écrit :
Py 1
Vpmax = T 1— ﬁz
\/./\/_/
Vst D
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vp(t) particulier

0.4

0.3

Déplacement (cm)

-0.3

-0.4

v(t) général o(t) = vn(t) + vp(t)
0.4
0.3

%AAAAAAAAAA
= VW\f VVV

-0.3

Déplacement (cm)

-0.4

FIGURE 2.23 — Réponse d"un systeme a 1ddl non-amorti a un chargement harmonique

d’ou
D Ymax _ déplacement max en dynamique

Vs déplacement en statique

Facteur de réponse R(f) : On peut définir le rapport entre la réponse dynamique

générale et la réponse statique a tout instant a travers le facteur de réponse R(f) :

R(t) = v(t)dynamique _ v(t) _ vh(t)+vp(t)

Ustatique Vst Ust

Pour des conditions initiales au repos, ’expression de R(t) est déterminée en exprimant

—0, on obtient :

k

v(t) par I’équation 2.29 et en exprimant vy par

R(t) = [sinwt — Bsinwt] (2.30)

1
1-p2
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2.3.2 Systemes amortis

Pour les systéemes amortis soumis a un chargement harmonique, 1’équation de

mouvement s’écrit comme suit :
mv(t)+cv(t) + kv(t) = Pysinwt (2.31)
qui peut s’écrire, en divisant par la masse :

¥(t) + 2Ewv(t) + w?v(t) = %sinat (2.32)

La solution générale :
v(t) = vp(t) +vp(t)
Réponse homogene vj(t) : qu'on appelle aussi réponse transitoire, est la solution de

I’équation 2.32 sans chargement :
V() + 2Ewv(t) + wv(t) =0

C’est la méme équation représentative d’un systeme a 1ddl amorti en vibrations
libres. En considérant que le systéme est sous-amorti (§ < 1), c’est le cas des structures

vibratoires étudiées en génie civil, la forme de la solution est donnée par :
v (t) = e *?![Asinwpt + Bcos wpt]

wp = wy1 - &? est la pulsation amortie du systéme. A et B sont des constantes a définir
a partir des conditions initiales.

Réponse particuliere v,(¢) : appelée aussi réponse permanente. La réponse a une force
harmonique est harmonique avec un déphasage da a la présence de I'amortissement,
d’ou

v,(t) = psin(wt - 0) (2.33)

p

En plus de I'amplitude de la réponse particuliere p, il faut aussi définir le déphasage
0.

Pour simplifier la forme de v,(t) de I’équation 2.33,0n peut I’écrire sous la forme :
vp(t) = Ay sinwt + By cos wt (2.34)

et dans ce cas, ce sont les constantes A; et B; qui sont a définir. En remplacant

'expression de v, () (équation 2.34) dans I’équation 2.32, on a :

¥,(t) + 28w, (1) + w?v,(t) = %sinat (2.35)
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avec :
v,(t) = Ay sinwt + By cos wt
Up(t) = Ajwcoswt — Bjwsinwt (2.36)
Up(t) = —A, @’ sin®@t — B, @ cos @t

En remplacant les équations 2.36 dans 1’équation 2.35 et en séparant les termes en

sinus et en cosinus, on trouve :
_ _ . _ _ Y &
[-A;@% - Bj@2&w + A w?]sinwt + [-B@? + A @2E w + Byw?]cos @t = 2 sinwt
m

On peut alors écrire :

P,
—A|@?-Bio2Ew + Ajw? =2
m

—Bi@? + A1@028w +Byw? =0

En divisant les deux équations par w?, on a:

B
—~AB?-Bi2lwp+A = —= =
maw? avec k=mw® et [3:2
w

—B1f?+A128wp+B; =0

ce qui permet de trouver :

A = Py 1-p2
Pk (1-p2)7 +(28p)2
et
_ R 28P
Tk (1-p2)2+(28p)2
Puisque

v, = psin(wt - 0) = Ay sinwt + By cos wt

on peut alors déduire p et 6 a partir de A; et Bj, en se servant de l’identité
trigonométrique :

sin(a—b) =sinacosb —cosasinb

ona:

plsinwtcos O — coswtsinO] = A; sinwt + B coswt

A =pcosO
=
By =—-psin0
p=\Al+B]
=
B B
tanf =-—— = O=tan -—-
Ay Ay

Mme Seghir 44/ 102



Dynamique Des Structures 1 Chapitre 2
M1-Structures - 2025/2026 Systémes a un degré de liberté

ce qui donne :

_h .
— k=27 + (287
6 =tan~! 28P
1-p2

p représente le déplacement maximal du systéeme en régime permanent et le
déphasage O représente le retard de la réponse du systeme par rapport au chargement
harmonique appliqué, il est compris entre 0 et 180°.

La réponse particuliére peut donc s’écrire :

P,
vpﬁ):—5(1_52V2%2gﬂy[(1—5%5hﬂ5t—265c0ﬁ54 (2.37)
ou bien :
B 1 L 4 2%B

vp(t) = ?\/(1 EyoICTIE sin(wt —0) avec 6 =tan! ry (2.38)

Réponse générale v(t) : v(t) = vy (f) + v, (t)

_ : Py 1 -

v(t) = e *“[Asinwpt + Bcos wpt]+ — sin(wt — 0) (2.39)

K Va-p22+(28p)

réponse permanente

réponse transitoire

En regardant la forme de la réponse générale tel que montré sur I'exemple de la figure
2.24 pour des conditions initiales au repos, on constate que la réponse transitoire
(homogene) disparait apres un temps assez court et la réponse générale devient
parfaitement égale a la réponse particuliére qui représente le régime permanent.
Remarque : Lorsque le chargement appliqué est de longue durée, les probléemes dynamiques
sont le plus souvent étudiés en régime permanent, car la contribution du régime transitoire
disparait rapidement.

Facteur d’amplification dynamique

En examinant la réponse en régime permanent :

P, 1 .
vp(t)=i\/(1 Y ST sin(wt — 0)
Vst D

on peut voir que le déplacement maximal est le produit du déplacement statique et du

facteur d’amplification dynamique qui s’écrit pour les systemes amortis :
1
D= (2.40)
V=527 +(28p)?
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Régime transitoire Régime permanent
...... vp(t) homogéne vp(t) particulier
B
N
=
Y
13
3
3
&
Q
0.2
0.3
u(t) général v(t) = va(t) + vp(t)
0.2
—~
5§ o
|5
g 0 1
3 3 4 5
3
& -01 t(s)
Q
-0.2
-0.3

FiGure 2.24 — Réponse d’un systeme a 1ddl amorti a un chargement harmonique

Rappelons qu’il représente l'effet de I'amplification dynamique par rapport a la

statique.
D= Umax _ déplacement max en dynamique

Ve déplacement en statique

Remarque : le déplacement dynamique étant celui du régime permanent car aprés un temps
court v(t) = vp(t)

Le facteur D ne dépend que de deux parametres, f et &. Sur la figure 2.25, on a
schématisé la variation du facteur d’amplification dynamique D en fonction de fp
pour différentes valeurs du taux d’amortissement critique &.

I1 est clair que I'augmentation de &, réduit la valeur de D. Plus un systeme est amorti,
plus petit est son déplacement maximal.

On peut constater que quelque soit la valeur de &, on distingue trois intervalles de f3 :
)< = D=1 = Vpu=7g

Pour les petites valeurs de g, le facteur d’amplification dynamique est pratiquement
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Facteur d'Amplification Dynamique D

0

Rapport des fréquences 3

Ficure 2.25 — Facteur d’Amplification Dynamique

égal a 1, d’ailleurs lorsqu’on remplace f = 0 dans 'expression de D de 1’équation 2.40
on trouve D = 1, quelque soit la valeur de £. Dans ce cas le déplacement maximal
atteint en dynamique est égal au déplacement statique. Ceci s’explique par le fait
qu’'une petite valeur de p signifie que la pulsation du chargement @ est tres petite
devant la pulsation propre du systeme w, dans ce cas le chargement est appliqué
tellement lentement qu’il revient a I'application d’un chargement statique.

2)p> = D<K = Uy L Vy

Pour les grandes valeurs de f3, le facteur D est tres petit et tend vers 0, quelque soit la
valeur de &. Dans ce cas, le déplacement dynamique maximal est tres petit devant le
déplacement statique et tend méme vers 0. Ceci s’explique par le fait que dans ce cas la
pulsation du chargement w est tellement élevée devant la pulsation propre du systeme
w que le systéeme ne peut méme pas atteindre le déplacement statique tellement il
est rapide, le déplacement agit dans le sens opposé a celui du chargement. Pour des
valeurs de g allant a l'infini, le déplacement du systéme tend vers 0, f — 0 =
D—0 et vy, —0.

3) Pour des valeurs de f prochedel = D>1 = v, >vy

Dans ce cas, la réponse dynamique maximale est fortement amplifiée par rapport a la
réponse statique, notamment dans le cas de résonance lorsque = 1 ou 'amplification
atteint sa valeur ultime D = %

A la résonance, dans le cas des systemes non-amortis (¢ = 0), le facteur d’amplification

tend vers 'infini, ce qui implique que le déplacement maximal en dynamique tend lui

Mme Seghir 47/ 102



Dynamique Des Structures 1 Chapitre 2
M1-Structures - 2025/2026 Systémes a un degré de liberté

aussi vers l'infini.

E=0 = D-—>00 = Vpyy—®
Résonance p=1—= 1 1 1 P,

E20 = D:E =5 vmangvstzi?
Remarque : Dans les structures de génie civil, on admet que la résonance a lieu
lorsque p = 1 (w0 = w) a cause des faibles valeurs de &, mais dans un systeme
mécanique quelconque, si & prend des valeurs élevées, 'expression exacte de f§ en cas
de résonance provient de l'annulation de la dérivée de D en fonction de f.

L'expression exacte de § a la résonance s’obtient alors comme suit :

— I\ o)

On trouve l'expression exacte de f a la résonance :

ﬂrésonance =vV1- 252

d’ou l'expression exacte de D a la résonance :

1
D, =
résonance 28 ,—1 — 52

On remarque bien que pour de faibles valeurs de &, (£ <0.2),on a:

1

ﬁrésonance ~1 et Drésonance = E

Intéressons nous maintenant au comportement du systéeme a 1ddl sous charge
harmonique en cas de résonance, en examinant sa réponse a travers 1’évolution du

déplacement général dans le temps.

2.3.3 Réponse d’un systeme a 1ddl en cas de résonance
Systemes non-amortis

Reprenons 'expression de la réponse générale d’un systéme a 1ddl non-amorti pour
des condition initiales au repos (équation 2.29) :

_ B

Y=

[sinwt — Bsin wt]
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w ss . , . —
Sachant que = —, on peut réécrire 1’équation avec @ = fw
w

_h 1
 k1-p2

v(t) [sin fwt — Bsin wt] (2.41)

, . P o, ,
Le terme du déplacement statique ?O n’influence pas la forme de la réponse, on peut
alors exprimer la réponse en terme de facteur de réponse R(t) (voir I’équation 2.30) :

R(t) [sin Bwt — Bsin wt] (2.42)

1
=1 g

I1 suffit maintenant de remplacer p = 1 dans I’équation 2.42, et on obtient :
0
R(t) ==
(=3

On remarque que l'expression de R(t) est indéterminée, on peut dans ce cas utiliser la

regle de I’'Hopital pour la déterminer.

Rappel de la régle de I’Hopital : 1im f(x) =lim f®)

x—a g(x)  x—a g’'(x)

_ sinfwt - Bsinwt  f(B)

o 1-p2 ~ g(B)
= lim R(t) = lim f'(B) ~ lim wtcos fwt —sin wt
A= p-18'(B)  p-1 ~28
p=1= R(t)= wtcosw_tz_ sinwf

d’ou, le facteur de réponse en cas de résonance :

1
R(t)6s0nance = 3 (sin wt — wt cos wt) (2.43)

et le déplacement en régime général, en cas de résonance :

P
V(1) résonance = i (sinwt — wt cos wt) (2.44)

L'expression de R(t) a la résonance est représentée sur la figure 2.26 (a), ou il est clair
que le déplacement prend des valeurs continuellement croissantes ce qui fait que le
déplacement maximal ne peut étre atteint car il tend vers l'infini. Un tel systeme vibre
en atteignant des déformations de plus en plus élevées, il se plastifie jusqu’a la rupture

totale.
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Systemes amortis

L'expression du déplacement en régime général pour un systeme a 1ddl amorti, s’écrit,

tel que donné dans I’équation 2.39 :

P 1
v(t) = e_éwt[Asina)Dt + Bcoswpt]+ 2

K I-p27 + (227

sin(wt —0)

On peut aussi I’écrire sous la forme :

P 1
v(t) = e—éwt[Asinth + Bcoswpt]+ ?0 A=+ (285 [(1 - /32)sin5t -2&B cos@t]
(2.45)
En remplagant g =1 et en prenant w = w dans I’équation 2.45,on a :
—-Ewt : PO 1
v(t)=e [Asma)Dt+Bcostt]—?Zcoswt (2.46)

Déterminons maintenant les constantes A et B pour des conditions initiales au repos.

_ _h 1
v(0)=0 = B= k2%

R R 1
9(0)=0 = A=-0%Y _70

B ?ZwD - k 24/1 - &2
En remplacant A et B dans I’équation 2.46, on obtient l’expression du déplacement

général en cas de résonance :

Py 1

v(t)résonance = ? 28

sina)Dt+costt]—cosa)t} (2.47)

—-Ewt 5
V1-¢&2
et 'expression du facteur de réponse en cas de résonance :

’ R P
R(t)resonance = 28 [e [\/@

L'expression du facteur de réponse R(t) est schématisée sur la figure 2.26 (b). On

sina)Dt+cosa)Dt]—cosa)t] (2.48)

remarque que méme si I'amplification du mouvement est grande en cas de résonance,
elle est tout de méme limitée par I'amortissement empéchant ainsi le systeme d’avoir

des déplacements qui tendent vers ’infini.
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FiGure 2.26 — La réponse a la résonance

2.3.4 Isolation vibratoire

Le probleme d’isolation vibratoire peut étre traité en utilisant la réponse d’un systeme
a 1ddl a un chargement harmonique. On distingue deux classes d’isolation vibratoire,
lorsqu’une machine produisant des forces harmoniques est installée sur une base, dans
ce cas ce qui est recherché c’est d’isoler la base des vibrations de la machine, il s’agit
du probleme de 1¢ classe. Pour la 2¢™¢ classe, le probleme est inversé, car c’est la base
qui est en mouvement et c’est la masse qui doit étre isolée. Nous allons dans ce qui suit

présenter et analyser le probleme d’isolation vibratoire a travers les deux classes.

Probléme d’isolation vibratoire de 1 Classe

Lorsqu’une machine tournante produisant des forces harmoniques est installée sur
une base (fondation, plancher,..), on cherche a réduire au maximum la force transmise
par la machine a la base et pour ce faire on utilise un support qui jouera le role de

suspension pour isoler la machine de la base. Le support peut étre représenté par un
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systéeme de ressorts-amortisseurs. Dans le probleme représenté sur la figure 2.27, la
force induite par la machine agit dans la direction verticale, et en considérant que
I"'unique possibilité de mouvement est le déplacement vertical de la machine de masse
M, le probleme revient a étudier un systéeme a 1ddl soumis a une force harmonique.

L’équation de mouvement de ce systeme s’écrit dans ce cas :
M7 (t) + cv(t) + kv(t) = Pysinwt

M représente la masse totale de la machine. k, et ¢ représentent la rigidité et
I'amortissement du support, respectivement. v(t) est le déplacement vertical de la
machine de masse M.

En ne considérant que le régime permanent, le déplacement de la masse M s’exprime

par:

v(t) = %Dsin(@t—@) (2.49)
avec
D= ! et O=tan! 25[;2
V(1 -B2)2+(28B)? 1-p
la machine I P(t) = Pysinwt

/' o(t) I
s M

le support
k =l c

la base | fs(t) fp(t)

NNV NNV NVNNNNN NN

Ficure 2.27 — Probléme d’isolation vibratoire : 1ére Classe

Pour estimer l’efficacité de 1’isolation vibratoire, on doit d’abord quantifier la force de
la machine transmise a la base et la comparer a la force produite par la machine qui
est égale a Pysinwt.

La force transmise a la base F,,(t):

La force transmise a la base est composée d’une force élastique f(¢) transmise a travers
le ressort, et d’une force d’amortissement fp(t) transmise a travers I’amortisseur (voir

la figure 2.27) :
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avec :

et

d’ou :

On peut maintenant déterminer la force maximale transmise a la base :

Fye(t) = fs(t) + fp(t)

Js(t) = kv(t)
= k%Dsin(@t—G)
= PyDsin(wt —0)

fo(t) = cv(t)

P,
= C?ODGCOS(Bt -0) avec c=&2Mw
P, k
= 2£Ma)?OD5cos(5t -0) avec i w?

=2&BPyD cos(wt —0)

F;.(t) = PyDsin(wt — 0) + 2§ BPyD cos(wt — O)
= PyDI[sin(wt — 0) + 2 fcos(wt — O)]

F'% = PyD+J1 + (2&B)?

Définissons maintenant la Transmissibilité ou la Transmittance TR comme le

rapport entre la force maximale transmise a la base et la force maximale appliquée

par la machine :

Force maximale transmise d la base

TR = , — .
Force maximale appliquée par la machine

elle s’exprime par :

d’ou

Pmax
TR = tr
Py

_ KD\1+(28p)?
Py

N e 1+(2&B)?
TR=DyLr(eh) V1 -82)2+(28p)2

(2.50)
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Transmittance TR

FiGure 2.28 — Transmittance

Tout comme le facteur d’amplification dynamique D, la Transmittance TR ne dépend
que de deux parametres : £ et f. On a tracé sur la figure 2.28 la variation de TR en
fonction de p pour différentes valeurs de £. Pour qu'un systeme présente une bonne
isolation vibratoire, il faut que TR soit aussi petite que possible.

On remarque sur la figure 2.28 que quelque soit la valeur de &, toutes les courbes
passent par le point correspondant & = V2. Ce point correspond a TR = 1, il marque
la limite entre deux intervalles :

+p<V2 = TR >1,dans cet intervalle les systémes présentent une mauvaise
isolation vibratoire, mais le role de l'amortissement est favorable, car il réduit la
valeur de TR.

+ p>V2 = TR <1, dans cet intervalle les systémes présentent une bonne
isolation vibratoire, néanmoins le role de I’amortissement est défavorable, car il fait
augmenter la valeur de TR.

Idéalement, pour assurer l'efficacité vibratoire d’'un systeme il faut avoir g > V2 et &
aussi petit que possible.

Dans le cas des systemes non-amortis, l'expression de la Transmittance est celle de

I’équation 2.50 en remplacant & par 0 :

1

£=0 = TR=——
I1-p2

(2.51)
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Comme la valeur de TR est positive, alors :

TR

:,82—1 si f>1

Probléeme d’isolation vibratoire de 2¢m¢ Classe

Une masse M est installée sur une base a travers un systeme ressort-amortisseur (figure

2.29). La base subit un mouvement harmonique de la forme
vp(t) = vosinwt

Dans ce probleme, c’est la masse qui doit étre isolée du mouvement de la base. Pour
estimer la Transmittance nous allons déterminer le déplacement total (absolu)
transmis a la masse pour le comparer au déplacement de la base, en considérant le

régime permanent.

- ~~
s g
SN @ A
| Q
L= 2
= + =
= i
SOl e
,l)t ~—~ |
t(t) I S
i — L
AR AR R RN
c I k% ! =
~—~ 1 -
< =0
< |
S
i

'Ub(t)zvosmth\\\ A\ W v v v N T T T s

FiGure 2.29 — Probléme d’isolation vibratoire : 2¢me Classe

Le probleme tel qu’il est présenté, est celui d’'un systeme a 1ddl subissant un
mouvement v,(t) a sa base, I’équation de mouvement peut s’écrire dans ce cas en

fonction du déplacement total comme suit :

mv(t) + cv(t) + kv, (t) = cvp(t) + kvy(t) (2.52)
=  mv(t)+ cv(t) + kv(t) = cvgw coswt + kvy sinwt (2.53)
~—— ~——
P P,

Résoudre I’équation 2.53 donne le déplacement total de la masse v,(t).
On peut aussi écrire I’équation de mouvement de la masse en fonction du déplacement

relatif, comme suit :
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mv(t)+cv(t) + kv(t) = —muvy(t) (2.54)
avec :
p(t) = —vow? sinwt

d’ou I’équation :

mii(t) + cv(t) + kv(t) = myyw? sin wt (2.55)
———
By

Résoudre I’équation 2.55 donne le déplacement relatif de la masse :

v(t) = %D sin(wt — 0)
2

_ mvyw
-k
= v0/32D sin(wt — 0)

Dsin(wt — 0)

Le déplacement total est :

vi(t) = v(t) +vy(t) (2.56)

—  v,(t) = vop°Dsin(@t — 0) + vy sin wt (2.57)

Le déplacement total maximal transmis a la masse v;"** :

On peut démontrer que v{"** qui représente le maximum de 1’équation 2.57 s’écrit :

V" = vo4J1+(2EB)?D (2.58)

Le déplacement maximal appliqué par la base est égal a v,
On peut maintenant définir la transmittance comme étant le rapport entre le
déplacement total maximal transmis a la masse et le déplacement maximal appliqué

par la base.

TR = Déplacement total maximal transmis a la masse

Déplacement maximal appliqué par la base

elle s’exprime par :
max
_ U

TR =

i1+ (2EB)2D
§2
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d’ou

1+ (2&B)2
TR =Dy/1+(25p)2 = N SR (2.59)

On remarque bien que l’expression de la transmittance est exactement celle de

I’équation 2.50, représentative du probleme d’isolation vibratoire de 1¢r¢ Classe. Ceci
implique que toutes les remarques faites sur la variation de TR en fonction de & et f

sont aussi valables dans le probleme de 2¢m¢ Classe.

2.3.5 Application

Le portique a 1ddl de la figure ci-dessous est soumis a un mouvement harmonique
horizontal h(t) a sa base, h(t) = 2.5sin(15¢t) cm.
Données : m = 40 tonnes, £ =7%, Ly =2m, Ly=4m,a=40 cm, E =3x10* MPa

P(t) = —mh(t)

(SUEEERRRNNNY
?r% I

En considérant le régime permanent, calculer :
- I'effort tranchant maximal dans chaque poteau
- la contrainte normale maximale dans chaque poteau

Que dire de la transmissibilité du mouvement de la base a la masse. Commenter.

Solution

Pour calculer les efforts maximaux, on a besoin d’avoir le déplacement maximal induit
par le mouvement a la base.

Calculons d’abord la rigidité de chaque ressort :

3E]  3x3x1010x 04

ky = 12 —24x10°N/m
3 3
L3 2
12E]  12x3x1010x %4
ky = = 12 —12%x10° N/m

3 3
L; 4

La rigidité équivalente du portique :

k=k +ky=36%x10° N/m=36x10> KN/m
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La pulsation propre du portique :

3
/ /36x10 30 rd/s

Le portique est soumis a un mouvement a la base de la forme :
h(t) = hgsinwt = 2.5sin(15t) cm
L’équation de mouvement du portique s’écrit dans ce cas :

mii(t) + cv(t) + kv(t) = —mh(t) = P(t)
avec h(t) = —hy@?’sinwt
d’ou P(t) = mhyw?’sinwt
— P(t)=40x2.5x107%(15)?sin(15¢) KN

— |P(t)= 225 sin 15 t(KN)
~—— ~——
P, @

L’équation de mouvement a résoudre est celle d'un systeme a 1ddl soumis a une force

harmonique de la forme P(t) = Pysinwt :
mv(t)+cv(t) + kv(t) = Pysinwt
L'expression du déplacement en régime permanent :
v(t) = %D sin(wt —0)

Le déplacement maximal :

Py . D 1
va:—D:—
TR k- (26p)
avec :
w 15
p=—=3,=05 et £=0.07

On trouve (Attention a la compatibilité des unités) :

s PR 225 1
max T g 36x10% /(1 -0.52)2 + (2 x 0.07 x 0.5)2

=8.29%x103m

L'effort tranchant maximal dans chaque poteau :

Trimax = k1Vmax = 199.13 KN
Tromax = koVimax = 99.56 KN
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La contrainte normale maximal dans chaque poteau :

o _MmaxE_MmaxE_6Mmux
mexor o2 et 2 g3
12

On a pour les deux poteaux :

Mp1max = TleaxLl

L,
Mpomax = TPZmax?

d’ou M
OPlmax = % =37.33 MPa

6M
Opomax = % =18.69 MPa

Ce qu’on peut dire sur la transmissibilité :

On peut voir le probleme comme un probléme d’isolation vibratoire de 2¢m¢ Classe. On
constate dans ce cas que la poutre est mal isolée du mouvement de la base, ceci peut
étre déduit rien qu’en regardant la valeur de B, car < V2 implique forcément TR > 1
d’ou une mauvaise isolation. On peut confirmer ce constat en calculant la valeur de

TR.

1+ (2&B)?
TR:D./l 2& 2 = =1.33
r 2 VI =B2)2+(2£B)2
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2.4 Vibrations forcées : chargement par impulsion

Une impulsion est un chargement de tres courte durée comparant a la période propre
d’un systeme a 1 ddl (figure 2.30). La réponse a une impulsion contient deux phases;
une phase de vibrations forcées qui dure le temps de l'application du chargement,
suivie d’'une phase de vibrations libres qui décrit le mouvement du systeme apres

cessation de sollicitation .

P(t) A

>
31 | t
Phase 1 | Phase II
Vibrations forcées Vibrations libres

Ficure 2.30 — Chargement par impulsion

Lorsque la réponse maximale est recherchée, I'amortissement présente peu d’intérét,
car la réponse maximale est atteinte dans une durée de temps tellement courte que
les forces d’amortissement n‘auront pas le temps d’agir; le systéme n’a pas le temps de
dissiper de I’énergie.

Nous allons, dans ce qui suit, exprimer la réponse maximale d’un systeme a 1ddl de
masse m et de rigidité k, a plusieurs formes d’impulsions pour des conditions initiales
au repos, 'amortissement sera donc négligé.

Selon la durée de I'impulsion, le déplacement maximal peut étre atteint aussi bien en

phase I (phase forcée) qu’en phase II (phase des vibrations libres).

2.4.1 Impulsion rectangulaire

Une impulsion rectangulaire et un chargement constant d’une courte durée tq, tel que
montré sur la figure 2.4.1. Cherchons d’abord l’expression de la réponse dans les deux
phases de vibration puis intéressons nous au déplacement maximal. La réponse
générale étant la somme de la réponse homogene et de la réponse particuliere.

PhaseI:t €[0,t;], vibrations forcées, P(t) = P,
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+y

t1
\ |

Phase I

Phase I1

Ficure 2.31 — Impulsion rectangulaire
L’équation de mouvement a résoudre dans ce cas est :
mi(t) +kv(t) = P(t) = b
Lexpression du déplacement en phase I, est :
: By
v1(t) = Asin wt + Bcos wt + — (2.60)

k

Pour des conditions initiales au repos, v;(0) =0 et v;(0)=0,0n a:

J2
vl(t):?o(l—cosa)t) 0<t<th (2.61)

Les conditions finales de la phase I, v{(t1) et v (#;), constituent les conditions initiales
de la phase II.

P,
vy (ty) :?0(1 —coswty)
(2.62)
. P
v1(t)) =—wsinwt;

k
Phase II : ¢t > t;, vibrations libres

L’équation de mouvement a résoudre dans ce cas est :
mv(t)+kv(t)=0

Notons que la réponse commence a partir de l'instant t = #;, et son expression est
donnée par :

v5(t) = Asinw(t —t1) + Bcosw(t —t;) (2.63)

A et B, dépendent des conditions initiales de la phase II, qui représentent les conditions

finales de la phase I de I’équation 2.62.

A _Ua(t1) _ v1(t)

w w (2.64)
B =v;y(t;) = vi(ty)
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d’ou 'expression de la réponse en phase II

vy (t) = vlc(utl) sinw(t—t1)+vi(t))cosw(t—t;) t>1 (2.65)

Déplacement maximal
Sachant que le déplacement maximal peut étre atteint dans la phase I ou dans la phase
I, cherchons le d’abord dans la phase I, c’est-a-dire pour ¢t € [0, ¢ ]. On cherche 'instant

tpic correspondant au déplacement maximal en annulant la vitesse :

. Py .
v1(t)=0= ?wsmwt =0
= sinwt =0
= Wty =N avec n= 1,3,5,...
La premiere valeur du déplacement maximal correspond a la plus petite valeur de t,;,
c’est-a-dire celle correspondant a n = 1.

w T

2
Pour que le déplacement maximal soit atteint en phase I, il faut que tpic soit dans
I'intervalle [0, t;], il doit donc vérifier :

t

TC
pic<t1:>_<t1
w

:>t1>

, . . . nw T
et dans ce cas le déplacement maximal est égal a v;(¢,;c), on remplace f,; = -=3

dans ’équation 2.61 et on obtient :

Py T
Umax = vl(tpic) = 2? t1 2 =

Le facteur d’amplification dynamique D s’exprime dans ce cas par :

D _ vmﬁx _

Vst

o
wléﬁ‘ﬂgg

. T , e . .
Dans le cas ou t; < X la durée de I'impulsion est tellement courte que le maximum de
la réponse ne peut étre atteint en phase I, il sera donc atteint en phase II. A partir de

I’expression de la réponse en phase II de ’équation 2.65, le déplacement maximal est :
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. 2
Vinax = V2max = \/(VI(tl)) + (vl(tl))z

@

en remplacant les expressions de v (t;) et v1(t;) de ’équation 2.62 on a :

P,
Viax = ?0\/(Sina)t1)2 + (1 —cos a)lfl)2

_B
"k

En se servant des identités trigonométriques suivantes :

2(1 —coswty)

2 2

cos2a = cos“ a —sin“ «

1 =sina+cos’a

P t t
PO . Cl)tl

=2, [4sin® —
P )

P, t T
Viax = Z?OSin(%) t <—

Le facteur d’amplification dynamique D est :

on trouve

ce qui donne :

D= Ymax _ ZSin(n—tl)
Vst T

2.4.2 Application

Considérons un systeme a 1ddl de masse m = 100kg et de rigidité k = 10K N/m, soumis
a une impulsion constante Py = 100N pendant un temps t;. La période propre du
systeme est de T = 0.27s

Premier cas : la durée de 'impulsion est t; = 0.257s, ce qui implique que t; > % alors
dans ce cas le déplacement maximal est atteint durant la phase I.

Vonax = 2% = 2cm atteint a I'instant t,;. = = = % =0.17s

La réponse globale dans les deux phases est illustrée sur la figure 2.32

Deuxiéme cas : la durée de I'impulsion est t; = 0.17ts, ce qui implique que ¢; = % alors
dans ce cas le maximum de la réponse est atteint a I’instant final de la phase I qui est
aussi l'instant initial de la phase II.

Le déplacement maximal se calcule donc dans la phase I, ce qui donne les mémes

valeurs que celles du cas précédent v,,,, = 2% = 2cm atteint a l'instant £,;. = % =0.17s
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v(t)

——Phase | : V, (t)

——Phase ll : V, (t)

Déplacement (mm)

Temps (s)

Ficure 2.32 — Impulsion rectangulaire, le cas t; > %

€

£

g

QE) Phase | : V, (t)
o Phase Il : V, (t)
=

.

o

-25

Temps (s)

Figure 2.33 — Impulsion rectangulaire, le cas t; = %

L’évolution du déplacement est illustrée sur la figure 2.33

Troisieme cas : la durée de I'impulsion est t; = 0.0257s, dans ce cas t; < % alors dans
ce cas le maximum de la réponse est atteint dans la phase II, celle des vibrations libres.
On calcule d’abord les conditions finales de la phase I :

v1(t1) = 2.93mm et v{(t;) = 70.71mm/s.

Le déplacement maximal est ensuite calculé :

; 2
Viax = Vamax = \/(%) +(vi(t))? = 7.654mm atteint a I'instant t,;. = 0.196s (voir la
figure 2.34)
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v(t)

Phase | : V, (t)

Phase Il : V, (t)

Déplacement (mm)

Temps (s)

Ficure 2.34 — Impulsion rectangulaire, le cas t; < %

2.4.3 Impulsion sinusoidale

Soit une impulsion sinusoidale appliquée sur une demi-période, tel que montré sur la

figure 2.35

P(t) 4

Py | P(t) = Pysinwt

\

\ 4 1 t

Phase I ! Phase 11

FIGURE 2.35 — Impulsion sinusoidale

Phase I:t €[0,t;], vibrations forcées, P(t) = Pysinwt
@ est la pulsation du chargement, et on appellera T, la période du chargement.

La durée de I'impulsion est égale a la demi-période du chargement

T,
h="t==L (2.66)
2w
L'expression du déplacement en phase I, est :
: P 1 . _
v1(t) = Asin wt + Bcos wt + — sinwt (2.67)
k1-p2
Pour des conditions initiales au repos, v;(0) =0 et v;(0)=0,0n a:
(t) F_1 (sinwt—-fBsinwt) 0<t<t (2.68)
v — ——(sinwt - Bsinw <t .
! k1-p2 P !
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Exprimons les conditions finales de la phase I, v{(t;) et v;(t), qui représentent les

conditions initiales de la phase II.

T PR p . m
vl(tl) ==7 (5):—?1_/32 Sin ﬁ
— (2.69)
vi(t))==v (E):—& Y1+ cos
i NG/~ k1-p2 B
Phase Il : t > t;, vibrations libres
L'expression de la réponse en phase II :
71 (¢
vy(t) = ull 1)sina)(t—t1)+v1(t1)cosw(t—t1) t>1 (2.70)
w

Déplacement maximal
Cherchons d’abord le déplacement maximal dans la phase I, pour t € [0,t]. Les pics

sont atteints lorsque la vitesse est égale a zéro.

Py

) 1
vl(t):():}?]_—/jz

(wcoswt— Pw coswt)=0
N——
@
= coswt = cos wt
= wiyic = twipc+2nm avec n=0,+1,2,3,...

La plus petite valeur de f,;. est obtenue en considérant le signe (=) pour n =1, d'ou

Pour que le déplacement maximal soit atteint en phase I, il faut que

TC

Ly <l = — <=

pie ! w+ w w
27 /e
—1—w<:
o(l+2)

- <1

1
1+ﬁ

—[F<1

Donc pour que le maximum de la réponse soit atteint en phase I, il faut que g < 1.

Cette condition peut aussi s’écrire en fonction de la durée de 'impulsion comme suit :

. v 27

La pulsation propre s’écrit : w = T
3 Y] . )2 . — TC

La pulsation du chargement s’exprime selon 1’équation 2.66 par : @ = —
1
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d’ou

Et dans ce cas le déplacement maximal est obtenu en remplagant ¢ par t,;. dans

I’expression du déplacement de la phase I (équation 2.68)

w+w
Py 1 ( _ 2m . 21 )
=— sSiNw——— fsinw=
k1-p2 W+ w W+ w

27
VUmax = vl(tpic) =" (— )

d’ou le déplacement maximal, lorsqu’il est atteint en phase I,

P 1 . 271 .21 T
vmax:?l_ﬁz(sm%—ﬁsmm) pour [j’<1<:>t1>5

Le facteur d’amplification dynamique D s’exprime dans ce cas par :

1 2 2
p = Ymax _ (sin mp — Bsi T )

vy 1-p2\7 1+p 1+p

Dans le cas ou B > 1 © t; < L, le maximum de la réponse est atteint en phase II.
1 2 P p

A partir de 'expression de la réponse en phase II de ’équation 2.70, le déplacement
maximal est :

. 2
Vmax = V2max = \/( VIC(;])) + (vl(tl))2

en remplacant les expressions de v (t1) et v (t;) de I’équation 2.69 on a :

vmﬂx‘%l_ﬁﬁz 2 1+cosz)
:%1_/3/32 2 coszﬁ+sin2%+cos2 2ﬁ—sin22£
VI
d’ou
max=2%l_ﬁﬁ2coszi pour B>lot) <—
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Le facteur d’amplification dynamique D est dans ce cas:

— Vmax — 2ﬁ T
vy 1-p2 7 28

2.4.4 Impulsion triangulaire

Un systéme a un ddl est soumis a I'impulsion triangulaire, représentée sur la figure

2.4.4.
P(t) s

Py

+y

tq
\ |

Phase I

Phase I1

FIGURE 2.36 — Impulsion triangulaire

PhaseI:t € [0,t;], vibrations forcées, P(t) = P, (1 - %)

La réponse générale en phase I, est exprimée par :

P t
vl(t):Asinwt+Bcoswt+?0(1—t—) (2.71)
1
Pour des conditions initiales au repos :
P
v1(0) =0 B:—f
2.72)
P 1 (
0) =0 =0
v1(0) k ho
d’ou 'expression du déplacement :
Py [ si t t
vl(t):—o(smw —cosa)t——+1) 0<t<t (2.73)
k a)tl tl
Les conditions finales de la phase I, sont
Py [sin wt
v1(ty) :_O(smw L —cosa)tl)
k C()tl
(2.74)
) 2} (cos wt] . 1 )
V() =—w +sinwt; — ——
k C()tl C()tl

Phase I : ¢t > t{, vibrations libres
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La réponse générale en phase Il est :

vy(t) = 7)16(51) sinw(t—t))+vy(t))cosw(t—t;) t>H (2.75)

Réponse maximale : La recherche du déplacement maximal se fait de la méme fagon
que pour les deux formes d’impulsions précédentes (rectangulaire et sinusoidale).
Notons juste que, pour I'impulsion triangulaire, le maximum de la réponse est atteint

en phase I'si t; > 0.4T, et il est atteint en phase II lorsque t; < 0.4T.

2.4.5 Calcul approché de la réponse a un chargement par impulsion

Considérons un systeme a 1ddl (figure 2.37) initialement au repos, soumis a une
impulsion (figure 2.38). Si la durée de l'impulsion est trés courte comparée a la
période propre du systeme, on peut la considérer comme un impact. L'impulsion
représente dans ce cas un chargement ponctuel de vitesse, la durée du chargement est
tellement courte que le systeme n’a pas le temps d’effectuer un déplacement durant

I'intervalle de temps [0, t;].

A C

g {F m | P

3 —MW— >
J k OO

FIGURE 2.37 — systeme 1ddl : Modele masse-ressort

P(t)
! >
t Phase 11 t
Phase I Vibrations libres
Vibrations forcées

FIGURE 2.38 — Impulsion de tres courte durée

Durant la phase I, t € [0, 1],
- le déplacement est négligeable, ceci implique que la force élastique peut étre

considérée nulle.
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fi(t)=kv(t)=0 pour 0<t<t

Le déplacement final de la phase I est donc nul.

vi(t1) =0

- Si le systeme est amorti, la force d’amortissement sera négligeable aussi, car la phase

I est tellement courte que I'amortissement n’a pas le temps d’agir.

c=0= fp(t)=cv(t)=0 pour 0<t<H

Cependant la vitesse a la fin de la phase I n’est pas nulle. Pour ’exprimer on utilise la
deuxiéme loi de Newton, elle stipule que la variation de la quantité de mouvement est

égale a la somme des forces qui agissent sur le systeme.

d[mv] ZP m—_P )= fotfT— £At]
:mfo“% :fo

t

Phase Il : t > t1, vibrations libres
Premier cas : Systéeme non-amorti

le déplacement en vibrations libres non-amorties s’exprime par :
v(t) = vy(t) = Asinw(t —t;) + Bcosw(t —t1)

A partir des conditions initiales de la phase I, on a:

qont) 1 tlp J
JO (1)dt

w maw

B=v(t;)=0

d’ou 'expression de la réponse en phase II :

v(t) = 1 (Ltl P(t)dt)sinw(t —t) t>H (2.76)

ma

Remarque : L'intégrale fo t)dt représente l'aire sous la courbe P(t), c’est la surface
hachurée de la figure 2.38)

Deuxieme cas : Systeme amorti
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le déplacement en vibrations libres amorties s’exprime par :

v(t) = vy(t) = e ¢ Asinwp (t - t;) + Beos wp(t — t)]

avec

B:vl(tl) =0

et
A=

vi(t) +Ewvy (t1) _ vi(t) 1 Jtl P(t)dt
wp wp mwp Jo

d’ou I'expression du déplacement :

v(t) = 1 (LtlP(t)dt)e“f‘“(t‘fl)sinwD(t—tl) (2.77)

B mwp

Remarque : L'impulsion n'a fait que donner une vitesse initiale au systéme pour effectuer

des vibrations libres.

2.4.6 Application

Soit un systeme a 1 ddl de masse m = 8.12tonnes, et de pulsation propre w = 41rd/s.
La masse est soumise a I'impulsion représentée sur la figure ci-dessous. Calculons le

déplacement maximal de la masse en utilisant le calcul approché.

P(t) g

150KN |------

>
\ | | t
T 005 0055 |

En négligeant I'amortissement, le déplacement maximal peut étre directement calculé

d’apres I’équation 2.76 par :

1 (h
Viax = %J P(t)dt avec t; =0.1s
0

0.1 , s
et comme Io P(t)dt représente 'aire sous la courbe P(t), alors :

1

Vimax = g3 %A1 [0.5(0.1 +0.05)150] = 3.38 x 10°m
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2.5 Reéponse a un chargement dynamique quelconque :

Intégrale de Duhamel

Pour calculer la réponse d’un systeme a 1ddl a un chargement dynamique quelconque
P(t), on suppose que la fonction de force est composée d’une séries d’'impulsions de
tres courtes durées (figure 2.39).

Pendant la fraction de temps dt, la force fait subir a la structure une impulsion

élémentaire P(7)dr.

Pit) A

T || t

T 1
dr

Ficure 2.39 — Chargement dynamique quelconque

Pour des conditions initiales au repos, exprimons la réponse au chargement P(t), dans

les deux cas des systémes : amorti et non-amorti

2.5.1 Systeme non-amorti

Pour t > 7, la réponse produite par 'impulsion élémentaire P(t)dt est donnée par :

dv(t) = P(;f%inw(t—r) > (2.78)

En intégrant la réponse élémentaire de 0 a t , on obtient la réponse complete du

systeme au chargement P(f).

v(t) = —JotP(T)sina)(t—T)dT (2.79)

maw

L’équation 2.79 représente la réponse générale d’un systeme a 1ddl non-amorti a une
force dynamique quelconque P(t) pour des conditions initiales au repos, c’est
I'intégrale de Duhamel pour les systémes non-amortis.

Dans le cas ou le déplacement initial v(0) et/ou la vitesse initiale v(0) ne sont pas nuls,

la réponse en déplacement s’exprime alors par 1’équation 2.80.
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v(0) . 1 (! .
v(t) = —=sinwt +v(0)coswt+ — | P(t)sinw(t—7)dt (2.80)
w mw Jo

2.5.2 Systeme amorti

En présence de I'amortissement, la réponse en vibrations libres induite par I'impulsion

élémentaire P(t)dt s’exprime par ’équation 2.81 pour ¢ > 7 :

du(t) = —

= P(t)dte *“tDsinwp(t-1)  t>7 (2.81)
mwp

En intégrant la réponse élémentaire de 0 a t , on obtient la réponse complete du

systeme.

t
v(t) = mi)D L P(t)e *"sin wp(t —7)dt (2.82)

L’équation 2.82 représente l'intégrale de Duhamel pour les systemes amortis, elle
exprime la réponse générale d’'un systeme a 1ddl amorti a une excitation dynamique
quelconque P(t) pour des conditions initiales au repos, c’est .

Pour des conditions initiales quelconques (v(0) = 0, et/ou v(0) = 0), ’expression de la

réponse devient :

1(0 0
v(t) = ettt il )+wéa)v1( )sina)D(t—T)+v(0)cost(t—T)
D
1 t
+ J P(1)e ¢ Dsinwp(t - t)dt
mwp Jo

Remarque : vue la complexité de son calcul, l'intégrale de Duhamel nécessite en général un

calcul numérique.

2.5.3 Application

Déterminer 'expression de la réponse d’un systeme a 1ddl non-amorti, de pulsation
propre w, a une force constante P pour des conditions initiales au repos.

En utilisant l'intégrale de Duhamel, le déplacement s’exprime par :

v(t) = 1 JtP(T)sin w(t-T1)drt
0

maw

Dans ce cas, P(t) = Py, d’ou
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Ce qui donne :

Pt
v(t) :m—g) sinw(t —1)dt
0
t
:i(—L Cosa)(t—T))
mow\ —w 0
P,
= 02 (cos(0) — cos(wt))
mw
0
:W(l —COSC()t)
v(t) = %(1 —coswt)

Mme Seghir

74/ 102



Dynamique Des Structures 1 Chapitre 2
M1-Structures - 2025/2026 Systémes a un degré de liberté

2.6 Spectre de réponse

Lorsqu’on recherche la réponse sismique d’une structure, on détermine d’abord
I'expression du chargement sismique. Ce dernier est généralement donné sous forme
d’un accélérogramme représentant l’accélération du sol en fonction du temps.
L'accélérogramme peut étre enregistré lors d'un séisme ou généré de maniére
artificiel, on peut voir sur la figure 2.40 'exemple de 'accélérogramme enregistré a
Azazga (la composante Est-West) lors du séisme de Boumerdes de 2003.

Une analyse dynamique permettra de calculer la réponse a l'excitation sismique a
tout instant ¢. Dans le cadre de ce cours, le comportement des structures est considéré
élastique linéaire.

Si on ne s’intéresse qu’a la réponse maximale de la structure, c’est le cas par exemple
des études de dimensionnement, il n’est pas indispensable d’avoir la variation du
chargement dans le temps (I’accélérogramme), le spectre de réponse constitue dans ce

cas une donnée suffisante.

2.6.1 Réponse sismique d’un systeme a un degre de liberte

Soit un systeme a 1 ddl de masse m, de rigidité k, et de constante d’amortissement c,
soumis a une excitation sismique donnée sous forme d’un accélérogramme appliqué a

sa base (figure 2.40). Considérons l’exemple de 1’accélérogramme de Azazga-EW.

- _V)
m Feml 1
C Q .o
E o5 A0)
c
e o0
©
«E -0.5
. vl
V() S -1
-~ 777 < 0 5 10 15 20 25 30

temps (s)
Ficure 2.40 — Systeme a 1ddl - Accélérogramme de Azazga-EW
L’équation de mouvement du systéme en déplacement relatif s’écrit
mi(t) + cv(t) + kv = —mi(t) (2.83)
qu’on peut aussi écrire sous la forme

(1) + 2Ewv(t) + v = —T,(t) (2.84)
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La solution de cette équation est donnée par l'intégrale de Duhamel

v(t) = mi)D Ltpme-éw(f—ﬂ sin(wp(t—1))dt (2.85)

ou wp = w+/1—&? est la pulsation amortie
L’équation 2.85 représente la réponse, en régime général, du systeme a 1ddl pour des
conditions initiales au repos. Le chargement appliqué a la masse étant P(t) = —m,(t),

alors I’équation 2.85 devient

v(t) = —wiD Lt Vo(T)e ¢ Dsin(wp(t - 1))dT (2.86)

Cette réponse ne dépend que de deux paramétres liés au systéme, le taux

d’amortissement critique & et la pulsation propre w ou bien la période propre T.

2.6.2 Spectres de réponse exacts

ntéressons nous maintenant a la réponse maximale du systéme a orsqu’il es
Int t tal le d t 1ddl 1 ‘il est

soumis a l'accélérogramme de Azazga-EW. Le déplacement relatif maximal est donné

par:

t
LL Vo(1)e ¢ Dsin(wp(t—7))dt|  =S4(&,T) (2.87)

Vinax = |v(t)|max = _Cl)D

max

Cette valeur maximale qu’'on appellera S; ne dépend que de £ et de T.

Fixons la valeur de &, par exemple & = 5%, et calculons le déplacement relatif
maximal pour différentes valeurs de la période T. En reportant sur un graphe les
valeurs de la période sur l'axe des abscisses et les valeurs du déplacement relatif
maximal correspondant (en valeurs absolues) sur I’axe des ordonnées ont obtient le
spectre de réponse en déplacement relatif de l'accélérogramme de Azazga-EW pour
& = 5%, tel que montré sur la figure 2.41.

Si on refait le méme processus pour différentes valeurs de £ on obtient un groupe de
spectres de déplacement relatif, chacun correspondant a un £ donné, tel que montré

sur la figure 2.42.

De la méme maniere on peut construire le spectre de vitesse relative de
l'accélérogramme en calculant la vitesse relative maximale pour différentes valeurs de

& et T, quon nommera S,(&,T)
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T=05s T=1s T=15s
E 15 6
:
5 _
0 0 9 2 30 0 10 () 20 30

Déplacement max(cm)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Période (s)

Ficure 2.41 — Construction du spectre de déplacement relatif de I’accélérogramme de

Azazga-EW pour & = 5%

dv(t)
dt

On peut aussi construire le spectre d’accélération absolue, nommé S,(&,T).

=S,(&,T) (2.88)

max

l)max = |v(t)|max =

L’accélération absolue ©%(t) étant la somme de I'accélération relative de la masse et de
I’accélération de la base.

d>v(t)
dt?

3%/

Vinax = |i}(t) + ﬁg(t)lmax =

+Ug(t)|  =S4(&T) (2.89)

max

Pour résumer on peut définir le spectre de réponse comme étant la courbe qui donne
la réponse maximale a une excitation sismique (en terme de déplacement, de vitesse
ou d’accélération) d’un systeme a 1 ddl en fonction de la période propre T pour un

taux d’amortissement critique donné &.
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30

—£=0%

0 0.5 1 15 2 2.5 3
Période T(s)

FIGURE 2.42 — Spectres de déplacement relatif de I'accélérogramme Azazga-EW

2.6.3 Pseudo-Spectres de réponse

En exploitant le fait que pour les structures de génie civil, les valeurs de & soient
relativement petites, les expressions exactes des spectres, de vitesse relative et
d’accélération absolue se simplifient et sont dans ce cas appelés des pseudo-spectres.
Cette simplification conduit a une relation tres intéressante ( 1’équation 2.90) entre le
spectre de déplacement relatif S; , le pseudo-spectre de vitesse relative S, et le

pseudo-spectre d’accélération absolue S,

S,=wS, =w?S, (2.90)

Par exemple, les pseudo-spectres d’accélération absolue de 'accélérogramme Azazga-
EW peuvent étre directement déduits des spectres de déplacement relatif de la figure

2.42 en les multipliant tout simplement par w?, tel que représenté sur la figure 2.43

14 — £=0%
12 —£=2%
10 £=5%

— €=10%

0 0.5 1 15 2 25 3
Période T(s)

FIGURE 2.43 — Pseudo-spectres d’accélération absolue de 'accélérogramme Azazga-EW
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L'utilisation des pseudo-spectres dans le calcul sismique des structures, permet de
déduire les valeurs spectrales en ayant uniquement 1'un des trois spectres. La valeur
de la pulsation permet de passer d’un spectre aux deux autres.

L’'avantage d’avoir un spectre de réponse comme donnée de l’excitation sismique est de
permettre par une simple lecture d’avoir la réponse maximale d’un systeme a 1 ddl de

caractéristiques & et T. L'effort maximal a la base T}, est aussi directement déduit

Tmax = kvmax

S, .S
=kSy =kt = k=5

w
On emploie souvent le pseudo-spectre d’accélération absolue dans le calcul sismique

des structures, notamment dans les réglements parasismiques. Ceci fait que l'effort
a la base est obtenu en multipliant la masse du systeme par la valeur spectrale S,

correspondant aux caractéristiques & et T du systeme.

k
Tinax = —55q. = mS,
w

Discussion

- En plus de fournir directement la réponse maximale, le pseudo-spectre d’accélération
informe sur le contenu fréquentiel de 'excitation sismique; il montre Uamplification du
mouvement sismique pour chaque période. Notons aussi qu’il ne fournit pas a quel instant
le maximum de la réponse est atteint, cette information nécessite le calcul de la réponse
temporelle.

- En observant les pseudo-spectres de la figure 2.43 on remarque que quelque soit la valeur
de &, toutes les courbes commencent par le méme point a T = 0. Ceci s’explique par le fait
que lorsque la période du systéme est nulle, sa pulsation tend donc vers I'infini, la masse du
systéme ne bouge pratiquement plus par rapport a la base, le systéme n'a plus de
déplacement relatif (v(t) = 0). Dans ce cas 'unique mouvement du systéme provient de la
base, l'accélération absolue maximale de la masse est égale a l'accélération maximale de la

base (du sol) et ce quelque soit la valeur de &.

2.6.4 Application : Utilisation du spectre d’un accélérogramme

Soit le portique de la figure ci-dessous soumis a l'accélérogramme de Azazga-EW,
enregistré lors du séisme de Boumerdes de 2003. Calculer I'effort tranchant maximal
a la base du portique.

Données :
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Portique : m = 29.23tonnes, k =7233.8KN/m, £ = 10%
Excitation : Pseudo-spectre d’accélération absolue de l'accélérogramme de Azazga-EW
pour & = 10% (figure 2.44)
3
25

2 1 Sa = 1.942 m/s?

1.5 A

Sa (m/s?)

1 4

0.5 4

0 05 1 15 2 25 3
T(s)

FiGURE 2.44 — Pseudo-spectre d’accélération absolue de 'accélérogramme de Azazaga-
EW
pour £ =10%

Réponse :

Rappelons que le spectre de réponse représente la réponse maximale d’'un systéme a 1 ddl
caractérisé par sa période et son taux damortissement critique. Cette réponse peut étre
donnée sous forme de déplacement relatif maximal (v, = S4(&,T)), de vitesse relative
maximale (V. = Sy(E, T)) ou bien d’accélération absolue maximale (V5 = Su(E,T)).

Le taux d’amortissement critique du portique étant donné & = 10%, déterminons sa

période propre T :

L)
T
w k
/%

2
T=—2"_ _0.4s
7233.8
29.23

Maintenant il suffit d’aller sur la courbe du pseudo-spectre d’accélération absolue

correspondant a £ = 10% et de lire la valeur de S, correspondant a la valeur de la
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période (figure 2.44)
S, =1.942m/s?

Et aussi simple que ¢a en a l'air I’effort tranchant a la base est
Tpax = MS, = 29.23 x 1.942 = 56.76KN

Remarque : Si on veut connaitre le déplacement relatif maximal de la masse, il suffit
d’appliquer la relation 2.90 :

S, 1.942 _3
Vmax = Sd = E = —(15'73)2 =7.85x10"m

2.6.5 Spectre de réponse réglementaire

— Pour déterminer les efforts maximaux induits par un séisme, il n'est pas
nécessaire d’avoir l'accélérogramme, le pseudo-spectre de réponse en
accélération absolue est suffisant.

— Le dimensionnement des structures nécessite d’avoir la réponse maximale a un
séisme futur. Ceci a amené a construire des spectres réglementaires de calcul a
partir de traitements statistiques d’'une multitude de spectres d’enregistrements
sismiques réels.

— Le concept de spectre de réponse permet de définir une sollicitation pour des

structures dans une zone sismique donnée.

Spectre de calcul RPA99/2003

Le spectre de calcul RPA99/2003 est donné en pseudo-accélération absolue S, par
rapport a l'accélération de la pesanteur g (équation 2.91). Il est constitué de quatre

branches délimitées par des valeurs de périodes caractéristiques.

1.25A(1+T1(2.57]%—1)) 0<T<T
1
2.5 Q
Sa . 17(1.25A) E Th<T<LT,
E: Q T 2/3 (291)
2.517(1.25A)(§)(T2) T,<T<3
TZ 2/3 3 5/3 Q

Les expressions du spectre s’écrivent en fonction d’un certain nombre de parametres :
A : Coefficient d’accélération de zone, il dépend de la zone sismique et du groupe

d’usage ('importance) de la structure étudiée.
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Ty, T, : Périodes caractéristiques associées a la nature du sol.

R : Coefficient de comportement global de la structure. Il dépend du type de systeme
de contreventement. La valeur de R permet de tenir compte du comportement
non-linéaire de la structure, une valeur de R = 1, rend le spectre élastique, elle est
utilisée lorsqu’on admet que les déformations de la structure étudiée sont réversibles.
Par contre une valeur supérieure a un, c’est le cas des structures étudiées selon RPA,
veut dire qu'on admet des déformations irréversibles apres l’application de
I’excitation sismique, ceci permet d’exploiter la ductilité de la structure.

Q : Facteur de qualité de la structure. Il est fonction de la redondance et de la géométrie
des éléments qui la constituent, de la régularité en plan et en élévation et de la qualité
du controle de la construction.

1 : Facteur de correction d’amortissement pour les valeurs de & différentes de 5%.

= 7 >0.7
T=V25: ="

& : Le taux d’amortissement critique de l'ouvrage exprimé en pourcentage. Il dépend
du matériau constitutif, du type de structure et de 'importance des remplissages. y = 1

pour & = 5%.

2.6.6 Application : Utilisation du spectre de calcul RPA99/2003

Déterminer la réponse maximale d’une structure a un séisme futur nécessite dans un
premier temps de classer la structure étudiée selon les criteres du RPA99/2003, ceci
permet de définir les parametres nécessaires pour construire le spectre.

Prenons l'exemple d’un systeme a 1ddl de masse m = 409.35tonnes, et de rigidité
k = 36000KN/m, constitué de portiques auto-stables en BA avec remplissages en
magonnerie rigide (R = 3.5, £ = 7%), d’'importance moyenne (groupe d’usage 2), situé
en zone sismique III (A = 0.25), et implanté sur un sol meuble S3 (T; = 0.15s et
T, = 0.5s). On prend la valeur Q = 1.2 pour les pénalisations sur la structure.

L'effort tranchant maximal a la base de la structure est

S
Tpax = mS, = mg_a

d’ou
S
Tmux =W Ea

W est le poids de la structure.

On calcule la période propre du systeme
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27z_

27
k 36000
m 409.35

I1 suffit maintenant d’aller sur les expressions du spectre (I’équation 2.91) et de situer

T = =0.67s

la période par rapport aux quatre branches. On voit bien que 0.5s < 0.67s < 3s ce
qui correspond a la troisieme branche du spectre (T, < T < 3s). La valeur de S,/g

correspondante se calcule avec I'expression

~25p0.250(9)(2)

oq |

ce qui donne

S 1.2\/ 0.5 \*/3
—”:2.5><0.882(1.25x0.25)(—)(—) =0.194
g 3.5/\0.67

A=0.25
T1=0.15s
T2=05s
R=35
Q=1.2
£€=7%
n=0.882

S./g =0.194

Sa/g

0.05

T(s)

FiGURE 2.45 — Spectre RPA

le spectre de I’équation 2.91 est représenté sur la figure 2.45 ou on a repéré le point
correspondant a la structure étudiée. La valeur de S,/g est bien située sur la troisieme
branche du spectre.

L'effort tranchant maximal a la base du systeme est
T, o = 409.35 % 9.81(0.194) = 780.47 KN

Remarque : Le spectre réglementaire peut aussi bien étre utilisé pour les systémes a 1 ddl
que pour les systemes a plusieurs degrés de liberté, c’est d’ailleurs la donnée de base de la

méthode spectrale modale.
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Spectre de calcul RPA 2024

Le spectre de calcul RPA 2024 est issu des modifications apportées au spectre de calcul
RPA99/2003. L'action sismique horizontale est représentée par un spectre de calcul
donné en terme de pseudo-accélération absolue S, par rapport a l'accélération de la
pesanteur ¢ (équation 2.92). Il est constitué de quatre branches délimitées par des

valeurs de périodes caractéristiques.

T Qr
Al +—(25=L_Z <STLT
S( T( °R )) 0 !
QF
AIS( —) T,<T<T
Sad _ R (2.92)
g AIS(25%)( ) T,<T<T;
T,.T
5(25%)( z 3) Ty < T < 4s

Les expressions du spectre s’écrivent en fonction d’un certain nombre de parametres :
A : coefficient d’accélération moyen de calcul pour un sol de classe S1 pour la période
de retour de non effondrement Tr=475 ans, il dépend de la zone sismique;

I : coefficient d’importance, il dépend du groupe d’importance du batiment(1A, 1B, 2
et 3);

S : coefficient de site;

Qr : Facteur de qualité de la structure.

R : Coefficient de comportement global de la structure. Il dépend du type de systeme
de contreventement. La valeur de R permet d’exploiter la ductilité de la structure donc
de tenir compte compte de son comportement non-linéaire;

Il est a noter que la valeur de R, est corrigée par le coefficient de qualité,Qf, qui
permet de tenir compte du degré de régularité et de la redondance du systeme de
contreventement.

T : période de vibration d’un systeme linéaire a un seul degré de liberté;

T, et T, : représentent respectivement, la limite inférieure et la limite supérieure des
périodes correspondant au palier d’accélération spectrale constante;

T5 : valeur définissant le début de la branche a déplacement spectral constant.

Les valeurs de T}, T, et S, dépendent du niveau de sismicité et de la classe de sol.
Avant de pouvoir utiliser le spectre RPA2024, il faut classer la structure pour pouvoir

déterminer ses caractéristiques spectrales.
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Chapitre 3

Systemes a plusieurs degrés de liberte

3.1 Introduction

Le choix du nombre de degrés de liberté (ddls) est dicté par la nature du probléme
étudié. Si une structure possede plus d’'un mode de déplacement, alors I’expression de
sa réponse dynamique doit étre représentée par plusieurs coordonnées de
déplacement. Le probléeme a résoudre doit donc comporter plusieurs degrés de

liberté.

3.2 Modeélisation

3.2.1 Meéthode des éléments finis

6 5 4
7\ 7\ 7\
3T Elément] 2 T Elément2 1 T
IR RRRRRRE A RRRRRR RN RRRE |
Neeuds

FiGure 3.1 — Représentation des ddls : Eléments finis

Le nombre de ddls est égal au nombre de possibilités de mouvements des nceuds.

L'exemple de la figure 3.1 représente une poutre décomposée en deux éléments. En

85



Dynamique Des Structures 1 Chapitre 3
M1-Structures - 2025/2026 Systémes a plusieurs degrés de liberté

considérant la translation verticale et la rotation dans chacun des trois nceuds, en se

retrouve avec un probleme a six degrés de liberté.

3.2.2 Meéthode des masses concentrées

Le nombre de ddls est égal au nombre de possibilités de mouvements des points de

concentration des masses.

- Les poutres sont infiniment
rigides

- La masse du portique est
concentrée au niveau des
poutres

La déformation axiale des
poteaux et la rotation des
poutres sont négligeables

v \ /
f\ {
M1 V1
R R —I—» B —
M;
k1 kl
2 2

ky

N —
M;
ko ky
2z < k
> 2
/777777 JS777777 /777777 /777777 /777777
N =6 ddls N =2 ddls

FiGure 3.2 — Représentation des ddls : Masses concentrées

L'exemple bidimensionnel d’un portique a deux niveaux est schématiquement
représenté sur la figure3.2. Le nombre N de degrés de liberté dépend des hypotheses
retenues dans I’étude.

Avec les deux ddls de translation (V; et V), le portique peut trés bien étre représenté
par un modele simplifié constitué de masses et de ressorts, tel que montré sur la figure

3.3. Uamortissement n’étant pas considéré dans cet exemple.
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I Kk ’ Iy M:
: AvAvAvAvA _MW_
3 0 0O o)

FiGure 3.3 — Modéle masses-ressorts a deux degrés de liberté

3.3 Formulation des équations de mouvement :
Expression de I’équilibre dynamique

L’équation de mouvement d'un systeme a N degrés de liberté s’exprime en écrivant

I’équilibre des forces associées a chaque degré de liberté i (I’équation 3.1).

fri(t) + fpi(t) + fsi(t)=P(t)  i=1,N (3.1)

f1i(t), fpi(t), et fs;(t) représentent,respectivement, les forces d’inertie, d’amortissement
et élastique associées au ddl i. P;(t) représente le chargement appliqué au niveau du
ddl i.

Sous I'hypotheése d’un comportement élastique linéaire, chaque force élastique
associée a un ddl i dépend des composantes de déplacement de tous les ddls
(continuité de la rigidité). En considérant I’exemple de la figure 3.4 d’une poutre avec

trois ddls, les forces élastiques associées aux trois ddls s’écrivent comme suit :

FIGURE 3.4 — Systeme a trois degrés de liberté

fs1(t) = k1 Vi(t) + k1o Va(t) + ki3 Vs(t)
fs(8) =1 foa(t) = ka1t Vi (1) + kap Vo (t) + ka3 V3 (2) (3.2)

fs3(t) = k31 Vi(t) + k32 Va(t) + k33 V3(t)
Les éléments k;; de la matrice rigidité sont appelés coefficients d’influence de rigidité.
Un élément k;; peut étre défini comme étant la force correspondant au ddl (i) induite
par un déplacement unitaire du ddl (j). Le vecteur force élastique peut s’écrire sous
la forme du produit de la matrice rigidité [K] et du vecteur déplacement V(t), fi(t) =

[KTV (#).
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fsa@®)] ki ki ks [Va(?)
f(t) = fsa(t) p = ka1 koo kaz[qVa(t) (3.3)
fs3(t))  [ka1 k3o kas| |\ V3(t)
Avec le méme raisonnement, on peut écrire le vecteur force d’amortissement sous la

forme du produit de la matrice amortissement [C] et du vecteur vitesse V(t), soit

folt)=[CIV ().

for®)] e ez eas||Va(t)
fot) =1 fpa(t) = [ca1 €22 23| Valt) (3.4)
Jps(t) 31 c3: ez | Val(t)
Chaque élément ¢;;, appelé coefficient d’influence d’amortissement, représente la force
correspondant au ddl (i) induite par une vitesse unitaire du ddl (j).
Aussi, le vecteur force d’inertie peut s’écrire sous la forme f;(t) = [M]V(t), le produit

de la matrice masse [M] et du vecteur accélération V(t).

fri(t) myp myy mys|[Vi(t)
fit) = fra(t) = |mar may mps | Va(t) (3.5)
f13(t) ms; mzy mss| | Vs(t)

Les éléments m;; sont les coefficients d’influence de masse. Un élément m;; représente
la force correspondant au ddl (i) induite par une accélération unitaire du ddl (j).
L’équilibre dynamique global de la structure de la figure 3.4 peut s’écrire sous forme

matricielle comme suit :

[M]V (1) + [CIV](t) + [K]V (t) = P(t) (3.6)

P(t) est le vecteur chargement, ces composantes P;(t) représentent les forces appliquées

aux trois ddls (i = 1, 3).

3.4 Détermination des matrices caractéristiques

3.4.1 Matrice rigidité [K]
Avant de déterminer les éléments de la matrice rigidité, examinons d’abord la
signification physique d’un coefficient d’influence de rigidité k;;. Par definition, il

représente la force au ddl i due a un déplacement unitaire au ddl j, pendant que tous
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les autres ddls sont maintenus fixes, on peut par exemple leur imposer des appuis
fictifs.

Prenons 'exemple de la poutre a trois ddls de la figure 3.4. Si on veut voir l'effet d'un
déplacement correspondant a un seul ddl indépendamment des autres ddls, on
procede comme suit. On applique un déplacement unitaire au ddl 1 (V; = 1) et on
applique des appuis fictifs au niveau des ddls 2 et 3 pour les bloquer. La force induite
au ddl 1 est celle causée par un déplacement unitaire au ddl 1, par définition cette
force représente le coefficient d’influence de rigidité k;;. Les forces induites aux ddls
2 et 3 sont, respectivement, k,; et k3;. On refait l'expérience en appliquant un
déplacement unitaire au ddl 2, puis au ddl 3, tel que schématisé sur la figure 3.5.

En superposant les effets des trois déplacements, la force élastique f;; correspondant
au ddl i est la somme de la force au ddl i induite par le déplacement du ddl 1 (k;; V1),
de la force au ddl i induite par le déplacement du ddl 2 (k;,V)), et de la force au ddl i
induite par le déplacement du ddl 3 (k;3V3) (Equation 3.7).

fsi(t) = kin Vi(t) + kip Vo(t) + kiz Vs(t), i=1,3 (3.7)

] T1=K11

fa=ka1 fa=ka1

f1=kis fa=ko3 [ fa =kas

I l

F1GURE 3.5 - Signification physique des coefficients d’influence k;;

Pour une structure donnée, la détermination de la matrice rigidité globale par éléments
finis revient a assembler les matrices élémentaires de chaque élément de la poutre. Le
probleme se réduit alors a la détermination de la matrice rigidité d’un élément de
référence.

Considérons un élément poutre de longueur L, de module d’élasticité E et de moment
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d’inertie de flexion I(x) comme montré sur la figure 3.6. Un tel élément est assemblé
a la structure compléte par ces deux nceuds. Les degrés de liberté de cet élément sont
les translations verticales (V; et V,) et les rotations des nceuds (0, et 0,). Les degrés de

liberté sont numérotés ici de sorte a écrire le vecteur déplacement comme suit :

Vi(t) Vi(t)
Vi) = Va(t)| _ [ Valt) (3.8)
V3(1) 01(1)
Va(t) 0,(t)
0, 0 3 4
7\ /N /N N\
Vi TVz 1 2
[ ERRRERERERRRERRERRRRH
o—— o——
X X
: . | : - |

FIGURE 3.6 — Elément de référence a quatre degrés de liberté

Appliquons un déplacement unitaire correspondant au ddl 1, c-a-d une translation
verticale unitaire de l'extrémité gauche de I’élément de référence (V; = 1), les autres
ddls sont maintenus fixes. La déformée induite peut étre exprimée par le polynome
d’ordre trois ;(x). La déformée induite par l'application d’une rotation unitaire au
nceud gauche de I’élément de référence(V3; = 6; = 1) est représentée par le polyndme
d’ordre trois nommé 3(x). En appliquant un déplacement unitaire puis une rotation
unitaire a I'extrémité droite de I’élément de référence, on obtient les déformées 1, (x)
et 4(x), respectivement, comme montré sur la figure 3.7. Le déplacement vertical y(x)
d’un point quelconque de I’élément s’écrit p(x) = 11 (x) Vi +o(x) Vo +P3(x) V3 + P4 (x) Vy.
les fonctions ;(x), données ci-apres, représentent les polynomes d’Hermite, elles sont

appelées fonctions de forme ou fonctions d’interpolation.

Mme Seghir 90/ 102



Dynamique Des Structures 1 Chapitre 3

M1-Structures - 2025/2026 Systémes a plusieurs degrés de liberté
I [l
N
S R
3 2 3
pr=1-3(3) +2(3) v2=3(3) -2()
A ~

2
ps=x(1-7) Py=2%(3-1)
Ficure 3.7 — Fonctions de forme de I’élément de référence

En utilisant le principe des travaux virtuels, il est possible de démontrer que les

éléments k;; de la matrice rigidité de I’élément de référence s’écrivent comme suit :

L
kij = J; EI(x) 9] (x) ¢ (x)dx (3.10)
L’équation 3.10 montre que k;; = k;j;, ce qui permet de conclure que la matrice rigidite
est symétrique.
En considérant le cas ou I’élément poutre de référence soit a inertie constante (I(x) = 1)
on peut utiliser les fonctions de forme de 1’équation 3.9 pour calculer tous les éléments

k;;, on obtient alors la matrice rigidité élémentaire suivante :

]'1
(12 -12 6L 6L ]
EI|-12 12 —6L -6L

L3| 6L —6L 412 2I2
| 6L —6L 2L? 4L?]

(3.11)

3.4.2 Matrice Masse [M]
3.4.2.1 Matrice Masse cohérente

Considérons le méme élément de référence de la figure 3.6, la masse m(x) étant
répartie le long de I’élément, entre 0 et L. Les éléments m;; de la matrice masse
cohérente sont déterminés par ’équation 3.12. On peut remarquer que la matrice

masse est symétrique aussi.

L
m; =L () () ; (x)dx (3.12)
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Dans le cas ou la masse de 1’élément poutre est répartie de maniere uniforme (m(x) =
m), le calcul des éléments m;; en utilisant les fonctions de forme de I’équation 3.9

donne la matrice suivante :

[ 156 54 220 -13L]
o _mL| 54 156 13L -22L

420 221 13L 4L -3L?
|-13L -22L -3L* 4L?

(3.13)

3.4.2.2 Matrice Masses concentrées

La représentation en masses concentrées consiste a supposer que toute la masse de la
structure est concentrée au niveau des nceuds. La discontinuité de la masse ainsi créée
fait que les éléments extra-diagonaux de la matrice masse soient nuls (m;; =0, i=#j),
car une accélération appliquée a un nceud ou est concentrée une masse ne produit de
force d’inertie qu’en ce méme point. Si en plus de la translation il y a un ddl de rotation
i, alors I’élément diagonal correspondant est nul (m;; = 0), car une masse ponctuelle
n’a pas d’inertie de rotation. La matrice masses concentrées est donc diagonale pouvant
contenir des éléments diagonaux nuls s’ils correspondent a des ddls de rotation.

Prenons 'exemple de 1’élément de référence de la figure 3.6, en considérant la masse
m uniformément répartie sur la longueur L de ’élément. La masse totale de 1’élément

(mL) est concentrée sur les deux noeuds tel que montré sur la figure 3.8.

v
v

Vi Vs

3|
N |

3|
N |

Ficure 3.8 — Modele masses concentrées de 1’élément de référence
La matrice masses concentrées peut facilement s’écrire comme suit :

[ 1L

ZL0 00
0 Z o0 o0

M= (3.14)
0 0 00
0 0 00
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3.5 Modélisation simplifiée masses-ressorts

Dans la modélisation des systemes a plusieurs ddls par masses-ressorts, I’équation de
mouvement s’écrit tout simplement en écrivant 1’équilibres des forces de chaque

masse.

3.5.1 Systeme soumis a une force

Considérons l’exemple du portique a trois ddls de la figure 3.9 soumis a une force F(¢),
appliquée au niveau de la masse m,. Les poutres sont infiniment rigides et contiennent
toute la masse du portique. Lamortissement est introduit dans cet exemple en affectant
une constante d’amortissement visqueux a chaque niveau. Le modéle masses-ressorts

correspondant au portique est représenté sur la figure 3.10

my

Vi
—>
E C1 %
F(t) r V2
> ’ e
k, ky
£ .
ms V3
: ' —>
2 C3 2
/777777 777

Ficure 3.9 - Portique a trois ddls

Les forces qui agissent sur le systéeme a un instant donné t sont représentées sur la
figure 3.11 en supposant qu’a cet instant le rapport des déplacements est tel que

Vi >V, > V3. En écrivant ’équilibre des forces de chaque masse on obtient le systeme
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V3 V2 Vl
— — —
N C3 Cy C1
J = e e
~ = = =
N ms3 m3 mj
I—/WW— —/WW— —/WW—
3 I o kz 00O k e NNe)
-
F(t)

Ficure 3.10 — Modele masses ressorts a trois ddls

. - F(t) .
C3V3 CZ(VZ - V3) 1 (Vl - VZ)
ms m; mjz
-— —_— -—— —_—
k3 V- — ki(V1 =V,
3V3 kz(Vz V3) _ 1( 1 2) -—
msVs myV, m Vi

Ficure 3.11 — Equilibre des forces

d’équations suivant :

miVy+c1(Vi = Vo) +k (Vi =Va) =0
myVy +co(Va = V3) —c1 (Vi = Vo) + ko(Va = V3) — ky (V) = V) = F(t)
m3Vs—cy (Vo= V3) +c3Vs —ka(Vy = V3) + k3 V3 =0

Qu’on peut réécrire comme suit :

my Vl +Cq V1 —C Vz +0.V3 +k1 Vl _kl V2 +0.V3 =0
myV, —c1Vi +(c1+¢)V; —c) V3 ki Vi +(ky +ko)Vy —k3V3 =F(t)
M3V3 +O.Vl —C2V2 +(C2+C3)V3 +O.Vl +k2V2 +(k2+k3)V3 =0

L’équation de mouvement sous forme matricielle s’écrit alors comme suit :

mq 0 0 Vl C1 —Cq 0 Vl

0 my 0 V2 + —C1 C1+Cp —C) V2 +
0 0 ms V3 0 —Cy Cy +C3 V3
ko -k o (v 0
_kl k1 + k2 —k2 V2 = P(t)
0 —k2 k2 + k3 V3 0

3.5.2 Excitation d’appuis : mouvement a la base

Considérons le portique a trois ddls de la figure 3.9 soumis a un déplacement
horizontal a sa base Vj(t) (excitation sismique). A partir de la position initiale du

portique, chaque masse va subir le déplacement de la base (déplacement de corps

Mme Seghir 94/ 102



Dynamique Des Structures 1 Chapitre 3
M1-Structures - 2025/2026 Systémes a plusieurs degrés de liberté

rigide) en plus d’un déplacement relatif dG a la déformation des poteaux tel que
montré sur la figure 3.12. Le déplacement total (absolu) de chaque masse V/(t) est la

somme du déplacement de la base V;(t) et du déplacement relatif V;(t).

Vit)y=V(t)+ Vi(t) i=1,3

1

L L
(I) Vtotal 0 Vrelatif
Figure 3.12 — Excitation a la base

La force d’inertie f};(t) de chaque masse s’écrit donc en fonction du déplacement total,
fri(t) = miVit(t). Par contre, les forces élastique et d’amortissement, elles s’écrivent en
fonction du déplacement relatif, car elles sont liées a la déformation qui n’a lieu que
lorsque les masses se déplacent par rapport au repere relatif. Le déplacement de la base
confére aux poteaux un déplacement de corps rigide sans les déformer. Par ailleurs,
n‘ayant pas de forces appliquées sur les masses de maniere explicite, alors la somme
des forces appliquées a chaque masse est nulle.

En écrivant I’équation de mouvement de chaque masse, on obtient le systéme suivant :

m Vi +c1(Vi=Vy)+k (Vi - V,) =0
myVy +ca(Vy— V3)—c1 (Vi = Vo) + ko (Vo = V3) =k (V1 = V) = 0

m3Vy — (Vo — V3)+c3V3—ky(Vo = V3) + k3 V3 =0

En remplagant Vit(t) par Vy(t) + V;(t) on obtient I’équation de mouvement sous forme

matricielle en fonction du déplacement relatif
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m 0 0|V i - 0 1]
0 my 0 |3Vhp+|-c; ci+c —c V,p+
0 0 ms||V; 0 - cr+c3|l|Vs
ky —kq 0 % -m Vy
-k ki+k, -k Voo =3-m,V,
0 -k, ky+ks|[|V3 ~m3V,

Le vecteur chargement P(t) peut s’écrire en fonction de la matrice masse comme suit :

mq 0 0 1
Pit)y=={0 m, 0|31}V
0 0 msll1

3.6 Application

Soit une poutre console de masse uniformément répartie m = 2100kg/ml et de
caractéristiques de rigidité EI, décomposée en deux éléments de longueurs

différentes. Les quatre ddls de la poutre sont représentés sur la figure 3.13.

(ZXNINNNINIi]

0.6m 1m

FiGgure 3.13 — Poutre console a 4 ddls

1. Déterminer la matrice masses concentrées de la poutre.

2. En utilisant les matrices de 1’élément de référence, déterminer la matrice masse

cohérente et la matrice rigidité de la poutre.

3. En utilisant les fonctions de forme de 1’élément de référence, calculer I’élément

my, de la matrice masse cohérente de la poutre.

Solution

1. Matrice masses concentrées
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La masse de I’élément 1, m,; = 2100 x 0.6 = 1260kg. La moitié de cette masse mfl =
630kg est concentrée dans chaque nceud.

La masse de ’élément 2, m,; = 2100 x 1 = 2100kg. La moitié de cette masse =2 =

1050kg est concentrée dans chaque nceud.
L’assemblage des deux éléments donne le modele masses concentrées tel que montré

sur la figure ci-dessous.

630 kg /630 kg
| 1050 kg | 1050 kg
L @ ®
4 2

\\\\ 3 T 1 T
° @ o

630 kg 1680 kg 1050 kg

La matrice de masses concentrées est diagonale (les éléments extra-diagonaux sont
nuls). Sur la diagonale, on affecte la valeur de la masse concentrée aux ddls de

translation et la valeur nulle aux ddls de rotation. On obtient la matrice suivante

(1050 0 0 0
0 0 0 0
M = kg
0 0 1680 0
0 0 0 0

2. Matrices M et K, en utilisant les matrices de I’élément de référence

L'élément de référence :

Matrice masse cohérente

La matrice masse cohérente de 1’élément de référence :
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1
[ 156
54

M =1L
420 291
-13L

2
54
156
13L
-22L

3
221
13L
417

-3L?

4

~13L]

-22L
—312
412

=~ W N

Pour chaque élément de la poutre, on reprend la matrice de 1’élément de référence et

on intervient sur deux points :
- Remplacer les valeurs de 71 et L par celles de I’élément considéré.

- Reprendre la numérotation, des lignes et des colonnes, pour correspondre a I’élément

considéré.

- La matrice masse cohérente de 1’élément e; (m = 2100kg/ml, L = 0.6m)

4
el 3
[
0 |x—>
. L=0.6m
0 3 0 4
H6—54—22L——13L]0 3 4 3 4
| 94 156 1%L -22L(3 _ | 156 -22L|3 468 -39.6|3
Mel = 4m_20 = ZI_ZO =
24— 3F—42—S3F2|0 —22L 4L? |4 |-39.6 4.32 |4
-13L -22L -3L* 4L* |4

- La matrice masse cohérente de 1’é1ément e, (1 = 2100kg/ml, L = 1m)
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3 1 4 2 3 1 4 2
[ 156 54 220 -13L]3 [780 270 110 -65]
| 54 156 13L -22L 270 780 65 -110
MEZ = 4—20 =

22L  13L 4L* -3L°
-13L -22L -3L% 4L?

110 65 20 ~-15
65 110 -15 20

N = = W
N = = W

La matrice masse cohérente globale est obtenue par l'assemblage des deux matrices
¢lémentaires M, et M,,. Chaque élément m;; de la matrice globale est la somme des
¢léments m;; des matrices élémentaires. m?fatriceglozmle = mfjl + msz
1 2 3 4

[ 780 -110 270 65 |1
-110 20 -65 -15 |2
270  —-65 1248 70.4 |3
4

| 65 -15 704 24.32]

Matrice Rigidité

1 2 3 4
(12 -12 6L 6L |1
|12 12 —6L —6L|2
Pler —eL 4L% 2123
| 6L —6L 2L* 4L*|4

La matrice rigidité de I’élément de référence: K =

On procede de la méme fagon que pour la matrice masse cohérente

- La matrice rigidité de I’élément e, (EI, L = 0.6m)
0 3 0 4

H——12—6 6 |0 3 4
gl-12 12 —6L —6L|3 55.55 —16.67]3
Ka=1 =EI
—6F—4H2—32F% |0 -16.67 6.67 |4
| 6L —6L 2I2 4L7 |4

- La matrice rigidité de 1’élément e, (EI,L = 1m)
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3 1 4 2 31 4 2
[ 12 -12 6L 6L (12 -12 6 6]
Ce|-12 12 -6L -6L 12 12 -6 -6
CPler —6L 4L% 212 6 -6 4 2
| 6L —6L 2L* 4L? | 6 -6 2 4

=EI

N = = W
N = = W

La matrice rigidité globale est obtenue par l'assemblage des deux matrices
élémentaires K, et K,,. kgflmicegh)bale = kl‘?].l + kf].z
1 2 3 4
(12 -6 -12 -6 |1
-6 4 6 2 |2
-12 6 67.56 -10.67]3
4

|6 2 -10.67 10.67 |

3. L’élément m1,, de la matrice masse cohérente en utilisant les fonctions de forme

Les fonctions de forme de I’élément de référence sont données par :
x\2 x\3
P19 (L) (L)

pin=a(3]-2()

Onamgy = mﬁlz + mﬁzz

A partir de ’élément e}, mS, = 0, car les ddls 1 et 2 ne figurent pas dans 1’élément 1.
A partir de I’élément e;, my, = foL m(x) Py (x) Po(x)dx =m IoL P1(x) y(x)dx.

Dans I’élément e;, L = 1m, la fonction ¢ (x) correspond a la fonction 1,(x) de ’élément
de référence et 1,(x) correspond a 4(x) de I’élément de référence.

Ce qui donne :

Palx) = Palef = (F-1) =00 -2
d’ou
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