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Exercice 1 : (5 pts)
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criions que (z2+1)(x+2) x+2+x2+1 ha x+2+z2+1 (22 4+ 1)(x+2)
2 +14+3x—22+6—22 x4+ 7
= . L’égalité est ainsi vérifiée.
@2+ 1)(z + 2) @2+ D@+2) 8 1
T+ 7 x4+ 7 1 —x+3
2. Calculons | ——————=dz. O ————drx = [ ——d ———dx =
acuons/(x2+1)(x+2) x na/(x2+1)(m+2) x /m+2 x+/x2—|—1 x 2
In|z + 2| E/deJrB/#d:p* In|z + 2| 1111(:::2+1)+3arctan(:c)+c avec c€R
"2 ) Pl 21T "2 w '
P N Inz+7 . 1
3. En déduire la primitive de : J = 5 dz. On pose le changement de variable ¢ = In(z) = dt = — du.
z(In“z+ 1)(Inz + 2) x

dt. D’apres la question (2),

o In(z) +7 oo [ tFT
On obtient J = / " (1n2(x) ) (n@) 1 2) dr = / 2+ 1)(t+2)

1
on conclut que J = dt=In|t+2|— 3 In(t? + 1) 4+ 3arctan(t) +¢, avec c€R.

2+ 1)(t+2)

1
Comme ¢ = Inz, alors : | J = In|In(z) + 2| — 5 ln(lnz(x) +1) + 3arctan(lnz) + ¢, avec c€R| 2

Exercice 2 : (7 pts)

el‘

x4+ 7 ().

a. Solution homogene. L’équation homogene associée & (E1) est 3y’ —y =0. Il est clair que y = 0 est une solution
/

1 1
solution triviale). Supposons que y , alors —=1 —= —-dy=dr = —dy = r = Inly|=x+c¢, cé€
Jution triviale). S 0, al Y 1 dy=d d d ] R
Yy Yy Yy

I. Résolution de I’équation différentielle : ¢ —y =

= |yl =e€e®, ceR = y==2e% €% ¢ €R. Avec la solution triviale, on trouve ’ yn = ke®, avec k€R ‘ 1 . 5

b. Variation de la constante. Supposons que la solution particuliere de 1'équation (E4) est y, = k(x)e”, alors
X

Yy, = k'(x)e” + k(z)e”. En remplacant y, et y, dans "équation (E;), on obtient k'(x)e” + k(z)e” — k(x)e® =

/ x e’ / — 1 —
Pl = = Fla) = = = ko) = [

) T+7
z+7 -1

c. Solution générale de (E7). La solution générale est donnée par : y, = yp, + yp = ’ (k+In|z+7])e”, avec keR ‘

dz = k(z)=Inlz +7|. Donc’yp =In|z+ 7)€"

IT. Soit I’équation différentielle : y”" — y' = 5 cos(3z). (E2) 1

1. Solution homogene. L’équation homogene associée & (FE2) est y” — 3y’ = 0. Son équation caractéristique est :
r2—r=0 = r(r—1)=0. Le discriminant A =1 > 0, donc les racines sont r; = 0 et 7, = 1. Dans ce cas
Yh :’01 4+ Cye®, avec (C1,Cy € R‘. 1

2. Déterminons les constantes a et § pour que y,(z) = a cos(3z) + [ sin(3x) soit une solution particuliere de (Es).
Yp est une solution particuliere de (Es) si y, — y,, = 5cos(3x). Apres dérivation, on obtient :
yy(r) = —3asin(3x) + 3B cos(3z) et y,(x) = —9acos(3z) — 9Bsin(3x). Donc y; —y,, = 5cos(3x) =
(=9« — 33) cos(3z) + (—98 + 3a) sin(3z) = 5 cos(3z).

1

PR . ~9a 38 =5 a=3p F="%
Par identification, on obtient : = = —

3a—-98=0 —9(38)—-38=5 oo L

2

Yp(w) = —% cos(3z) — ésin(?)x) ) 1 O 75

1 1
3. Solution générale de (Es) : |yg = yn +yp = C1 + Cae” — 3 cos(3z) — 5 sin(3z), avec C1,Cy € R\




1 1 3 1
4. Solution de (FEs3) vérifiant y(0) = - et '(0) = =. On a ¢/, (z) = Cye* + = sin(3z) — = cos(3x). En remplacant = par 0
b) ) g 2 2

dans y, et y,, on trouve :

1 1
yg(o):CI‘FC_*:* CL+ Cy Ci=0
2 5 s - 10 3 7
1 1 Cy =
! = == - 2 =
y0)=Ce— 5 =¢ =1 10

7 1
D’o1, la solution de (Es) vérifiant les conditions initiales est : y(x) = 0 ev — 3 cos(3x) — 6 sin(3x). O 75

Exercice 3 : (8 pts)
TV G () # (0,0)
I. Soit f :R? — R la fonction définie par : f(z,y) = { 22 + y2 Y T
0 s (2,) = (0,0).

1. Etudier la continuité de f en (0,0). Si on pose x = rcosf et y = rsinf, avec r > 0, on trouve :

r3cos3 0 — 13
f(xv y) = -2

r2(cos? 0 + sin” )

lim  f(xz,y) = f(0,0), alors f est continue en (0,0). 1

sin® 6

= 7’(0053 6 — sin® 0) —— 0. Car |cos3 6 — sin® 9| <2,V6.Donc lim f(z,y) =0. Comme
r—0 (,1)—(0,0)

(z,y)—(0,0)
2. Calculons g(0,0) et g(O 0).
ox dy
of f(h,0) = f(0,0) .. 1 h* . h 1 _
> Ge(0.0) = fim FEEEEE <t £ = i g = 1 =1. 0.9
> Gy (00 = Jim TEE TR = fim - = Jim (-1 = -1 0.5

Oy
3. Pour (x,y) # (0,0), on a :

Of(ay) 3@ 4y?) - (P —yP)20) o' 4+3%+ 2 (5

or (22 + y2)2 - (22 + y2)2
L Of@y) =3y 4yt — (00 =) (2y) _ 2%y =3 -yt 5
dy (z? +y?)? a (z? +9?)? '
. 1. of of . . N -
4. Pour que f soit de classe C", il faut que 3z et a—y soient continues sur R?, et en particulier en (0,0).

a. Sion pose x =rcosf et y =rsind, r > 0, on trouve

o) % cos* 0 + 314 cos? 0sin” 0 + 2r* cos O sin® §
8—f(x7 y) = rcos O+ S cos sin +2r cosfsml cos® 6 + 3 cos? Osin 6 + 2 cos O sin® 6.
z T
. . . of
On constate que cette expression ne dépend que de 6 (pas de r). Par conséquent, lim  —=(z,y)
(zy)=(0,0) Ox
Vs of .
n’existe IA)as, et 52" est pas continue en (0, O) O . 5
b. De méme, en posant © = rcosf et y = rsiné, r > 0, on trouve
0 —2r cos? fsin 6 — 3rt cos? 0 0 — o
o1 (z,y) = L cos 7em ! cos? fsin” ! sin = —2cos’ fsinf — 3cos? fsin? § — sin? 6.
Ay rt
; of of _of :
D’ou lim (z,y) n’existe pas. Donc —— n’est pas continue en (0,0). Comme —— et —— ne sont pas continues en (0, 0),
(2,9)—(0,0) Oy or Oy

alors la fonction f n’est pas de classe C! en ( 0 0). O 5
5. On dit que f est différentiable en (a,b) s'il existe une application linéaire (unique) notée df (4, telle que :

fla+hb+k)= f(a,b) +df qp)(h, k) + |[(h k)| e(h, k), avec lim e(h,k)=0.

(h k)= (0,0)
Avec ||(h, k)| la norme || - |2 donnée par ||(h,k)||2 = Vh? + k2. On a df 4 ) (h, k) = gf( ,b) h + %( ,b) k. Comme %(0,0) =
et g—f(o 0) = —1, alors
f(h,k) = f(0,0) + g(() 0)h+ gz(0,0) k+|[(h, k)| e(h, k).
Done on obtient : F(h k) — F(0,0) — h+ k 1R hk(h — )
)= %] = g e ] = g



Pour étudier  lim  &(h, k), on propose deux méthodes.

(h,k)—(0,0)
Méthode 1 (chemin particulier). On consideére le chemin k = —h avec h — 0 :
h-(=h)-(h—(=h) —2h3 —2h3 1
E(h,—h): ( 3/2 ) = 5 3/2 = 3 :—7#0
(2 1 1) @27~ 2 Ve

Donc  lim  e(h, k) # 0. Par conséquent f n’est pas différentiable en (0,0).
(h,k)—(0,0)

Méthode 2 (coordonnées polaires). Si on pose h = rcosf et k = rsinf, r > 0, on trouve

rcos@-rsind - (rcos —rsinf)  r3cosfsinf (cosf — sinh)

e(h,k) = = = cosfsind (cosd — sin 9).

(r2)3/2 r3

Comme  lim  g(h,k) dépend de 6, alors f n’est pas différentiable en (0,0). 1
(h,k)—(0,0)
I1. Soit g(x,y) = 23 — 3z + y>.
1. Calculons Vg(z,y) On a :
9g 2 9g
_— = 3 — 3 - = 2 .
8$(x7y) x ) 8y(x’y) Y

D’ou 50 8
g 9g
Vo) = (G2 50) = (2 -3, 20)- 1

° MQatrice Hessienne. On a :

69 2 2

0
09 (p )= 9 (322 —3)=0= 29

—( )—£(32—3)—6 ba—zg(x )—2(2)—2 et ¢
A Ppz Y T Gt - T Oy? Y= Oy == " Oyox Ay 0xdy
P @) L ay)
022\ dxdy "’ 6z 0
Alors Hy(z,9) = | 5o, @y Ty ) (0 ) -2
6yax 7y 8y2 3y

(z,9).




