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Exercice 1 : ) ( )
20 +1 1 2—2 1 2—2 24142 —-2)x
1. Vérifi S I () l _ _
CHTONS aue x(z?2 +1) x+x2+1 nax+x2—|—1 x(z?2 4+ 1)
241420 —2a? 1+2
a: _;(x—;—i—xl) T x(x—;—l—xl)' L’égalité est ainsi vérifice. |
2. Calcul des intégrales :
20+ 1 20+ 1 1 2—-z 1 2 T
1 7d . C —_— = — —_— —_—_—  — 1
/x(a:2+1) e LOmme x(z? +1) :17+z2+1 z+z2+1 221 2o
20+ 1 1 2z
dz= d dr=
/ (z2+1) / x+/:172 /1:2—|—1
In|z| — 2l n(z? + 1) + 2arctanz + C, avec C €R| 1.5
1
r—1 dt dt
/ € dx. On pose t = €7, alors dt = e*dr = dx = — =—. On a aussi
o € +1 et t
v € Donc / eidac:/ ———dt, avec
r=1 = t=e. o e*+1 1 tt+1)
t—1 b-t .
t—1 a b —=a+—, sit=0; a=-1
_ ¢ t+1 t+1
=—-+ - Alors
t—1 (t+1
te+d) ¢ il —~ =2 (t’L Vi, sit=—1 b=

1 e e
et —1 1 1

dr= — —dz+2 ——dt =[—In|t|+2In|t + 1||}

/oezJle /1tx+/1t+1 SR

= —1+42In(e+1) —2In(2) = 21n(€;1)—1. 1.5
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3. / dz. On pose t = \/z, alors dt = —=dz = — d:c = dx = 2tdt.
1V 2/

r=1 = t=V1=1 _
On a aussi Donc
r=4 = t=+\4=2. \/5

2/12 (1—tt)tdt:2/12(1—t)dt - =[-1] 1
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3. Résolution de I’équation différentielle :xy’ —y = x(x;i—:_l) (Eq).

VT dr=

a. Solution homogene. Pour 2 € R* I’équation homogene associée a (E1) et
Il est clair que y = 0 est une solution (solution triviale). Supposons que

1 1 1 1 1
y # 0, alors y—:f:>fdy:fdz:> fdy:/fd:v:>
y x y x
Inly=hn|z|+c,ce R = |yl =|z]e?, ce R = y = +e°-z,c € R. Avec la solution

triviale, on trouve ’ yp =kx, avec keR ‘

xy —y=0.




b. Variation de la constante. Supposons que la solution particuliere de I’équation
(E1) est yp, = k(z).z, donc y,, = k'(z)z + k(x). En remplacant y,, et y,, dans 'équation

2 1
(E1), on obtient z(k (z)x + k(x)) — k(x)x = Mfij_l)
x
z(2x + 1 2z +1 2x + 1

D’apres la premiere intégrale de la question 2, on trouve

1
k(z) =In|z| — 3 In(z? + 1) + 2arctanx. Donc y, =|xIn|z| — gln(x2 +1) + 2z arctanz |

c. Solution générale de (Ey).

Yg = Un +Up = k.x—|—mln|x\—gln(x2+l)+2xarctanx, avec kER.O_25

4. Résolution de I'équation y” + 2y’ + 2y = sin(2x) (E»).
a. Solution de I’équation homogene y” + 2y’ + 2y = 0 (E%).
L’équation caractéristique associée & (E5) est r2 +2r +2 =0 (EC).
(EC) admet deux racines complexes conjuguées, ’rl =—141 ‘ et ’rz =—1—1 ‘ Donc

Yn :’ (Acosx + Bsinz)e ™™, avec A,B¢€ R‘. 15

b. Solution particuliere. On a yp = qcos(2z) + bsin(2z) =
Y, = —2asin(2z) + 2bcos(2z) = y, = —4acos(2x) — 4b sm(2x) Donc on aura
(2a 4 4b — 4a) cos(2z) + (2b — 4a — 4b ) sin(2z) = sin( 230

4b —2a =0 a=2b
=
4a + 2b = —1. 106 = -1

B _cos(2x) _ sin(2z) . 1
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c. Solution générale de (F,). On a : 0.25
2 in(2
Yg =Yn+Yyp =|(Acosz + Bsinz)e * — (cosé 2) + sml(ox)), avec A, BeR|

Exercice 2 :
4

Y .
L. Soit f:R? — R définie par :f(z,y) = { 22 + 32 st (z,9) # (0,0),

0 si (z,y) = (0,0).
1. Continuité de f sur R? :

Pour (z,y) # (0,0), f est un quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur

ne s’annule pas. Donc f est continue sur R? \ {(0,0)}. O . 25
4

Etudions la continuité en (0,0). On cherche : lim, 4y (0,0) %
€ Y
En coordonnées polaires : (x = rcosf, y = rsinf), on a
r4sint 0 9 . 4
flx,y) = f(r,0) = 5>— = r°sin” 6. Donc,
r

lim ) (0,0) f (2, y) = lim,_,q 72 sin? @ = 0 (car sin? @ est bornée ). Comme

lim 4y~ (0,0) f(2,y) = 0 = f(0,0), alors f est continue en (0,0). 1
Donc f est continue sur R2.



2. Dérivées partielles en (0,0) : Par définition on a :

> ai(o’o) = limj,_o w = limy,_o 0-0 _ 070_75

ox h h
k4

0 0,k) — £(0,0 720

> 87;8(0’0) — limg_o %ﬂ’) — limg_o k‘?k =limyok=0. .75
3. Continuité des dérivées partielles et classe C' : Pour (z,y) # (0,0), on a :

af —2zy* of 293 (222 + y?)
=L = =2 | et |=2 = 1o

52 &) | |5y (z,y) @2+ )2 0.5
En coordonnées polaires : (x = rcosf, y = rsinf), on a :

—2zy* 2r° cos 0 sin’ 0
> %(l'vy) = (2 nyJQ)Q =-= CO; S 7 9rcosfsint 0. Donc
lim (2, y) = lim, o —2rcosfsin?f = 0 = g(O 0), alors g(x y) est
(z,y)—(0,0) or r—0 9z ) 9z b

continue en (0,0). O . 5

of 20% (222 +42)  2r°sin® 0(2 cos? 6 + sin” 0) 3 5
> 8—y(x,y) = TP o = 2rsin® 6(2 cos? § + sin” 0).
Donc lim(, ) (0,0) g—;(x, y) = lim,_,¢ 2rsin® #(2 cos? § + sin® ) = 0 = %(O, 0), alors O 5
a—f(m, y) est continue en (0,0). Comme les dérivées partielles g et g—f existent et
Y T Y
sont continues en (0,0), alors f € C* en (0,0). ). 5
4. Comme f € C! en (0,0), alors f est différentiable en (0,0). 05
I1. Soit g : R? — R définie par : g(x,y) = 2 — cosy.
0
S (@) 2 [
L. Vy(z.9) = | oy “awy) — vi0.p=val|} 1.5
7 (z,9) i (z,9)
a2\ a9 4 2 0
2. Hy(z,y) = gg 8x28y =
o) Gy ) 0 oy
ayax Y 3y2 Y
2 0
T
= [5O0P=1, v2||1.5
2
_Jg dg _ :
3. dgiun) = 5 (a.b)h + @(a, D)k =20 h+sin(b) k| 1



