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Exercice 1 :
1. Calcul des intégrales :
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a. Solution homogene. Pour 2 € R* I’équation homogene associée a (F1) et

y' —y=0. Tlest clair que y = 0 est une solution (solution triviale). Supposons que
/

1 1
y # 0, alors Y1 — —dy=dzr = /fdy:/d;c = Inly|=x+c¢ceR
Y Y Y

3. Résolution de I’équation différentielle :y' —y = (E1).

= |y =¢€%e", ce R = y==e-e”,c €R. Avec la solution triviale, on trouve
’yh =ke®, avec ke R‘.

b. Variation de la constante. Supposons que la solution particuliere de I’équation
(E1) est yp, = k(x).e®, donc y,, = k'(x)e” + k(z)e”. En rempla;;ant Yp et y, dans
I'équation (E1), on obtient k'(z)e® + k(z)e® — k(z)e® = ﬁ =

1
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m = k(x) = /m dzx. D’apres la premiere intégrale de la
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question 1, on trouve k(x) = —In|z| + 3 In|z— 1]+ 3 In |« 4+ 1]. Donc

K (x) =
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Yp = <lnx|+21n|x1|+21n|:c+1|> el 1

c. Solution générale de (E1). yg = Yn + Up

1 1
= <kln|x|+21nx1|+2ln|x+1> e”, avec kGR.O_5

4. Résolution de 'équation y” — 2y’ +y = €° (E2).
a. Solution de ’équation homogene 3" — 2y’ +y =0 (EY).
L’équation caractéristique associée & (F%) est r2 —2r +1=0 (EC).

(EC) admet une racines réelle double, . Donc
Yn = ’ (A+ Bz)e®, avec A,Be R‘. 1

b. Solution particuliere. On a y, = Az%e? = Y, = Az2e” 4 2 re’ —
yy = Az?e” + 4 ze” + 2Xe”. Donc on aura (Az? 44Xz + 2X)e” — (2Az? + 4 z)e” + Az?e”

. 1 z2e”
=e" = 2\=1 = )\zi.Doncyp: 5 1

c. Solution générale de (E3). On a :

I’Q m
Yg =Yn +Yp = (A+Bx+2>e, avec A,BGR.O_S

d. Solution générale de Ey qui vérifie y,(0) =1 et y,(0) = 0.

= A=1 1
y/g(()) 0= ’ . Donc y, = <x2—x+1> eI 1
y(0)=0 = A+B=0 = B=-A=-1 >

Exercice 2 :
4yt
I. Soit f:R? — R définie par :f(x,y) = { 22 + 12 st (2,y) #(0,0),
0 si (z,y) = (0,0).

C : z® +y°
1. Continuité de f en (0, 0) : On cherche :  lim ———.
(2,9)—(0,0) T= + ¥

En coordonnées polaires : (x = rcosf, y = rsinf), on a

3 (cogd -3
flz,y) = f(r,0) = r(cos i;_ sin” 6) = r(cos® § + sin® §). Donc,

lim  f(x,y) = lim r(cos® @ + sin® @) = 0 (car cos® # + sin® § est bornée ). Comme
(@,4)—(0,0) r—0

lim  f(x,y) = 0= f(0,0), alors f est continue en (0, 0). 1
(@,y)—(0,0)

2. Dérivées partielles en (0,0) : Par définition on a :
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3. Continuité des dérivées partielles en (0, 0) : Pour (z,y) # (0,0), on a :

of 2 + 32292 — 2P of 322y? + y* — 2ya
0.75 (z,y) = @2+ 2)? et 87}(%9) = (2 + 12)2 ‘ 075

Si on pose y = Az, on obtient :

ox




of ot + 322 (22%) — 22323 21+ 312 —2t3) 1+ 3¢2 - 243
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im —f(x, y) = +7 Comme cette limite dépend de la variable ¢, alors
(,y)—(0,0) Ox (1+1t2)2
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O . 5 a—f(x, y) n’est pas continue en (0,0). De la méme maniere on obtient :
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O . 5 8—f(x, y) n’est pas continue en (0,0). Comme les dérivées partielles de f ne sont pas
Y

continues en (0, 0), alors la fonction f n’est pas de classe C* en (0,0). O . 5
4. Différentiablité de f en (0,0). On cherche

of of

h,k)— f(0,0) —h-—=(0,0)—k-—=(0,0
R - SO0 -k 00 -k 500
(h,k)—(0,0) Vh? + k2
af aof
N
h3 + k3 Wk
fhok)y—h—k p2rp2 "7 " W3+ k3— (h+k)(R*+ k)
VREEEE VRZRE (h2 + k2)3/2
h3 + k3 — (h + k)(h® + k?) = —hk(h + k), donc
af af
f(h7k)ff(070)7h%(070)7k@(070) _ hk(h+k) Sionposek:h on
3" )
VhZ + k2 ” o (h2+k‘2)§
btient = = —
obtien m (th)% \/§ —
lim Oz y = (L # 0). Donc la fonction
(hk)—(0,0) VhZ 4 k2 V2 '

f n’est pas différentialble en (0,0). 1 5
I1. Soit g : R? — R définie par : g(z,y) = (z — y)* + 6zy.
1. On a %(w,y) = 3(x — y)? + 6y et g—z
|V,(1,1) = (6,6) | 1

0%g ?g
2- On a %(x,y) = ain(xay) - 6($ - y)’ et

(z,y) = —3(z — y)* + 62. Donc

g ' Alors | H,(L1) = [
ayax(xvy)_ axay(l’7y) - —G(I—y) ors g( ’ )_ 0 0 1

3. dg(ay) = %(a, b)h + %(a, bk = (3(a—b)* +6b) - h+ (~=3(a—b) +6a) - k| ]




