Analyse des séries temporelles

Chapitre 2 : Stationnarité et autocorrélation simple et partielle

Avant de commencer I’analyse d’une série chronologique il faut étudier ses
caractéristiques stochastiques. Si I’espérance et la variance de la série se trouve inchangé dans
le temps la série est stationnaire, dans le cas contraire la série est non stationnaire. D’une
facon formalisé la série est stationnaire si

E(Y;) = E(Ye,,) = u Vt et Vh La moyenne est constante et indépendante du temps ;

V(Y;) = oo Vt La variance est infinie et indépendante du temps ;

Cov(Yy, Yeun) = E[(Y; — ) (Yeen, — )] = ynLa covariance est indépendante du temps ;
2.1 Processus Stationnaire

Un processus est dit fortement stationnaire si toutes ses caractéristiques stochastiques sont
invariantes dans le temps.

Le Processus Bruit Blanc est un processus stationnaire constitu¢ de variables qui sont
indépendantes, normalement distribué (loi normale centré réduite) et qui ont la méme
variance.

Le processus Bruit Blanc gaussien : est un processus stationnaire constitu¢ de variables
indépendantes qui suivent une loi normale et qui ont une variance identique.

La marche au hasard est un cas particulier d’un processus stochastique pour lequel la valeur
prise par X a la date T est régie par 1’équation suivante : X; = X;_; + & ou & est une variable
aléatoire qui a les mémes caractéristiques que X

2.1.1 La fonction d’autocorrélation simple et d’autocorrélation partielle

La fonction d’autocorrélation

La fonction d’autocovariance d’un processus Y est donnée
keZ->y,=EY,Y;_x) ER

La fonction est estimée par :

1 n
R, = Y.Y,_
k=T z tle—k
t=k+1
Avec
n
1
Ry == ¥ =V(¥)
nt=k

La fonction d’autocorrélation de Y :
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k €7 - py € #[—1,+1]

_ Yr
Pk Yo

La variance de 1’autocorrélation est donnée :

K
1
Vipy) = ZZ p? Aveck <K
i=k

p; est considéré comme le coefficient d’autocorrélation théorique et r;le coefficient de
corrélation estimé, la variance de 1’autocorrélation est donnée :

La fonction d’autocorrélation (ACF) est une fonction noté r qui mesure la correction de la
série avec elle-méme décalé de k période.

Elle est formulée comme suit :
_cov(tYey) | T (G- Dk =)
‘SYt 5Yt—k — 2 —_ 2
\/Z(Yt —-Y) = \/Z(Yt—k -Y)

n: représente le nombre d’observation ; Y représente la moyenne de la série calculée sur n-k
période.

Apres transformation, on utilise la formule d’autocorrélation d’échantillonnage

A Z?=1(Yt_?)(yt—k_?)
r= =2
(1Y)

Y représente la moyenne de la série calculée sur la période n
La fonction d’autocorrélation partielle

La fonction d’autocorrélation partielle (PACF) : la fonction d’autocorrélation partielle de X a
distance h est la corrélation entre X0 et Xh lorsque les valeurs intermédiaires sont fixées (X1,
X2, ...Xh).

Soit la matrice p;, symétrique formée des k — 1 premieres d’autocorrélation du processus Y;.

1 P1 P2 o Pk-1
P1 1 Pr - Pr-2
P =| P2 p 1 . pr-s
Pr-1 Pr-2 Pr-3 - 1
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La fonction d’autocorrélation est la succession pgj = Z—K avec
k

| f),}| Le déterminant de la matrice p; dans laquelle on a remplacé la derniére colonne par le

vecteur (pq, ... Px)

1 P1 P2 - P1
) P1 1 pr - P2
pk=| P2 P 1 . p3
Prk-1 Prk-2 Pr-3 - Pk

Pour les grands échantillon les coefficients p, du processus AR(P) sont asymptotiquement
distribués selon une loi normale d’espérance nulle et de variance V(py) =% pour k > p

(Quenouille, 1949). En effet, il est possible de construire un test d’hypothése pour py.

Sous HO p, =0

Nous calculons t* = %
n

Cette statistique est comparée avec la statistique tablé de la table de la loi normale au seuil de
signification de 95%.

Code Python pour générer les coefficients de corrélation simple et partiel

from statsmodels.tsa.stattools import acf
import matplotlib.pyplot as plt

acf values = acf(x, nlags=50)
plt.stem(acf values)

plt.title("ACF avec statsmodels”)
plt.xlabel("Lag")
plt.ylabel("Autocorrélation”)

plt.show()

2.2 Test de Bruit Blanc et de stationnarité

Avant d’identifier les caractéristiques d’une série stochastique il faut étudier sa
stationnarité. Cette étude s’effectue principalement a partir de 1’étude de la fonction
d’autocorrélation (ou la représentation graphique qui est appelé Corrélogramme).

Une série chronologique est stationnaire si elle ne dispose ni de tendance ni de saisonnalité.

Afin d’effectuer 1’analyse de stationnarité, il faut identifier les termes p, qui sont
significativement différent de 0.
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2.2.1Test de Box-Pierce et de Ljung-Box

Ce test permet d’identifier les processus Bruit Blanc. Les hypothéses du test sont données
comme suit :

e Ho:py=pp=-p;=0
e H; : Il existe au moins un coefficient p; # 0

Pour effectuer le test on calcule la statistique de Box-Pierce noté Qg
i=1(Ye =Y = 1)
=2
(Y —Y)

Qstat =

Ou La statistique est calculée pour chaque retard h de la maniére suivante :

P2

2 : Tk
Q — stat =n(n+ 2) _

k=1

n

Avec n: nombre d’observation, k : nombre de retard. r représente la valeur tu terme du
corrélogramme simple au retard p.

Nous distinguons deux situations :

Si Qgqr > X2 On rejette Ho et on accepte Hi L’hypothése de Bruit Blanc est rejeté au seuil de
signification de 5%.

Si Qgpqr < X2 On accepte Ho. En effet, I’hypothése de Bruit Blanc est acceptée.
Code Python pour le test de Box Pierce et de Ljung Box

import numpy as np
import statsmodels.api as sm
from statsmodels.stats.diagnostic import acorr_ljungbox

#
# Exemple : génération d'un bruit blanc
#
np.random.seed(42)

X = np.random.randn(300) # bruit blanc

#
# Test de Box-Pierce & Ljung-Box
#
# nlags : nombre de décalages a tester

results = acorr_ljungbox(x, lags=[10], return_vec=True)

print("=== Test de Ljung-Box ===")
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print(f"Statistic : {results.lb_stat[0]:.4f}")
print(f"p-value :{results.lb_pvalue[0]:.4f}")
print("\n=== Test de Box—Pierce ==="
print(f"Statistic : {results.bp_stat[0]:.4f}")
print(f"p-value : {results.bp_pvalue[0]:.4f}")

2.3 Analyse de la fonction d’autocorrélation

Lorsque nous analysons la fonction d’autocorrélation d’une série chronologique. La question
qui se pose est celle de quels sont les termes p; qui sont significativement différents de 0. Si
par exemple aucun terme n’est significativement différent de O cela veut dire que la série ne
dispose ni de tendance ni de saisonnalité donc elle est stationnaire.

Nous pouvons identifier le processus Bruit Blanc a partir du corrélogramme de la série, plus
exactement le graphe d’autocorrélation.

Crate: 1 1/26/23 Tirme: 1228
Sample: 1990 20192
Included observations: 30

SAautocorrelation Partial Correlatiaon Eal e Paas D —=tat Prokb
1 S — | 1 —— | -1 o955 o955 Z20. 220 o000
1 1 L) — 1 = oS5 03214 5F _ 107 O o000
1 EE—— | 1 1 = o.Fags —-0O. 179 e w32 OO0
1 1 LR m— 1 <L o689 —-0.227 T 2T T OO0
1 — 1 ] 1 = Oo.569 —-0.10% T1Oo9. 72 o000
1 1 1 h 1 5 O 451 o.o=z2 11 F.87F O 00D
1 =0 1 1 o o337 —-O0.003 12250 O o000
1 = 1 —_ 1 = o219 0. 157 12455 O 00D
1 1 1 1 1 = o102 0013 125 22 O o000
1 1 1 [ 1 10 o002 -0 091 125 22 O O00
1 [ 1 1 1 11 0,093 OO0 12565 O O000
LR 1 1 ] 1 T1=Z —-0.133 —-0.102=2 M2F A o o000
L s— 1 1 1 12 0. 263 0. 025 131 .34 O o000
— 1 1 1 14 —0O. 327 o.o15 13IF. TS O 00D
—} 1 1 O 1 15 —-0.382 007G 14T 12 o000
— ] 1 1 1 1 TG -0 419 .07 3 152 .17 o000

Les premicres valeurs de 1’autocorrélation sont significativement différentes de 0. La série
proposée n’est pas un Bruit Blanc.

Date: 11/264232 Time: 13:06
Sample: 19920 2019
Included observations: 29

Autocorrelation Fartial Correlation A P -Stat Prob
L m— 1 Ll m— 1 1 —-0.216 -0.2316 322085 0073
1 1 1 1 = 0. 105 0005 3. 57329 0157
1 O 1 1 O 1 2 —0.082 -0.052 328055 0.283
1 u] 1 1 il 1 4 0094 0059 41228 0.390
1 i 1 1 1] 1 5 —-0.025 0029 41459 0.529
1 1 = 1 & -0.160 -0.188 5.1512 0.525
1 i 1 LI 1 ¥ 0044 0162 522983 0.632
1 ] 1 I 8 0149 0117 B6.1762 0.827
1 1 1 ] 1 g9 -0.0028 0086 6.1790 O0.722
1 O 1 1 O 1 10 -0.07F 0065 5. 4585 0.7 7S
1 ] 1 1 1] 1 11 0054 00326 6.6654 0.825
1 1 1 i 1 12 -0.009 -0.020 .6693 0.879

L’ensemble des valeurs sont a ’intérieur de 1’intervalle de confiance. L.’ensemble des valeurs
sont non significatives. La série proposée est un bruit blanc.
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Série d’exercices n°2
Exercice n°1

L’¢évolution d’une série chronologique sur la période 1990-2009 est donnée comme suit :

Date "
1990 1,45
1991 1,41
1992 1,37
1993 1,34
1994 1,36
1995 1,37
1996 1,35
1997 1,23
1998 1,42
1999 A4,
2000000 1,43
2001 1,46
20002 1,49
20003 1,51
200001 1,54
2005 1,58
2006 1.6
200077 1,65
200088 1,7
200009 1,73

1. Effectuer le test de Box-pierces et de Lyung Box.
2. Interpréter les résultats du test. Sachant que la statistique de Khi-deux X%, = 10,85

Le corrélogramme de la série est données comme suit :

Jate: 112623 Time: 15:08
Sample: 1990 2019
ncluded observations: 20

Autocarrelation Partial Carrelation AC PAC Q-5tat  Prob

-0.060 -0.060 0.0832 0773
-0.087 -0.091 0.2666 0.875
-0.0¥5 -0.08¥ 04107 0.938
-0.070 -0.091 0.5456 0.969
-0.067 -0.097 06783 0934
-0.070 -0110 08321 0.991
-0.060 -0.113 08522 0.996
-0.040 -0106 1.0113 0.998
-0.014 -0.090 1.0192 0.999
0.054 -0.022 1.1479 1.000
11 0.009 -0.054 11523 1.000
12 0.004 -0.052 11530 1.000
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3. La série est-elle stationnaire ?

Exercice n°2
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Sample: 1990 2019
Included observations: 30

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC  Q-5tat  Prob

0.900 0.900 26.204 0000
0.814 0.024 49538 0.000
0.726 -0.057 68.278 0.000
0.638 -0.054 83234 0.000
0.526 -0.175 93.913 0.000
0.418 -0.072 10091 0.000
0.315 -0.046 105.06 0.000
0.213 -0.07v1 107.05 0.000
0116 -0.044 107.66 0.000
0.031 -0.013 107.71 0.000
-0.017 0124 10772 0.000
-0.087 -0.211 10822 0.000
-0.163 -0.037 10972 0.000
-0.224 -0.066 11273 0.000
-0.279 -0.094 11771 0.000
-0.326 -0.007 12501 0.000
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Soit le corrélogramme ci-dessus de I’indice CAC40.

1. Calculer la statistique de Lyang-Box pour le retard h=4.
2. Effectuer le test de Box-pierces et de Lyang-Box. Xf’gs =948

Exercice n°3

Soit les valeurs de la série Y suivants :

T 1 2 3 4 5 6 7

o0
O

Y 10 3 -1 3 2 5 3 2 -1

1. Calculer les 03 premiers termes du corrélogramme simple.

2. Donner I’intervalle de confiance a 95% pour ces termes calculés et tester leur
significativité.

3. Calculer les 03 premiers termes du corrélogramme partiel.

4. Donner I’intervalle de confiance pour ces termes au seuil de 95% et tester leur
significativité.

5. Calculer la statistique de Ljung-Box pour h=3, la série est-elle un bruit-blanc ?




Analyse des séries temporelles

Solution de I’exercice n°1 4 5
Y4 Y-V Y, — ¥ |4*5 (Y — ¥)?

1 1,45 -0,023 0,000529
2 1,41 1,45 -0,063 -0,023 0,001449 0,003969
3 1,37 1,41 -0,103 -0,063 0,006489 0,010609
4 1,34 1,37 -0,133 -0,103 0,013699 0,017689
5 1,37 1,34 -0,103 -0,133 0,013699 0,010609
6 1,36 1,37 -0,113 -0,103 0,011639 0,012769
7 1,37 1,36 -0,103 -0,113 0,011639 0,010609
8 1,35 1,37 -0,123 -0,103 0,012669 0,015129
9 1,33 1,35 -0,143 -0,123 0,017589 0,020449
10 1,42 1,33 -0,053 -0,143 0,007579 0,002809
11 1,41 1,42 -0,063 -0,053 0,003339 0,003969
12 1,46 1,41 -0,013 -0,063 0,000819 0,000169
13 1,49 1,46 0,017 -0,013 -0,000221 0,000289
14 1,51 1,49 0,037 0,017 0,000629 0,001369
15 1,54 1,51 0,067 0,037 0,002479 0,004489
16 1,58 1,54 0,107 0,067 0,007169 0,011449
17 1,6 1,58 0,127 0,107 0,013589 0,016129
18 1,67 1,6 0,197 0,127 0,025019 0,038809
19 1,7 1,67 0,227 0,197| 0,044719| 0,051529
20 1,73 1,7 0,257 0,227 0,058339 0,066049
Somme 0,252331 0,29942

Y = 1,473

1. le test de Box-pierces et de Lyung Box.

Ce test permet d’identifier les processus Bruit Blanc. Les hypothéses du test sont données
comme suit :

e Hotpy=pp,=-p;=0
e H; : Il existe au moins un coefficient p; # 0

Pour effectuer le test on calcule la statistique de Box-pierce noté Qgsqt
i=1(Ye =Y = 1)
=2
(Y —Y)

Qstat =

0,25233

Qstat = 0’2994 = 0’8428

2. Qstar < X2 On accepte Ho. Ce qui permet d’accepter I’hypothése que la série est un
processus Bruit Blanc. Donc, la série est stationnaire.
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3. Le corrélogramme de la série (le graphe) montre que I’ensemble des valeurs
(corrélogramme simple et corrélogramme partiel) sont a I’intérieur de I’intervalle de
confiance. L’ensemble des valeurs sont non significatives. La série proposée est un
bruit blanc. Donc la série est stationnaire.

Solution de I’exercice n°2

Le calcul de Q-stat pour h=4

i

4
— stat = 2 Z
Q — stat =n(n+ )k_ln_k

0,900)2 (0,814)? (0,726)* (0,638)2
(0900)7  (0,814)7  (0,726)"  (0,638)

— stat = 30 = 32 = 83,26
Q= sta * 29 28 27 26
1. 2. Le test de Box-pierces et de Lyung Box.
e Hotpy=pp=-p;=0
e Hj : Il existe au moins un coefficient p; # 0
Q — stat > Xf’gs = 9,48 on rejette HO et on accepte HI. Il existe au moins un coefficient

d’autocorrélation significativement différent de 0. Ce qui permet de dire que la série n’est pas
stationnaire.

Solution de I’exercice n°3
1. Coefficient d’autocorrélation d’ordre k
_ cov(Yy, Yi_x) _ (Ve = V)Y = Yiyp)

b D A =

Doncr; = 0,021, , = —0,502, r; = —0,348
2. Calcul des intervalles de confiance et le test de significativité

En utilisant la formule de Barlett, on obtient :
1
V(Tl) = ; = 0,5
V() == (1+2rf) = =(1+2(0,021)) = 0,1
V() == (14207 + 1)) = = (1 +2(0,021)% + (0,502)?) = 0,15

Les intervalles de confiance :
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k= 1: [—1,96 * \/%; +1,96 * \/%l = [-1,96 *+/0,T; +1,96 *+/0,1] = [-0,620; +0,620]

Le paramétre n’est pas significativement différent de 0 (la valeur du parametre est a I’intérieur
de I’intervalle de confiance).

k =2:[-1,96 x+/0,1; +1,96 * /0,I] = [-0,620; +0,620]

Le paramétre n’est pas significativement différent de 0 0 (la valeur du paramétre est a
I’intérieur de I’intervalle de confiance).

k=3 [—1,96 x/0,15; +1,96 * ,/0,15] = [-0,759; +0,759]

Le paramétre n’est pas significativement différent de 0 0 (la valeur du paramétre est a
I’intérieur de I’intervalle de confiance).

3. Calcul des termes du corrélogramme partiel
En utilisant les estimateurs 7y, 1, et r3 de p;, p, et p; On obtient :

mni=n-= 0,021

T21 [ ] [ [ ] 0,021 S 1y = 0,502
£

7”22 —0,502
T31 1 0, 021 —0,50271 "1 0,021 —-0,185
lrg,zl = [rl ] lrzl = [ 0,021 0, 021 ] [ 0 502] = [—0,489] donc
733 T, 0,502 0O, 021 0,348 —-0,431
33 = _0,4‘31

4. Intervalle de confiance et test d’hypothése
Sous I’hypothese HO  p, =0 (pour k=1, 2 et 3) nous avons p; suit une loi normale

I . 1
d’espérance nulle et de variance \/;

Les intervalles de confiance au seuil de significativité¢ de 95% sont égaux a
l—1,96 * \/%; +1,96 * \/%l = [-0,620; +0,620]

Aucun coefficient n’est a ’extérieur de cet intervalle, ils sont donc non significativement
différent de 0.

5. Test de Ljung-Box pour h=3

e Hoipy=pp=-p;=0
e Hj : Il existe au moins un coefficient p; # 0
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e
n—=k

4
Q — stat =n(n+ 2)

Q —stat =10* 12

0,021)2 (-0,502)?> (—0,348)2
l( 21" (05027, )125’86

8 7

Qstar < X2 = 7,8 On accepte Ho. Ce qui permet d’accepter I’hypothése que la série est un
processus Bruit Blanc. Donc, la série est stationnaire.
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