Chapitre 1

Eléments de la logique mathématique

Dans ce chapitre, on présentera les notions élémentaires de la logique mathématique et les différents modes de
raisonnement.

1.1 Notions de logique

Définition : Une proposition est un énoncé qui est soit vrai, soit faux. Les propositions sont distinguées par des
lettres majuscules : P, @, R, ...

Exemples :

a) "15 est plus grand que 10" est une proposition vraie.

b) "Trois est un nombre pair" est une proposition fausse.

c¢) "Le nombre x est impair" n’est pas une proposition puisqu’il est impossible de décider si elle est vraie ou fausse
tant que l’on connait pas x.

1.1.1 Opérations sur les propositions, connecteurs logiques

a) Négation : La négation d’une proposition P notée (non P) ou P est une proposition vraie lorsque P est fausse
et fausse lorsque P est vraie.

b) Disjonction : La disjonction de deux propositions P et @, not ée (P ou Q) oubien (P V @) est une proposition
vraie si I’'une au moins des propositions P, Q) est vraie.

Remarque : (P V P) est toujours vraie.

c) Conjonction : La conjonction des propositions P et @), noté e P et Q (P A Q) est une proposition qui n’est
vraie que si P, () sont toutes les deux vraies.

Remarque : (P A f) est toujours fausse.

d) Implication : La proposition (non P ou Q) est appelée implication logique et on la note P = Q : se lit P
implique Q.

e) Equivalence : Deux propositions P, Q) sont équivalentes si P = ) et Q = P et on écrit P <= @ : se lit P
est équivalente a Q.

Toutes les définitions précédentes peuvent étre résumées dans la table ci-dessous dite table de vérité

P Q P Q PVQ PNQ P=Q Q=P P<+—=Q
1 1 0 0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0 1 0
0O 1 1 0 1 0 1 0 0
0O 0 1 1 0 0 1 1 1

Remarques : 1) On remarque de cette table qu'une proposition vraie n’implique pas une proposition fausse.
2) Deux propositions sont équivalentes si et seulement si elles ont la m éme valeur de vérité.
Exemples :

P :" /2 est un nombre rationnel" est une proposition fausse.

P :" \/2 est un nombre irrationnel" est une proposition vraie.

3 >5o0ul+ 1= 3 est une proposition fausse.

3 > 5 oul+1=2 est une proposition vraie.

2=2et 2=1+1 est une proposition vraie.

2 < 1et 2 =2+ 0 est une proposition fausse.

3+ 2=4= 3 x 2=2>5 est une proposition vraie.

3+2=>5=3x2=25 est une proposition fausse.

3+2=5= 3 x 2 =0 est une proposition vraie.

3+ 2 =4 <= 3 X 2 =05 est une proposition vraie.
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1.1.2 Propriétés

1)
2) PANQ <= PVQ.

3) PVQ < PAQ.

4) P=—= Q+— Q = P.
5)[P—=Qet Q= R|— P = R.
6) (PVQ)VR<= PV (QVR).
(PANQ)AR<= PA(QAR).
N(PVQ)ANR<= (PAR)V(QAR).
(PANQ)VR<<= (PVR)A(QVR).
8) P — @ est vraie

- . t ie.
P = @ est vraie } — @ est vraie

1.1.3 Les quantificateurs

a) Quantificateur universel : noté V, se lit "quel que soit" ou "pour tout".
b) Quantificateur existentiel : noté 3, se lit "il existe au moins".
Exemples :
P:"Vz,z € R, 2> +1>0".
Pour tout élément de R (ensemble des nombrse réels), I'inégalité est vraie.
2.Q:"3x,xeR, 20 +1<07.
1l existe au moins un élément = de R, pour lequel I'inégalité précédente est vraie.
c) Propriétés :
1) Vz, P (z)] <= Fz, P (v).

2) 3z, P (z)] <= Vax, P ().

3) [Va, (P () et Q(x))] <= [Va, P ()] et [Va,Q (2)].

4) [3z, (P (2) et Q(z))] = [Bz, P (z)] et Bz, Q (z)].
5) [Va, (P () ou Q (2))] == [Va, P ()] ou [Vz,Q (z)].

Remarque : La réciproque dans 4) et 5) n’est pas toujours vraie.

Exemple : P(z): 2z >2 3x,2 =3 tel que P (z) est vraie,

Q(z):x<2 dx,z=1tel que Q () est vraie,

mais ceci n’implique pas P’existence d’un z tel que P (z) et Q () sont vraies a la fois.

Remarque importante :

Les relations "Vz, 3y, P (z,y)” et 73y, Va, P (z,y)” sont différentes car dans la premié re y dépend de z alors que
dans la seconde y ne dépend pas de x.

Cependant :

Va,Vy, P (v,y) <= Vy,Vx, P (v,y)

et
3z, 3y, P (z,y) <= 3y, 3z, P (z,y) -

Exemple Vz € N, 3y € N : 22 < y est vraie.
Jy € N,Vz € N: 22 < y est fausse.

1.2 Meéthodes de raisonnement mathématique

Il existe plusieurs types de raisonnement mathématique, on va traiter dans cette partie les plus utilisés

1.2.1 Raisonnement par ’asurde :

Pour démontrer qu’une proposition P est vraie, on suppose qu’elle est fausse et on aboutit & une contradiction.
Exemple :Montrer que Vr € N, z + 1 # 0.
On suppose que P est fausse : 9z € N, x + 1 = 0 donc x = —1 et & € N. Contradiction avec la définition de N.

1.2.2 Démonstration par la contraposée :

Si I'implication P = @ s’avére difficile & dé montrer alors compte tenu de 'équivalence (P = Q) < (Q = P),
donc il revient au méme de démontrer que QQ = P.
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1.2.3 Démonstration par un contre exemple :

Pour démontrer que la proposition (Vo € X, P (z)) est fausse, il suffit de trouver un zy de X tel que P (zg) est
vraie.
Exemple :
P:"VreR,z? —1#0".

On a pour g =1, 1 —1 =0 et P est vraie. Donc P est fausse.

1.2.4 Démonstration par récurrence :

Soit P une proposition dépendant de ’entier naturel n, s’il existe un entier naturel ng > 0 pour lequel P (ng) est
vraie et que pour tout n > ng P (n) = P (n+ 1) est vraie, alors P (n) est vraie pour tout n > ng.

Exemple 1 :
Montrer que

u n+1)

Pour n =1,

1(1+1)
2 b)

donc P (1) est vraie. On suppose que P (n) est vraie, c’est & dire

1=

et on montre que P (n + 1) est vraie, c’est a dire

_(n+1)(n+2)
D

On a

Sk o= Zn:k+(n+1)
k=1

= w+(n+l)
nn+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
—

Donc P (n) est vraie Vn > 1.
Exemple 2
Montrons que
VneN* 3k e N:3x 5201 49232 — 17k,

On raisonne par récurrence.
Pour n =1, On a
3x52 14252 =17=17x1,

Donc
F=1eN:3x521 42372 = 17L.

On suppose que
e eN:3 x5 42372 = 17k

et montrons que
k' € N: 3 x 52+ 4230+l — 971/,

On a
3 X 52n+1 + 23n+1 — 3 X 25 % 521171 + 23n72 % 8

8 (3 x 52~ 423n72) 117 x 3 x 5271
8 x 17k + 17 x k"
= 17k avec k' = (8k + k")
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Finalement, ¥Yn € N*, 3 x 52771 4 2372 est divisible par 17.
Exemple 3 : Exercice

1. Soit = € R tel que x > —1. Montrer que, pour tout n € N,

(14+2)" >1+naz.

2. Montrer que

Sk = ”(”+1)6(2“+ D vnen.
k=1
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