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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions les fonctions réelles d’une variable réelle,
c’est-a-dire les fonctions définies de R (ou sous-ensemble de R) a valeurs dans
R, ces fonctions modélisent souvent des phénoménes physiques, chimiques, mé-

caniques,..

3.2 Fonction réelle & une variable réelle

Définition 3.1 On appelle fonction réelle a une variable, toute relation f qui,
a tout élément x de R, associer au plus un élément de [’ensemble R, appelé alors
image de x et noté f(x). Les éléments de R qui ont une image par f forment

Uensemble de définition (domaine de définition) de f, noté Dy . On écrit :

f: R - R ou f: Dy — R
v — f@)=y v fw)=y

L’ensemble des valeurs de f ou bien ensemble image de f est :
f(Dy)=Imf={yeR 3z eDy: f(z)=y}

Définition 3.2 On appelle graphe d’une fonction f, l'ensemble des points M (x,y)
oux € Dy ety=f(x) et on écrit

Gr=Alw,y)/rc Dy et y=f(z)}.

3.2.1 Opérations sur les fonctions réelles

Définition 3.3 Soient D une partie de R, f:D —Ret ¢g:D — R deux
fonctions.

1) On dit que f est égale a g et on écrit : f = g si et seulement si :
VeeD: f(x)=g(zx).
2) On dit que f est inférieure ou égale a g et on écrit : f < g si et seulement si :
VeeD: f(zx)<g(zx).

3) On dit que f est supérieure ou égale & g et on écrit : f > g si et seulement
si:VYreD: f(x)>g(x).
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Définition 3.4 4) La somme : (f +g) (z) = f(x)+ g (x), Vo € D.
5) Le produit : (f - g) (x) = f(z)-g(x), Vx € D.
6) Le rapport (5) (x) = %, Vo € D avec g (z) # 0.

3.2.2 Composition de fonctions

Soient E, F' deux parties de Ret f: D — R, g: FF — R deux fonctions,

avec f (D) C F.
On définit la fonction composée de f et g et on note g o f la fonction définie

sur D par

(go f)(z)=g(f(z)), Yz € D.

Exemple 3.1 Soient

f: R — R g: R - R
. ou r+3
T — (A X — _—
1+ 22
On a:
(gof)(x) = g(f(x))=g(e)
B (e")+3 e +3
14 (en)? 1He
donce
gof: R — R
et +3
v 14 e

Remarque. 1l est clair que fog# go f.

3.2.3 Parité d’une fonction
Fonction paire
Définition 3.5 Soit la fonction f

f: D — R

On dit que la fonction f est paire sur D si et seulement si :

VeeD,(—z)eD: f(—z)=f(x).
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Remarque Six € D — —x € D,V € D, l’ensemble D est dit symétrique

par rapport a l’origine.

Exemple 3.2 Soit la fonction :

f: R - R
x*t—3
[ — )
2 +1

Cette fonction est paire car :

VeeR,(—z) eR: f(—x) = 2:321?
zt—3
)

Fonction impaire

Définition 3.6 Soit la fonction f

f: D — R

On dit que la fonction f est impaire sur D si et seulement si :
Vee D, (—z)eD: f(—x)=—f(z).

Exemple 3.3 Soit la fonction :

f: R - R
et — et
i | — _—
2
Cette fonction est impaire car :
et — et
VeeR, (—z)eR: f(—z) = 5
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3.2.4 Fonctions périodiques

Définition 3.7 Soit la fonction :

f: D — R

On dit que f est une fonction période si et seulement si
T >0,VeeD: fz+T)=f(x),
le plus petit nombre positif T s appelle la période de la fonction f.

Exemple 3.4 Soient

sin: R — R . cos: R — R
e
r +—— sinz. T +—— COSZ.

Les fonctions : x — sinx et x — cosx sont 2m—périodique en effet :

VreR: sin(z+27) =sinz,
et
Ve e R: cos(x+ 2m) = cosx.

3.2.5 Monotonie d’une fonction

Définition 3.8 Soit f: D — R une fonction.

1) On dit que f est croissante si et seulement si :
Vo, x9 € Dyxy <9 = f(21) < f(22).
2) On dit que f est strictement croissante si et seulement si :
Vay, 29 € D,y < 29 = f(21) < f(22).
3) On dit que f est décroissante si et seulement si :
Vay, w9 € D,xy < g = f(x1) > f(x2).
4) On dit que f est strictement décroissante si et seulement si :

Va1, 29 € Dyxy < 9 = f(21) > f(23).
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3.2.6 Fonctions bornées

Définition 3.9 Soit f : D — R une fonction.

1) On dit que f est majorée sur D si et seulement si :
dM eR: f(z) < M,Vx € D.

2) On dit que f est minorée sur D si et seulement si :
dneR: f(z) >m,Vr e D.

3) On dit que f est bornée sur D si f a la fois majorée et minorée, c’est a
dire :
In,M e R:m < f(z) < M,Vx € D.

Ou encore
dk>0:|f(z)| <k, VxeD.

Exemple 3.5 Soient

sin: R — R ; cos: R — R
e
r +—— sinz. T +—— COSZ.

Les fonctions : x — sinx et x —— cosx sont des fonctions bornées, en
effet :
VreR, —1<sinx <1,
et
VreR, —1<coszx<1.
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