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‘Questions de cours‘ »

Répondre par Vrai au Faux (justifier votre réponse)

1) // z|f(z,y)|dedy = 0 ou f une fonction continue dans D.
D
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Soit f la fonction définie par I'expression f(z) = Z "
—nt 1

4) f est définie en 0.1 5) f/(0)=1

rExerciceNﬂl (9.5pts)‘

Le domaine 7" est limité par les courbes (OA), (OB) et (AB) définies comme sui

(OA):y=+/z, (OB):y=—y/ret (AB):2%?+y>=2.

Le corps H est limité par les surfaces (S1) et (S3) définies comme suit :

Domaine (7)

(S1): 22 +y2 =2, (S2): (2 —5)% + 2% +y? =9 (la partie vérifiant 2 < 5).

1) Calculer l'aire des surfaces T" et Sj.

2) Calculer le moment d’inertie de la figure homogene T' par rapport a (Ox).

3) Calculer le volume de H.

4) Calculer les coordonnées du centre de gravité de H.

‘ ExerciceNe2 (6pts)‘

Etudier la nature des intégrales impropres suivantes :
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Bon courage




i Corrigé

ExerciceNel

b 2. 0.25pt

En justifiant

On pose A ={M(z,y) € (D) tel que = <0} et B={M(z,y) € (D) tel que = > 0}.
Partageons, d'une maniere arbitraire, le domaine D en petits domaines Dy, Ds,...D,,.
Sous la condition "Vi = 1,2,..n : Aire(D;) — 0” On a le résultat suivant :

=N
// z|f(z,y)|dedy = in|f(xi,yi)|Aire(Di), ou (z4;yi) € (D;) (peut importe sa position dans D;).
D i=1
Comme D = AU B, cette derniere expression prend la forme suivante :

[ alt@aidsdy = Y wilfpiaieD) + 3 wlieplAie(D) £ 0 (car f
b (z339:)€D: CA (z3;9:)€D:CB
est quelconque).

2) a. 0.25p
// ydxdy
D/

// dxdy' 0.75pt
3) . 0.25pt

.25p
/// xdrdydz
JJIIA

// dudyd 0.75pt
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4) 4. 0.250t

n

2
136". f est définie sur l'intervalle | — R; R|

D’une part,le centre de gravité G de D’ se trouve en (0,0) (trivial). D’autre part yg =

D’une part,le centre de gravité G de A se trouve en (0,0, 0) (trivial). D’autre part xg =

La quantité f(z) s’appelle la somme de la série entiere Z
n>0

. d’olt f est définie sur |—1;3].

an, n

ou R= lim = — avec a, =
n—>400 Ap41 n+1

5) 2. 0.25pt

flz)= l—i—x—i—éx?—i—... = f'(z) = 1+§x+... d’ou f/(0) = 1.

3 3 0.75pt
ExerciceNe2
Méthode 1
Schéma sans équations sera noté = ®
x = 1>
—t—
-1
1) Aire (T :2// dxd
) dive (1) =2 [ dwaly -

1 2—y2
Ai T:2/ / do | d
re (T)=2 | " v 0.5pt
1
:2/0 (\/2—y2—y2>dy

1
Pour calculer / /2 — y2dy, on pose y = v/2sint ol la variable ¢ varie de 0 & %
0

0.25pt

1
Enfin, Aire (T') = g + -

Une autre Méthode



1) Aire (T) :2< / /E dxdy + / /F d:cdy> 0.25pt
e (1) =2 [ ( /fdy) o+ /f ( /O“mdy) "

0.25pt 0.25pt

1 V2
Aire (T) = 2/ Vadr + 2/ V2 — 22dz
0 1

0.25pt
Calculons laire de S I
Aire (S7) // \/1 + 82 (82) dxdy
dy
Ou (D) le domaine de prOJectlon de S sur le plan (Ozxy). 0.25pt

Cherchons la courbe d’intersection des deux surfaces Sp et Ss.

(S1NSy) e (z=52+2=922-92+16=0

9— 17 94+ +/17

&z = —y ouz=—p—. D’autre part tous les points de (S7) vérifiant z < 5. Par conséquent
0 te uni f o= 22 VAT
n accepte uniquement z = —— .
P d 2 0.5pt
9— V17 9— V17
(S1 N Sy) désigne le cercle de centre (O; 0; T) de rayon — 0.25pt
. . , . . — V17
Par conséquent, le domaine (D) désigne le disque de centre (0;0) de rayon 2 0.5pt
5

Aire (57) = //D V14422 + dy?dady. 0.5pt

Dans le but de calculer cette intégrale, on pose x = rcosf et y = rsiné ce qui donne

Aire (51) / rv/ 1+ 4r2drdf.

2 _
Aire (S7) / (/ rv 1+ 4r dr)dﬂouR—\/g 2\/_7 0.5pt

L’ ntegrale entre parentheses
1 1
/ V14 4r2dr = —/ (1+4r2)2d(1 + 4r2) = 5 +4R%)2 — o

Aire(Sy) = ((1 +4R%)S — ) (.5)

S

2) Moment d’inertie de (T") par rapport a (Ox)

Ipw = 2 .
v / /Tydwdy 0.25pt

D’apres la méthode 1, I, = 2// y2dxdy
T 0.5pt



1 2—y2
Im:2/ / y2dz | dy
0 y2
! 2 4
=2/0 <y \/2—y2—y>dy

On pose y = v/2sint, comme y varie de 0 & 1, ¢t varie de 0 & %

1 us s T
1
/ Y22 — 12 :4/4(Sintcost)2dt = /4 sin? 2tdt = /4 5(1 — cos 4t)dt.
0 0 0 0

3) Calculons le volume de H

Volume(H) = /// dxdydz.
H
5—4/9—x2—y2
Volume(H) = // / dz | dzdy
D x2+y2

Ou (D)la projection de H sur la plan(Ozy).

0.25pt

Volume(H) = //D (5 — V9 -2z —y2— (a® + y2)> dxdy

En utilisant les coordonnées polaires
Volume(H) = // r (5 —V9—r2— 7“2) drdf.
D
Le domaine (D) désigne le disque de centre (0;0) de rayon

Volume(H) = /027r </OR(57~ —rV/9—r2 - r3)dr> do.

Il suffit de remarquer :

R -1 R
/ V9 —r2dr = 7/ (9—- 7’2)%61(9 —7?) sous la forme /Xo‘dX.
0 0

1 5 R!
Volume(H) = 27 <—9 + §(9 - R2)% + §R2 - I) (u.v).

4) Coordonnées du centre de gravité de H

2

Soit G(z¢a; ya; 2c) le centre de gravité de H, avec :

o — M o / / /H ydzdydz - / / /H wdadydz
e
dzdydz = Volume(H)
H

5—4/9—x2—y2
/// rdrdydz = // / xdz | dxdy
H D z2+y?

Ou (D) la projection de H sur la plan (Ozy)

///H wdrdydz = //D“" (5- V=22 =y~ (@®+y?)) dody

En coordonnées polaires :

/// xdmdydz:// rc086<5—\/9—r2—r2)d7°d9
H D

27 R
:/ </ rcos@(5—\/9—r2—r2 d?")d@
0 0
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27 R
= (/0 coS 9d9> (/0 r <5 —V9—1r2— 7"2) dr> = 0, donc ' 0.25pt
/// ydadyds — // y(5- VO~ (a1 ?)) dedy
. . 0.25

.25pt

En coordonnées polaires :

/// ydmdydz—// rsinf 5— — )drdH
:/0 (/0 mna( 912 )dr>d9 0.25pt

— (/% sin9d9> (/OR (5 —Vo—r2 - )dr> =0, done[yg =0} .
/// dxdydz = // ( —a?—y ) - (a” +212)2> dxdy 0.25pt

En coordonnées polaires :

R
/// zdzdydz = / 27 (—TS — 3 4+ 34r — 10ry/9 — r2> dr
H 0

0.25pt
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ExerciceNe3
1) Nature de l'intégrale / ——dt
o tsint
T 1 w/2 1 T 1
/ | dt:/ | dt+/ —
o tsint o tsint x/2 tsint 0.25pt
T /2
Etudier la nature de l'intégrale / dt revient a étudier la nature des intégrales / dt et
o tsint o tsint
1
/ ——dt au voisinage de 0 et 7, respectivement.
/2 tsint
de 0, sint ~ ¢ car lim Sl — 1 p b~
isin int ~ rlm—— I con nt, —— ~ —
au voisinage de 0, s car lim — ar conséque st~ 2 0.25pt

/2

w/2 T
Comme l'intégrale —dt = +o0 est divergente, par équivalence ——dt est divergente.
& /0 t? - 8 pated /0 tsint %g%pt

De méme, au voisinage de ,

sint 1 1
sint ~ T —t car lim —— = 1. Par conséquent, —— ~ B
tom o —1 tsint  t(m —1t) 0.25pt
s
Comme l'intégrale / ——dt = 400 est divergente .
w/2 t(ﬂ- - t)

dt est divergente.

w/2
ar équivalence
b v /O tsint 0.25pt

T 1
en résumé, /0 tsmtdt diverge (la forme +oo + 00). 0.25pt

~+00 eft
2) Nature de I'intégrale / t_3dt
0



+oo —t 1 _—t +oo —t
0t 0t Lt
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+o0 1
e e
Etudier la nature de 'intégrale / ——dt revient a étudier la nature des intégrales / t—3dt et
0 0

+o0 e—t
/ —dt au voisinage de 0 et 400, respectivement.
1

3
et et
au voisinage de 0, e~* ~ e~!. Par conséquent, Fraiadere
11
Comme l'intégrale / t—3dt est divergente .
T
L. € .
par équivalence / t_3dt est divergente.
0
D’autre part, Vt € [1,+oo[: e~ < e~!. Par conséquent
et et
I
+oo —1
Comme l'intégrale / t—gdt est convergente, par comparaison :
1

too ot
L’intégrale / t_3dt est convergente.
1

+o0 et
En résumé, / t_3dt est divergente .
0

'JrOO t2

—dt
2 Vid —4

3) Nature de l'intégrale

Au voisinage de +oo, V13 —4 ~ t3.

+o0o
1 1
——— ~ 3. L’intégrale / t2dt est divergente.
Vi3 — 4 2
Par équivalence :
“+o00 t2

2 Vi3 —4

L’intégrale dt est divergente.

4) Nature de l'intégrale / Tdt
1

Calcul direct (intégration par partie) :

+OOl 3t +o0 1 4t
/ n—dt:/ I tdlnt = —2|F° = 40,
1 13 1 4 1

En résumé, / ant diverge.
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