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Exercice Nel : Schématiser les domaines d’intégration puis calculer les
suivantes :

1)// ye*Vdxdy, ot D, = {(x,y) tel que 0 <z <V2eta? <y< \/éx}

D,

2) // ysin(z+y)dzdy, ou Dy = {(:U,y) telque 0 <y <2ety<az< 6—y2}.
Dy

3) // ey2+y”dxdy, Dy = {(:c,y) tel que —4<az<0etvV—a2<y<Vbh —:c}.
D3

4)//(x—y)d;1:dy, ot D= {(z,y) telque —1<2*+y*<det0<y<1}.
D

Exercice Ne2 :
1)Calculer laire de la figure délimitée par la parabole y = —z? et la droite y = —3z.

2)Calculer I'aire de la partie délimitée par les cercles 22 +y* = 1, 2% + y?> =4 et
les droites y = z, y = /3.
3)Calculer I'aire de la figure délimitée par les courbes : |z| + |y| =2, |z| — |y| = 0.

2 2
4) Calculer I'aire de la surface du plan z = —2 découpée par le cylindre ) + Y1,

4

5) Calculer laire de la partie du cone z2+y?* = 2? découpée par le cylindre 22 +y?* = 2x.
Exercice Ne3 :1)Trouver les coordonnées du centre de gravité de chaque figure :
figure (A)={(z,y) tel que 0 < x < g et 0 <y <sinz}.

La figure (B) est une plaque triangulaire de sommets A(2,0), B(—2,0), C(0,1).

2
2) calculer le moment d’inertie de la partie D = {(3:, y) tq 2 + % <1l y> 0},

dans les cas suivants :
a) par rapport a 'axe (OY'); b) par rapport a 'axe (Ozx); ¢) par rapport a l'origine
des coordonnées.

Solution
ExerciceNe

On note par G(z¢, ye) le centre de gravité de la figure hachurée (A).

// xdxdy // ydxdy
pe =220 e =lA (*)
/ / dxdy / / dzdy
(A) (A4)



w/2 sinz w/2
// dxdy = / [/ dy] dr = / sinzdr = 1
(A) 0 0 0

De méme

w/2 sinz w/2
// rdxdy = / [/ :Udy] dx = / rsinxdr = 1.
(A) 0 0 0

(passer a l'intégration par partie en posant : v’ =sinz, v = x).

rg — 1
/2 sin 1 /2 1 w/2 T
// ydxdy:/ [/ ydy} dx:—/ SinZZL‘de‘:—/ (1 —cos2zx)dr = —.
(A) 0 0 2 /o 4 Jo 8

T

Yo = 3

. Coordonnées du centre de gravité de la figure (B)
On applique la formule (*) sur la figure (B).
La figure (B) est délimitée par le segment [AC] (partie de la droite (AC) d’équation

= ——r+1

1
le segment [BC] (partie de la droite (BC') d’équation y = 57 +1)et [AB]: y=0.

1 —2y+2 1
// rdrdy = / [/ :de] dy = / O0dy = 0.
(B) 0 2y—2 0

SL’G:O

4x1
X9

/ / dzdy = 'aire du triangle ABC =
(B)

1 p—2y+2 1
// ydxdy = / [/ ydx} dy = / (—4y? + 4y)dy = =
(B) 0 2y—2 0
// ydxdy
(B)

Yo=—F7/ =3
// dxdy 3
(B)

1
G (O, §) le centre de gravité de la figure (B).

Moment d’inertie de la figure (D) par rapport a 0(0,0).
On note par Iy le moment d’inertie en question.

Iy = // (22 + y?)dady — /11 [/m(x2+y2)dy] i — @/1 (% + 21— Pda

0

—T
Pour calculer cette intégrale, on pose x = sint, t varie de 53 a — 5 , dx = costdt.

Ce qu1 donne

S

Ip = ? (sin®t + 2) cos® tdt = \/_/ — cos?t) cos t*dt

V2
3 )

2

sin®t + 2)| cost| cos tdt, sur [ ] | cost| = cost

272

wlﬂw\q

wlﬂw‘

97

9 1
Ip = <§+C052t—§cos4t) dt = —



Moment d’inertie de la figure (D) par rapport a ’axe des =z.

L- | /(D)<y2>da:dy

Moment d’inertie de la figure (D) par rapport a ’axe des y.

I, = / /( D)(:zcz)dxdy

Ces deux intégrales se font de la méme facon. Les bornes restent inchangées.
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tExerciceN92 : Solutionl

5) Calculer I'aire de la partie du cone 2% + y* = 22 découpée par le cylindre z? + y* = 2z.

Fig 1 Fig 2 Fig 4

Fig 1 : désigne le cylindre 22 + 3% — 22 = 0.
(il suffit de remarquer : > +y?> —2r =0< (z — 1)2 + y* = 1).
On peut représenter Ce cylindre comme suit :

{(:c, Y, 2) tq 2 + y2 — 2z = 0 et z quelconque dans R} .

Fig 2 : désigne le cone 22 + y? = 22

La partie supérieur, en rouge, est définie par I’équation z = /2 + y2.
La partie inférieur, en bleu, est définie par I’équation z = —y/2? + y2.
Fig 3 : Le cylindre de la figure 1 coupe le cone de la figure 2



Fig 4 : les parties (ou les surfaces) du cone découpées par le cylindre.
(Bien sur, ces deux parties se trouvent a l'intérieur du cylindre).

Notre objectif :

Calculons 'aire des surfaces S; (en rouge) et Sy (en bleu) (voir la Fig 4).
Pour calculer Iaire de la surface S il faut d’abord écrire son équation.
Par hypothese S; est définie par z = /2 4 y2. voici la régle a appliquer :

A 0z
I’aire de S; = // 1+ (—) + ( ) dzxdy
D ox dy

Ici D désigne la projection de Sy sur le plan (Ozy).
Evidement, D désigne la région délimité par le cercle z* + y* — 2z = 0 (base du cylindre).
Autrement dit, D désigne le disque de centre (1,0) et de rayon 1

Ona,%:L %: Y

00 Ay 0 Ve

Par conséquent,

laire de S} = // \/ﬁda:dy = \/5// dxdy = V2 x (l'aire de D) = Vor.
D D

Par symétrie,

Paire de Sy = 'aire de S;.

2 2
4) Calculer laire de la surface du plan z = —2 découpée par le cylindre % + yz =1.
Fig a Fig b Fig c Fig d

22 P
Fig a : désigne le cylindre 5 +==1.

On peut représenter Ce cylindre comme suit :
oy
(z,y,2) tq 5 + T= =1 et z quelconque dans R ¢ .

Fig b : désigne le cylindre z = —2.

Fig ¢ :le cylindre de la figure (a) coupe le plan de la figure (b).

Fig d : la partie (ou la surface) du plan z = —2 découpées par le cylindre.

Notre objectif :

Calculons 'aire de la surface S (en rouge) (voir la Fig c).

Pour calculer I'aire de la surface S il faut d’abord écrire son équation.

Par hypothese, S désigne la portion du plan z = —2, donc son équation est z = —2. voici



la regle a appliquer :

I’aire de S = // \/1 + (02) dzxdy
dy

Ici D désigne la projection de S sur le plan (Oxy).
2

Evidement, D désigne la région délimité par l'ellipse % + yz = 1 (base du cylindre).
On a, %:O, %:O.
ox y

Par conséquent,

laire de S = // dxdy = Vaire de D
D

. La partie hachurée désigne le domaine D.

Pour calculer / / dxdy, On passe aux coordonnées polaires en posant :
D

T =1rv2cosb

(%)

y = 2rsinf

A Taide de la transformation ponctuelle (*),

D se transforme en disque de centre (0,0) de rayon 1.
je m’y explique,
En coordonnées re(;tangglaires D se caractérise comme suit :
Y
D—{(af,y) tq 7+Z—1}'
A Taide de (*), D se transforme en D :
D'={(r,0) tq 0<r<1}.
d’ou, D; désigne le disque de centre (0,0) de rayon 1.
En utilisant le changement de variables (*), on obtient :

// dxdy:/ |.J|drd6.
D D

Ou |J| désigne le jacobien. défini comme suit :

o 2 0 —+/2rsind
J— gg g@ '\/_cos V2r sin — 9\/3r

2sin 6 2r cosf

Donc

// dxdy—Q\/_// rdrd0—2\/_/ U Tdr} do = 2v/2r.
D1

Enfin,

laire de S = laire de D = 2v/2r.




