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Introduction

Ce cours d’Analyse et Algebre s’adresse aux étudiants du domaine Sciences
et Technique (dans le cadre du systéme L.M.D). Il couvre le programme officiel
du module Mathématiques II qui est consacré au programme du semestre 2 du
module Analyse et Algebre II. On a inclus dans ce cours de nombreux exemples
typiques d’applications et on a proposé quelques exercices importants a la fin de
chaque chapitre.

Le contenu du cours est inspiré des manuels de mathématiques couramment
utilisés, ainsi que du cours que j’ai enseigné de 2011 & 2017 pour les étudiants de
premiére année L.M.D du domaine Sciences de Technologie au sein du Départe-
ment de Technologie de la Faculté de Technologie.

J’espére que ce support aidera I’étudiant de premiére année & assimiler les ma-
thématiques et plus particulierement 1’Analyse et Algeébre II qui constituent la
base des mathématiques & 1'université.

Enfin, des erreurs peuvent étre relevées, merci de me les communiquer par Email

a ladresse : (rachid boukecha@yahoo.fr).



Chapitre 1

Matrices et déterminants
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1.1 Introduction

L’algebre linéaire est un outil essentiel pour toutes les branches des mathé-
matiques, en particulier lorsqu’il s’agit de modéliser des problemes issus de divers
domaines : physiques, biologie, mécaniques, chimie,...

Les matrices servent & interpréter en termes de calculs opérationnels les ré-
sultats théoriques de 'algebre linéaire. Toutes les disciplines étudiant des phé-

nomeénes linéaires utilisent des matrices.

1.2 Généralités sur les matrices

Dans tout le chapitre, k désigne R ou C.

Définitions et notations :

Définition 1.1 Soient n et p deux entiers positifs.

Une matrice A de dimension np est une application de {1,2,....n}x{1,2,....,p}
dans k.

On note par a;; l'image du couple (i,j) par Uapplication A.

Alors on écrit A sous la forme :

a1 aiz ... di; ... QGip

Q21 Q22 ... dg5 ... Q2p
A= :

Qi1 Qg2 ... A5 .o G

ap1 Qp2 ... Qpj ... Qpp

ou plus simplement A = (a;j)i=1,...n
Les a;; sont appelés les cojeﬁyéggnts (les composantes) de la matrice A.
Lindice © désigne les lignes, l'indice j désigne les colonnes.
n désigne le nombre de lignes de la matrice A et p désigne le nombre de
colonnes de la matrice A.

¢ colonne.

L’élément a;; est U'élément de la i°™ ligne et de la 7"
On note M, , (k) ’ensemble des matrices de type (n,p) a coefficients dans k,
c’est a dire si A € M,, (k) alors A est une matrice a n lignes et p colonnes a

coefficients dans k.
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Exemple 1.1 La matrice A de type (4,3) définie par : a;1 = —1, a1 = /2, a13 =

0,091 = —2,099 = %,a23 =0,a31 =4,a3 = 1,a33 =3,a41 = 0,040 = 6,043 = —4
se note par :
-1 V2 5
A | 2 20
4 1 3
0 6 -4

La matrice A est une matrice de 4 lignes et 3 colonnes.

Egalité de deux matrices :
Soient A = (a;;), B = (bij) € M,, (K).
On dit A = B si et seulement si a;; = b;; V1 <i <n,V1 < j <p.

Transposée d’une matrice :

Définition 1.2 Soit A = (a;;) € M,,, (k). On appelle transposée de A la matrice
notée 'A de M, (k) définie par'A = (a;).

Exemple 1.2
3 -4 6 52
A= < 5 ) , alors 'A=| —4 3
2 2 -3 2
2 6 -3

Les lignes de A sont les colonnes de tA.

Propriété :
VA€ M,,(k)onat(*A) = A.
Matrices particuliéres :

Matrice nulle :

Définition 1.3 On dit A = (a;;) de M, , (k) est nulle si et seulement si a;; =
0,V1<i<n,VlI<j)<np.

La matrice nulle dans M, , (k) , est noté Opy, ,x)-

Exemple 1.3

A (00 4000y ,_
0 0 000

o O O
o O O
o O O
o O O
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Matrice ligne :
Une matrice ne contenant qu’une seule ligne (de dimension 1 X p) est appelée

matrice ligne.

A:<CL11 a12 ... CLlp).

Exemple 1.4

A:<—3 5), A=<2 1 7), A=<—1 31 2).

Matrice colonne :
Une matrice ne contenant qu’une seule colonne (de dimension n X 1) est

appelée matrice colonne.

a1
A — 21
an1
Exemple 1.5
-2
2 2
A= ( ) , A= 0 , A=
1 T
-1
-3

Matrice carrée :
Une matrice ayant le méme nombre de lignes et de colonnes (n = p) est

appelée matrice carrée.

ay; a2 ... Ay ... Qip

ag1 A2 ... QA2; ... Q9p
A= :

;1 Qi ... Qi ... Qip

Ap1 Qp2 ... QAp; ... App

L’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans k se note M, ,, (k)

ou plus simplement par M, (k).
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Diagonale d’une matrice carrée :

Les coefficients a;; sont appelés coefficients diagonaux et on appelle

(all a929 ... Q4 ... ann>,
diagonale de A.

Exemple 1.6
-1 \/§
A= =2

3
2
6 1

—4
3

Les coefficients diagonaux sont —1,5 et —4, et la diagonale de A est

(—1 3 —4).

Trace d’une matrice carrée :
On appelle trace d’une matrice carrée A € M, (k) la somme des coefficients

diagonaux et on écrit :

Tr (A) = i (0778
=1

Exemple 1.7
-1 V2 5
A=| 2 & o [,
6 1 —4

alors Tr (A) = =1+ 3 4+ (-4) = -1.

1.2.1 Matrices carrés particuliéres

Matrice diagonale :
La matrice carrée A € M, (k) est dite matrice diagonale si : a;; = 0 pour
tout ¢ # j.

Exemple 1.8
200 0
2 0 5 00 030 0
A = > B = 0 5 0 5 C - )
0 5 006 0
0 0 =«
000 —4

sont des matrices diagonales.
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Matrice identité :
La matrice identité d’ordre n est une matrice diagonale dont tous les coeffi-

cients diagonaux a;; sont égaux & 1 et on la note I, .

Exemple 1.9
1000
10 L 00 0100
- S L=|lo10]|, I,= N
2(01) s * 0010
00 1
0001

Matrices scalaires :

Les matrices de la forme : A = A1, ou A € k sont dites matrices scalaires.

Exemple 1.10

sont des matrices scalaires
Matrice triangulaire supérieure :

Définition 1.4 Une matrice A € M, (k) est dite matrice triangulaire supérieure
st > aj; = 0 pour tous v > j.
C’est a dire tous les coefficients situés en dessous de la diagonale sont nuls.
Une matrice A € M, (k) est dite matrice triangulaire inférieure si : a;; = 0
pour tous v < j.

C’est a dire tous les coefficients situés au dessus de la diagonale sont nuls.

Exemple 1.11

- 2 2 4
A= , B=10 -1 7
01 0



1. Matrices et déterminants 7

A et B sont des matrices triangulaires supérieures.

5 0 -1 0 0
C = , D = 4 3 0
3 5

C et D sont des matrices triangulaires inférieures.

1.2.2 Opérations sur les matrices

Somme de deux matrices :

Définition 1.5 Soient A = (a;;) , B = (bi;) € My, (k). On définit la somme de
A et B et on note A+ B la matrice A+ B = (¢;j) € M,, (k) tel que :

Cij :aij‘f‘bij,VI <i<n,V1<j<p.

Exemple 1.12

2 13) (5 45\ _ (245 14(-4) 345
421 7 3 1 447 243 1+
B 7—38)
1 5 3

(1 3) (—3 5 ) 1+(-3) 3+3 >
_|._ —
4 2 3 =2 4+3 24 (-2)
(25
B 7 0 )

5 -4 5 -3 2

Remarque 1.1 A , |t B 2 = Impossible car A est de
T3 3 3 =2

type 2 X 3 et B est de type 2 X 2.

Multiplication d’une matrice par un scalaire :
Définition 1.6 Soient A = (a;;) € M, (k) et X € k, alors
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Exemple 1.13 Soient

|
VR
IS
NG
— W
~_
oy
I
VR
N o
|
“ s
= Ot
~_

Ona :

=T ot
NI

[ N[
\—/

Propriétés :

Soient A, B et C' trois matrices de M, , (k) et A, u deux réels. Alors on :
1) A+ B= B+ A (+ commutative)

2) (A+B)+C = A+ (B+ C) (+ associative)

3) A+0=0+ A= A (0 matrice nulle élément neutre)

4) A+ (—A)=(—A)+ A=0 (—A opposée de A)

5) A(A+B)=)A+)\B

6) ( A+ p)A=AA+ pA

) A(pA) = (Ap) A

8)1x A= Aet0x A=0 (ne pas confondre 0 scalaire et 0 matrice nulle).

Remarque 1.2 Compte tenu des propriétés ci-dessus, l’ensemble M, ,, (k) muni

des deux lois précédentes est un espace vectoriel sur k.

Produit de deux matrices :

Définition 1.7 Soient A = (a;;) € M, , (k) et B = (bjr) € My, (k) (c’est a
dire le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B). On définit
alors le produit de A et B dans cet ordre par la matrice C = A x B = (cy,) de
Mym (K) tel que :

p
Cik — E aij.bjk.
=1

Exemple 1.14

b21 b22
b31 b32

Q21 Q22 (A23

bi1 bio
( a11 Q12 413 ) _ ( a11b11 + a12b21 + a13b31  ai1biz + ai2bae + ai3bse

21011 + a22bo1 + agsbs1 2112 + agabae + agsbss

) |
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~1 0 -1 0 1 0
4 4 3 =] 8 9
1 -2 2 1 -2 -7 —10
-1 1 2 -3 1 3 100
0 1 : =23 I=l010
2 11 = 001

w
lon

4 _
o ? 2 = Impossible.
T3 3 3 =2

Remarques importantes :
1. Si le nombre de colonnes de A est différent du nombre de lignes de B, alors

le produit A x B n’est pas défini.
2. En général, et lorsque le produit est bien défini, on a A x B # B x A, alors

on a aussi
(A4 B)* # A® + B? + 2AB,
(A— B)* # A% + B? — 2AB,
(A+ B)(A— B) # A? - B
3. Le produit des matrices carrées d’ordre n est toujours défini.

4. L’égalité A x B = 0 n’implique pas A =0 ou B = 0.

Exemple 1.15 Soient A = 20 et B = 39 .
1 3 -1 3
na:
AB — 2 6 3 -9 _ 00 .
1 3 -1 3 00
0 0 00
A t B .

5. L’égalitée A x B = A x C n’implique pas B = C.

1 2 7 4
Exemple 1.16 Soient A = 30 , B= et C = .
2 4 2 4 -1 3
On a :
AB — 3 6 1 2 _ 15 30 7
2 4 2 4 10 20

Mass



1. Matrices et déterminants 10

AC:<3 6)( 7 4>:<15 30>.
92 4 -1 3 10 20

Remarquons que : AB = AC. Mais B # C.

et

Propriétés :

Soient A, B et C trois matrices. Lorsque le produit est bien défini, on a

1. A(B+C)=AB+ AC.

2. (AB)C = A(BCO).

3. En général, AB # BA (le produit des matrices est une opération qui n’est

pas commutative).

1 4 7 2 1 2
Exemple 1.17 Sotent A=| 2 5 8 | eteB=| -1 0 1
36 9 0 1 -1
On a :
1 47 2 1 2 -2 8 -1
AB=1] 2 5 8 -1 0 1 = -1 10 1 ,
3 69 0 1 -1 0 12 3
et
2 1 2 1 4 7 10 25 40
BA = -1 0 1 2 5 8 | = 2 2 2
0 1 -1 3 6 9 -1 -1 -1

Remarquons que :

-2 8 -1 10 25 40
-1 10 1 # 2 2 2
0 12 3 -1 -1 -1

Donc en général, AB # BA.

1.2.3 Matrices carrées inversibles

Définition 1.8 Soit A € M, (k), on dit que A est inversible si et seulement si
il existe B € M, (k) telle que

AB = BA = 1I,.

Si A est inversible alors B est unique et est appelée inverse de A (notée A™').
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Exemple 1.18 Soit

-1 1 2
A= 1 0 1
2 11
On a :
_1 1 1
1 4 2
-1 1 5 3
Am=1 ¢ -1 1 |
1 3 _1
] 2 ]
est U'inverse de A car :
11 1
11 2 1ol 00
-1 _ 1 5 3 _
AAT = 1 01 e I 1o |,
1 3 1
2 11 1o 1 01
et
11 1
111 11 2 0 0
ATA=| L 5 3 1 01 |= 0
3 1 2 11 0 1

Proposition 1.1 Soient A, B deux matrices inversibles de M, (k), alors la ma-

trice AB est aussi tnversible et
(AB)"' = B4,

Proposition 1.2 Soient A, B deux matrices inversibles de M, (k) et A\, € k
alors on a :

1L.T(AMA+8B)=X("A)+ 5 ('B).

2.'(AB) =' B'A.

3.Vn e N* t(A") = (PA)".

4. Si Ae M, (k) et inversible on a ({A™1) = (*FA)~".

Matrices symétriques :
Définition 1.9 Une matrice carrée est dite symétrique si et seulement si :
A=A

Autrement dit A est symétrique par rapport & sa diagonale.
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Exemple 1.19 La matrice

2 2 V3 4
A= % -2 5 g

V3 5 3 -1 |’

4 8 -1 4

est symétrique.

Matrice antisymétrique :

Une matrice carrée A € M, (k) est dite antisymétrique si et seulement si :
A =—A.

Matrice orthogonale :

Une matrice carrée A € M, (k) est dite orthogonale si et seulement si :
A(tA)=(tA)A=1,.

Propriété :

Si A est une matrice orthogonale, alors A est inversible et A~! = (*A).

Matrices équivalentes :

Soient A, B deux matrices de M, , (k). On dit que A et B sont équivalentes
8’1l existe deux matrices carrées inversibles P € M, (k) et @ € M,, (k) telles que
B=Q'AP.

Matrices semblables :

Soient A, B deux matrices carrées de M, (k). On dit que A et B sont sem-

blables s’il existe une matrice carrée P inversible d’ordre n telle que B = P~1AP.

1.3 Matrice associée a une application linéaire

Soient E, F' deux espaces vectoriels sur k de dimension finie, dim £ = p,
dim F' = n, By = {e1, €2, ...,€,} une base de E, By = {uy, ua, ..., u, } une base de

F et f: E — F une application linéaire de E vers F'.

Définition 1.10 On appelle matrice de f par rapport aux bases By et By la

matrice My g, B, = (¢ij)1<i<n 00 f (e;) = Z~_ ciju; pour 1 <1< n,1<j<np.
1<j<p =1

Exemple 1.20 Soient f une application linéaire définie comme suit :

f: R3 — I3,
(x,y,2) +— f(x,y,z):(%x+2y—52,x—4y,2x—3y+z).
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et By = By = {e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0) ,e3 = (0,0,1)} une base de R3.

Ona :
fle) = (3, 172) = lei + les + 2e3,

flea) =(2,—4,-3) =2e1 + (—4) ea + (—3) e3,
f(e3) =(=5,0,1) = (=5) e; + Oeg + 1les.

Donc

fler) flea) f(es)

e1 — % 2 =5
Mf,Bl,Bz = €2 — 1 -4 0
€3 — 2 -3 1

Exemple 1.21 Soit g une application linéaire définie comme suit :
g: R? — R3
(z,y) — g(z,y) = (r =3y, x+y,2x-y).
By ={e; = (-1,2),e5 = (1,1)} une base de R?,

By ={u; = (1,1,0) ,us = (1,0,1) ,u3 = (1,2,3)} une base de R>.
Ona : g (61) =9 (_17 2) = (_77 1a0)

(—7,1,0) = OCU1+BU2+’YU3
= a(1,1,0)+ 3(1,0,1) +~(1,2,3)
= (@+B+7a+27,6+37).

Par identification on aura le systéme suivant :

Oé‘f‘ﬁ‘f—’)/:—?,
a4+ 2y =1,
f+3y=0,

qui admet l'unique solution («, B,7) = (=3, —6,2).
Donc
(_77 17 O) = (_3) (17 17 O) + <_6) (17 07 1) +2 (17 27 3) .

Ona: 9(62) = g(la 1) = <_2727 1) :
(—2, 2, 1) = ou+ ﬁUJQ + yus

o (11,0) + 5(1,0,1) +~(1,2,3)
= (a+B+v,a+2y,8+37).
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Par identification on aura le systéme suivant :

Alors
1
-3 -1
MnglyB2: _6 _%
5
23

Proposition 1.3 Soit E un espace vectoriel sur k de dimensionn et f : E —
E une application linéaire de E vers E et B = {ey,ea,...,e,} une base de E.

M € M, (k) la matrice associée & f relativement a la base B de E, alors :
M est inversible <= f est bijective.

De plus, M~ est la matrice associée a l'application f=' relativement & la base

B.
Rang d’une matrice :

Définition 1.11 Soit A € M,,,, (k). On appelle rang de A le nombre mazimum
de vecteurs colonnes de A qui sont linéairement indépendants et on a rang (A) <

min (n, p) .

Proposition 1.4 Soient E, F' deux espaces vectoriels sur k de dimensions finies
et By, By des bases de E, F respectivement et soit f : E — F une application
linéaire de E vers F' et M = My g, B, la matrice associée & f relativement auz

bases By, Ba, alors rg(f) =rg(M).

1.4 Matrice de passage, changement de bases

1.4.1 Matrice de passage

Définition 1.12 Soient E un espace vectoriel surk de dimension finie n, By =
{e1,€9,....,en},Bs = {b1,bs,...,b,} deuzx bases de E. On appelle matrice de pas-

sage de By a By la matrice de M, (K) dont les colonnes sont formées des
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composantes des vecteurs de By exprimés dans la base By, on la note P
Pass (B, Bs), c’est a dire

b1 = aq1e1 + @169 + ... + Op1€n,

by = ag2€1 + Qg€ + ... + o€y,

bn = Q1p€1 + Q2p€2 + ... + Qpptn,

et
11 Q12 ... Oqp
Qg1 Qa2 ... Qap
P = Pass (By, Bs) =
Ap1 p2 ... Qpn

Exemple 1.22 Soient £ = R3,

Bl = {61 = (1,0,0) ,E2 = (O, 1,0) , €63 = (0,0, 1)}

et

By = {b; = (3,2,1) by = (—4,2,3) ,by = (1,1, —1)},

deux bases de R3.

Déterminer Pass (B, Bs) la matrice de passage de la base By a la base By ?

On cherche a, B,v € R tel que : by = aey + [Bey + ves.

51:a€1+5€2+’763 = (37271):a(17070>+6(0a170)+7(07071)
= (37271): O&,B,’)/)

Donc

bl = 361 + 262 -+ 163. (11)

On cherche o, B,v € R tel que : by = aey + Peg + yes

a(1,0,0) +3(0,1,0) +~(0,0,1)
o, B3,7)

by = ae; + Bey +ves =
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Donc
b2 = —461 + 262 + 363. (12)

On cherche a, B,y € R tel que : b = aey + Pesy + ves.

by = ey + fBea +ve3 = (1,—-1,—1) =« (1,0,0) + 5(0,1,0) +~(0,0,1)
= (17_17_1) = (04,5,7)

a =1,
= 8 =-1,
v=-—1
Donc
bg = ]_61 + (-1) € + (—1) €3. (13)

De (1.1),(1.2) et (1.3) on a :

bl = (3) €1 + (2) (&) + (1) €3,

by = (—4)e1 + (2) ea + (3) e3,
by =ler + (—1) e+ (—1) es.
Donc
by by b3
e — 3 —4 1
Pass(B1,B2) = es — | 2 2 -1 [,
es— \1 3 —1
d’ot
3 —4 1
Pass(By,B:) =1 2 2 -1
1 3 -1

est une matrice de passage de la base By a la base Bs.

Propriétés :

Soient E un espace vectoriel sur k de dimension n, By, By, Bs trois bases de
E, alors :

1. Pass (B, Bs) = Pass (B, Bs) x Pass (Ba, Bs) .

2. Pass (By, By) = I, (matrice identité).

3. P = Pass (By, By) est inversible et P~! = Pass (By, By).
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1.4.2 Changement de bases

Changement de bases pour un vecteur :
Soient £ un espace vectoriel sur k de dimension finie n, By, By deux bases de
E et P = Pass (B, Bs). Soit x € E et considérons g, as, ..., a, les composantes

de z dans la base By et by, ba, ..., b, les composantes de = dans la base B,. Alors :

Qq bl bl aq
b b

@2 =P 2 , ou bien 2 = p1 a2

Qi by, by, Qi

Exemple 1.23 Soient Bl = {61 = (1,0) , €2 = (O, 1)} > B2 = {bl = (1,2) ,bg = (2, 1)}

deuz bases de R%. On a :

1 2 L1 -1 2
P = Pass (B, By) = et P77 == :
2 1 3 2 -1

Si (x,y) sont les coordonnées d’un vecteur X dans la base By, les composantes

du méme vecteur X dans la base By sont (vy,75) ou :

1 2
Tl p1 ) = _2555 +1§y _
V2 Y 30— 3Y

Changement de bases pour une applications linéaire :

Cas d’un endomorphisme :

Théoréme 1.24 Soient E un espace vectoriel sur k de dimension finie n, f :
E — E une application linéaire, By, By deux bases de E et P = Pass(By, Bs).
Alors :

My pyp, = P~"Myp, 5 P,

c’est a dire, deux matrices associées a un endomorphisme suivant des bases dif-

férentes sont semblables.
Cas général :

Théoréme 1.25 Soient E, F' deux espaces vectoriels sur k de dimensions finies

et f: E — F une application linéaire, By, By deux bases de E, C1,Cs deux base
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de F et P = Pass(By, Bs), Q = Pass (Cy,Cy) (ou bien Q' = Pass (Cy, C1)).
Alors :

MfaB27C2 = Q_le,Bl,C&P?
c’est a dire, deux matrices associées a une application linéaire suivant des bases

différentes sont équivalentes.

1.5 Déterminants

1.5.1 Calcul des déterminants

Définition 1.13 Soit A = (a;;)1<i<n une matrice carrée de M, (k).
1<j<n

On appelle déterminant de A développé suivant la 1°™° ligne le scalaire
det A = Z (—1)i+k a;, det Ay,
k=1

ot A;j est la matrice d’ordre (n — 1) déduite de A en supprimant la ™ ligne et

eme

la ¢ colonne.

On appelle déterminant de A développé suivant la 7™ colonne le scalaire
det A = Z (—=1)"*7 ay; det Ay
k=1

On utilise également la notation :

a;y a2 ... QA1 ... Qip ay;y a2 ... QA1 ... Qip

21 QA22 ... Ag; ... Q9p 21 A22 ... A ... Q9p
det =

;1 Qi ... Qi ... Qip ;1 Qz2 ... Qi ... Qip

Ap1 Ap2 ... QAp; ... Qpp Ap1 Ap2 ... Qp; ... Qpp

Remarque 1.3 Les déterminants ne concernent que les matrices carrées.

Le déterminant d’une matrice carrée est unique.

Cas de déterminant d’ordre 2 :
Soit
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Alors
det A = i = Q11022 — A21012.
21 A22
Exemple 1.26
3 -1
— (3)(=2) — (—4) (—1) = 10,
2 Fee - e
57
’ _ (§) (4) = (—m) (~7) = 10 — 7r.
-1 4 2

Cas de déterminant d’ordre 3 :

Soit
aix G2 013
A= axn axn a3 | € Mz(k).
az1 G322 0asz3
Alors

a1; Aaiz2 i3
det A = | Q921 Q22 Q23
a3; az2 ass

Premiére méthode : Développement suivant la premiére ligne.

a a a a a a
det A= (=1)" (an) | "2 TP |+ (=1 (arn) | TP (=) P (agg) | TP
agz2 433 31 Aass az1 asg
= a3 (a21a32 - a22a31) — a12 (a21a33 - CL316L23) + ary (a22a33 - a23a32) .
Deuxiéme méthode : Développement suivant la troisieme colonne.
a a a a2 ail a2
det Ages = (=1)" (ars) | 20 2 |+ (=12 (ags) | +(=1)>* (as3)
az1 as2 a31 Aa32 a21 A22

= a33 (a11a22 - a12a21) — Q23 (a11a32 - a12a31) + ai3 (a21a32 - a22a31) .
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Exemple 1.27 Soit

3 -7 8
A= -3 4 2
5 —1 1
Calculer detA.
Développement la premiére ligne :
3 =78
detA=|-3 4 2
5 -1 1
4 2 -3 2 -3 4
= (=) (3 + (=) (=7 +(—1)"7 (8
ol L T renen] D T st e

= (3) (4 +2) + (7) (=3 — 10) + (8) (3 — 20) = —209.

Développement la troisiéme colonne :

3 -7 8
detA=| -3 4 2
5 —-11
-3 4 3 -7 3 -7
— (1) (8 L (—1)23 (2 (1P
O I E GV 1 B B GV CU

=(8)(3—-20)—(2) (=3 +35) + (12 — 21) = —2009.
La régle de Sarrus :

Cette regle est valable uniquement pour les matrices carrées d’ordre 3.

11 aiz2 A3 ailz a2
Q21 A22 (23 a21 Q22 =

31 Aaz2 G33 aszy Aas2

= Q11022033 + Q12023031 + G13021032 — (31022013 — (32023011 — G33021012.
Propriétés des déterminants :

Soient A, B deux matrices carrées de M, (k) et A € k.
1) det I, = 1.

2) det (AA) = A" det A.
3) det (AB) = det Adet B.
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4) det (A™) = (det A)™,m € N*.
5) A est inversible <= det A # 0 de plus det (A7)
6) det (*A) = det A.

7) Le déterminant de A ne change pas de valeur si on ajoute & une colonne

B 1
det A

une combinaison linéaires d’autres colonnes.
8) Un déterminant est nul si 'une de ses colonnes est nulle.
9) Un déterminant est nul si ses colonnes (resp. ses lignes ) sont liées.
10) Si A est une matrice triangulaires inférieure ou supérieure, alors det A =

n
Hizla“’.

1.5.2 Calcul de ’'inverse d’une matrice en utilisant le dé-

terminant

La formule AA~! = I,, permet de calculer 'inverse A~! de la matrice inver-
sible A. On détermine ici une formule plus performante de calcul de A~!. Cette

formule utilise les comatrices.

Définition 1.14 Soit A = (a;;) € M, (k). On appelle cofacteur de la place (i, j)

dans A et on note c;; le nombre :
Cij = (—1>i+j det Aij

ou : Ajj est la matrice d’ordre (n — 1) déduite de A en supprimant la ™ ligne

eme

et la 7°™° colonne.

Définition 1.15 On appelle comatrice de A la matrice carrée d’ordre n définie

par
ci1 Ci2 ... C1; ... Cip
Co1 C29 ... Cg; ... Cop
comA = ;
Ci1 Ci2 ... Ci ... Cin
Cnh1 Cp2 ... Cpi ... Cpp

ou ¢;; est le cofacteur de la place (i,j) dans A.

Théoréme 1.28 Soit A = (a;;) € M, (k), alors :

1 t
= —— (comA).
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Exemple 1.29 Soit la matrice de M, (R)

Calculer A~ si elle existe.
On a : detA =8 # 0, donc A existe.

Donc

ComA = (

ComA =

(:

(—1)""" det (4)

(—1)""2 det (2) )

(_1>2+1 det (—3) (—1)2+2 det (%)

Exemple 1.30 Soit la matrice de M3 (R)

B =

Calculer B™! si elle existe.

On a : detB = 25 # 0, donc B~ emiste.

ComB =

donc

(_1)1+1

(_1)2+1

(—1)3*!

2
-1
3
—1
3
2

ComB =

2
-2
-1
-2
-1

2

2 3 -1
3 2 2
1 -1 =2

(—1)H+2

(_1)2+2

(_1)3+2

-2 8 —

7T =3 5

8 -7 —

5
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d’ot
-2 7 8
"(ComB) = 8 -3 -7
-5 5 =5
Alors
L2 T8 —% 3
-1 _ _ 8 3 7
=5 8 BT = =z 5 “»
55 o) \b b

1.6 Exercices

Exercise 1.31 Calculer le déterminant de la matrice suivante :
sina  cos«
A= ] )
cosa —sino
Soit n € Z*, déduire A™ en fonction de n .

Exercise 1.32 Soit A la matrice suivante :

1 1 -2
A= -1 -1 2
-2 =2 0

a) Calculer A2, A3, A* |
b) Soit n € Z*, déduire A™ en fonction de n.

Exercise 1.33 Déterminer le rang des matrices suivantes. Etudier si elles sont

tnwersibles. St out calculer 'inverse

5 1 3 2 2 1 47 2 4 -1
:<12>,B: 23 2 |,0=12 5 8 et D = 1 0 1
2 2 3 369 -3 1 2
Exercise 1.34 Calculer le déterminant suivant :
4 -1 -1
A=|3 -2 2
3 -1 2

a) par la régle de Sarrus.
b) En le développant suivant la premiére colonne puis la troisiéme ligne.

c) En faisant apparaitre des zéros dans la premiére ligne.
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Exercise 1.35 Soient

-1 -2
A= B2 em=
3 4 5 3
1) Calculer AB, BA, A", B!, (AB)™", (BA)™" .
2) Calculer 2M, M?, 2M — M?, en déduire M~ .
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2.1 Introduction

Les systémes linéaires interviennent a travers leurs applications dans de nom-
breux contextes, car ils forment la base calculatoire de 1’algebre linéaire. Ils per-
mettent également de traiter une bonne partie de la théorie de ’algébre linéaire
en dimension finie. C’est pourquoi ce cours commence avec une étude des équa-
tions linéaires et de leur résolution. Le but de ce chapitre est de résoudre des

systémes linéaires.

2.2 Généralités

Dans tout le chapitre, k désigne R ou C.

Définition 2.1 On appelle systéme linéaire de n équations a m inconnues et a

coefficients dans k, tout systéme de la forme :

a1121 + 129 + ... + ATy = bl,
(S) A21T1 + Q2279 + ...+ Aom Ly = bz,

Ap1T1 + Gp2X2 + ... + G Ty = bn7

les (aij) 1<i<n sont appelés les coefficients du systéme (.S) .
1<j<m
La matrice M suivante :

aijxr a1 ... Qim
A921 Q29 ... A2m

M = ,
Ap1 Ap2 ... Apm

est appelée matrice du systéeme (5).

b1

Le vecteur B = > | est appelé le second membre du systéme (S) .
bn
T

Le vecteur X = = est appelé le vecteur inconnu du systéme (S) .

Tn



2. Systémes d’équations linéaires 27

Alors le systéme (S) s’écrit sous la forme matricielle suivante MX = B c’est

a dire
ay; a1 ... QAim I b1
21 A292 ... QAg9m T2 . b2
Anl Ap2 .. Qpm Ty by,

Systéme homogeéne associé :
A un systéme (S) on associe un systéme homogene (S,) en annulant les

secondes membres des équations de systéme (5).

a11T1 -+ 1279 + ...+ A1mTm = O,
(1) 211 + Q22T + ... + Aoy, = 0,
h

(p1%1 + Apaa + ... + AT = 0,

alors le systéme homogene (.Sy,) s’écrit sous la forme matricielle suivante M X =
0.
Un tel systéme homogene (S;) posséde au moins la solution (0,0, ...,0) dite

solution triviale.

Définition 2.2 Une solutions du systéme (S) est une liste de m nombre réels
(T1,T9, ..., Ty) (un m—uplet) tels que si U'on substitue (xy, s, ..., T,) dans le
systéme (S), on obtient une égalité.

On appelle Uensemble des solutions du systéme (S) ensemble de tous ces

m—uplet vérifiant (S).

Définition 2.3 On dit que deux systémes linéaires sont équivalents s’ils ont le

méme ensemble de solutions.

Théoréme 2.1 Un systéme d’équations linéaires n’a soit aucune solution, soit

a une seule solution, soit a une infinité de solutions.
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2.3 Les méthodes de résolution d’un systéme
linéaire
2.3.1 Systémes de Cramer

Le systéme (5) est dit de Cramer si et seulement si M est carrée et det M # 0.
Dans ce cas, (S) admet une unique solution donnée par :
det M,
€T; =
det M
ou M, est la matrice obtenue de M en remplacant la colonne ¢ de M par :
by
by

pour 1 <7 < n,

bn
Exemple 2.2 Résoudre le systéme linéaire suivant :

(S){ 31’1+5CL’2:7,

21’1 — T = 9.

o= (2)(2)-)

det M = —13 # 0, donc (S) est un systéme de Cramer et admet une solution

unique donnée par :

7 5
det M, 9 —1
x]. = = = 4’
det M —13
3 7
det M,, 29
To = = = —1.
det M —13

Alors la solution unique de systéme (S) est (x1,z2) = (4,—1).
Exemple 2.3 Résoudre le systéme linéaire suivant :

X1+ To— T3 i2,
(S) 4 #1—xp — 313 = —1,

—x1+ 319 —x3 = 1.
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On a
1 1 -1 T 2
(S) <~ 1 -1 -3 x | =1 -11,
-1 3 -1 73 1

det M = 12 # 0, donc (S) est un systéme de Cramer et admet une solution

unique donnée par :

2 1 -1
1 -1 -3
det M,, r 3 -1 3
T g M 12 Yy
1 2 -1
1 -1 -3
detM,, | -1 1 -1
2T g M 12 =L
1 1 2
1 -1 -1
det M,, -1 3 1 1
BT et M 12 Y

Alors la solution unique de systéme (S) est (1, xq,x3) = (%, 1,

).

NI

2.3.2 Reésolution par la méthode de la matrice inverse

Considérons le systéme linéaire sous la forme matricielle M X = B ou M
est une matrice carrée, dans le cas ou M est inversible, nous pouvons utiliser la

matrice pour trouver la solution du systéme linéaire.

Proposition 2.1 Si la matrice M est inversible, alors la solution du systéme

MX = B est unique et est donnée par :
X=M"'B.
Exemple 2.4 Résoudre le systéme linéaire suivant :

T —2y+ 3z =3,
(S)S —x+y—22=2,
r+y+3z=1
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Le systéme (S) s’écrit sous la forme matricielle M X = B, avec

1 -2 3 3 x
M= -1 1 -2 |,B=] 2 et X =
1 1 3 Y
Ona:
1 -2 3
detM=| -1 1 -2|=-3#0,
11 3
det M = —3 # 0, donc M est inversible d’ou le systéme admet une solution
unique donnée par :
T -2 -3 -1 3 -3
_ -l _ 1 1 _ 2
o) Lz ) —

Done, (z,y,2) = (—%, —%, %) est la solution unique du systéme.

2.3.3 Résolution par la méthode de Gauss

Forme échelonnée :

Définition 2.4 Nous dirons qu’un systéme est échelonné s’il se présente sous

la forme suivante.

p
P1y1 + Ciay2 + ...+ Cy; o+ ClnYm = d,
O+p1’y2+ ....... +02jyj+---+62mym = dz,

0 4 oo, +0=d,
0 F oo, +0=d,

Transformations équivalentes :

L’idée de la méthode de Gauss est de transformer par étapes, le systéme
a résoudre en des systémes plus simples, tous équivalents au systéme initial,
jusqu’a un systeme dit « résolu », sur lequel on lit directement la solution. Pour

un systéme linéaire, « plus simple » signifie « avec moins de termes », ou encore
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« plus de coefficients nuls » . Pour annuler des termes, la méthode de Gauss
combine les trois transformations suivantes changent tout systéme en un systéme
équivalent :

- échanger deux lignes,

- multiplier une ligne par un réel non nul,

- ajouter une ligne & une autre ligne.

Mettre un systéme (S) sous forme échelonnée, c’est passer de (S) a (Sg) par
les transformations précédentes, et une permutation éventuelle des coordonnées,
de sorte que

1. les inconnues (y1, ..., y,) de (Sg) sont celles de (), mais dans un ordre qui
peut étre différent,

2. les coefficients pq, ..., p, sont tous non nuls.

Les coefficients pq, ..., p, , que 'on appelle les pivots, jouent un réle important.
Pour arriver a la forme échelonnée avec des pivots non nuls on peut étre amené
au cours des calculs, &

1. permuter des variables.

2. permuter des équations. Le principe général consiste & utiliser une équa-
tion & pivot non nul pour annuler les termes au-dessous du pivot dans les équa-
tions suivantes du systéme. Décrire formellement 1’algorithme dans le cas géné-
ral, conduirait & des notations compliquées. Le mieux est de comprendre son
fonctionnement sur des exemples. Dans ce qui suit nous utilisons la notation
algorithmique , pour « prend la valeur ». A part les permutations éventuelles
de variables ou d’équations, les seules transformations utilisées sont du type
L; +— L;+alLy, soit « la ligne 7 est remplacée par la somme de la ligne i, et de la
ligne k multipliée par a». Cette transformation change le systéme en un systéme

équivalent.

Exemple 2.5 Résoudre le systéme linéaire suivant :

20 —y+ 3z =2,
T—y+z=3,
—r—2y—3z=1.

On a:
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Ly — 2v —y+ 32 =2, Ly — 20 —y + 3z = 2,
Ly — rT—y+z=3, < [ —2Ly — 0+y+2z=—4,
Ly — —r—2y—3z=1. Ly — —r—2y—3z=1.
Ly — 20 —y + 3z = 2, Ly — 20 —y + 3z = 2,
— Ly — O+y+z2=-4, < Ly — 04+y+2z=—4,
Ly — 20—y + 3z =2, Ly — 20 —y+ 3z =2,
= L2—> O+y+Z:—4, = LQ—L3—> 0—|—y—|—0:4,
Tl — 0+0+2=-8. Ly — 0+0+2=-S8.
L1+L2—3L3—> 2ZE:30, %L1—> ZL‘+O+0:15,
& Ly — 0+y+0=4, & Ly— 0+y+0=4,
Ly — 0+0+2z=-8. Ly — 04+0+2z=-8.

Le systéeme est maintenant sous la forme résolue, (15,4, —8) est la solution
unique du systéme.

2.4 Exercices

Exercise 2.6 Résoudre les systémes suivants :

,(S2) Q8 4x+ 3y — 2 =28,

204+ 2y — 2 =9,
20 —y = 2,
(Sl){ y
8z + by — 3z = 16.

r—3y=1.

Exercise 2.7 Résoudre les systémes suivants :

20+ 2y — 2z =1,
20 —y = 2,

(S1) (82)§ 20—y +32=2,
6x — 3y = 1.

4o +y+ 2z =5.

Exercise 2.8 Résoudre les systémes suivants :

3¢y =6 rry-z=1,
(Sl){ J ,(92) ¢ 4x —y+32=—1,

1
—zy=—2.
Y 3v—2y+4z=-2.
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Exercise 2.9 Résoudre le systéme suivant :

3r —dy+22=17,
3r—9y+42 =09,
or — 8y + 2z = 8§,
8r — Ty + z = 12.

(5)

Exercise 2.10 Soit \ un paramétre réel .

Résoudre le systéme suivant :

TH+y+ Az =\,
(Sa)§ z+Ay—2z=1,
r+y—z=1
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3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est purement technique, le but est d’exposer les
principales techniques de calcul des primitives et des intégrales.
Les fonctions de ce chapitre sont des fonctions d’une variable réelle & valeurs

réelles.

3.2 Les primitives

Définition 3.1 Soit f : I — R une fonction, I est un intervalle quelconque de
R. On appelle "primitive” de f sur I toute fonction F': [ — R dérivable sur
I telle que : F' (z) = f(z) Vxel.

Une primitive d’une fonction f, représentée par [ f(x)dx s’appelle aussi
une intégrale indéfinie de f. L’ensemble de toutes les primitives de f s’écrit

[f(x)de=F(z)+c, ceR.

Exemple 3.1 La fonction : x — 23 — 422 + 2z est la primitive de la fonction :
x+— 322 — 82+ 2 sur R,

et toutes les primitives de la fonction : * — 322 — 8x + 2 sur R sont
r— 23 — 42?2 +2x + ¢, c € R.

On écrit :

/(3362—8:c+2)dx::c3—4x2+2x+c, ceR.

La primitive de la fonction : x — cos2x est © —— %sin 2z sur R et toutes les

primitives de la fonction : ¥ —— cos2x sur R sont
1.
(cos2x) dx = 5 sin 20 +c¢, ceR.
Remarque 3.1 La primitive d’une fonction n’est pas unique.

Exemple 3.2 Soit la fonction f(x) = 4z + 3.
Ona :

F(z) =202 43z, G(z) =222 +3c+1, H(z) =222 +3c+2, ...

sont des primitives de la fonction f sur R.
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Conclusion 3.3 Si on connait une primitive F' de f, toutes les autres primitives

de f sont de la forme F + ¢ o ¢ est une constante.

Propriétés fondamentales :

Soient F' et G des primitives respectivement de f et g sur un intervalle I de
R. Alors :

L [(f+g) (x)de=F(x)+G(x)Vx € I

2. [(Mf) (x)dx = AF (x) Vx € I

3. [(fG+ Fg)(z)dz = (F.G) () Vz € 1.

4 [ (%) (z) dz — (g) (z) Va € I(avec G (z) £ 0 Yz € I).

Primitives des fonctions usuelles :

[ Mz =Ax+c,\€ER, [ sin (ax + b) dz = = cos (ax + b) + ¢, a # 0,
[ a¥dx = fjll +c,aeR—{-1}, [ cos (ax + b) dz = L sin (az + b) + ¢,a # 0,
[ idz =In|z|+e, fﬁdw = arcsinx + ¢, |z| < 1,

ou ¢ est une constante dans R.

3.3 Techniques de calcul des primitives

3.3.1 Intégration par parties

La premiére méthode de calcul des primitives est donnée par la formule dite

"intégration par parties". Elle est basée sur la formule de dérivation d’un produit.

Proposition 3.1 Soient U,V : [a,b] — R deux fonctions de classe C' sur
[a,b]. Alors

JU@) V' (z)de = U(z)V(z)— [U (2)V (z)dz.

Preuve. On a :
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Exemple 3.4 Calculer [ ze“dx.
Posons :
U pu— / p—
@=r _[U@-=1
V' (x) =e", Vi(z) =e".

[zetde = xe® — [le*dx
= (r—1)e"+¢, ceR

Donc

Remarque 3.2 La méthode de lintégration par parties s’emploie fréquemment

dans le calcul des intégrales de la forme [ 2 (sinz) dz, [ 2* (cosz) dz, [ a*e**dx,
[ ¥ (Inz) dz.

3.3.2 Intégration par changement de variable

Voici une seconde méthode de calcul de primitives. Elle s’appuie sur la formule
de dérivation d’une fonction composée.

Formules de changement de variable :

Si le calcul de [ f (z)dx s’avere difficile, on remplace = par g (¢) dérivable et

donc dx = ¢’ (t) dt et on aura :

/f(g<t>>g’ (t)dtZ/f(x)da:.

Remarque 3.3 Le succés de l'intégration dépend de notre habilité o choisir le
changement de variable approprié qui simplifiera les calculs.

Un changement de variable comporte trois étapes :

1- Choisir la fonction g (t) (c’est la seule partie ou il faut faire preuve d’ima-
gination et d’expérience).

2- écrire dx = ¢ (t) dt pour préparer le changement de variable.

3- Appliquer la formule du changement de variable (ne pas oublier de changer

les bornes quand il s’agit d’une intégrale définie).

1

Exemple 3.5 Calculer [ W dx.
x —

On pose : t =x — 1, donc dt = dzx.
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Alors )
——dx = Ldt
f (x . 1)5 f td
= [t at
= Ft*4c¢ceR
-1
= ——5 tcceR
4(x—1)
Exemple 3.6 Calculer [ sin® x cos x dz.
—1
On pose : t = cosx, donc dt = — (sinzx) dz, d’ou dv = ——dt.
sin
Alors
fsin3xcosx dr = f (sin3 :L‘)t %dt

= — [(sin®x)¢t dt
= —[(1—cos?z)tdt
= —[(Q—-¥)tdt
= —%t2+it4+c,c€R

= —lcos?z+icos'z+eceR

3.4 Compléments sur le calcul des primitives

1- Intégration des fractions rationnelles :
Une intégrale d’une fonction rationnelle peut toujours, a I’aide de la décom-

position d’une fonction rationnelle en éléments simples, se ramener & une com-
ar +b

2+ pr+q

b, p, ¢, A € R et n € Z. Donc il suffit de connaitre les valeurs des intégrales de

dx ol a,

1
binaison linéaire d’intégrales de la forme / ——dx, /
(x+A)

ces types pour en déduire celles des intégrales de fonctions rationnelles.
a) Intégrale du type : [ P (z)dx.

Dans le cas ott P est un polynéme, on intégre terme a terme :
P(2) = apt" + ap_12™ 4 ..+ arz + ag,

alors

[P(z)de = [(an2™+ apn_12" ' + ...+ a1z + ag) dz
= fanx”dx + fan_lxnfldx + ...+ falxdx + faodx

= a—nx”“—i—Mz”—i—...%—ﬂﬁ—kaox—i—c,ceﬂ%.
n+1 n 2

b) Intégrale du type : / dz, )\ € R.

T+ A
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/ de =In|z+ A +¢,ceR.
T+ A

1
c) Intégrale du type : /md:c et n > 1.

1 1 1
—dr = +c,ceR
/(1'+)\) 1—71(1‘4-)\)”71
b
d) Intégrale du type : /QGde oua,b, pet qeR.
T4+ pxr +q

Si 22 + px + g posséde deux racines réelles o et 3, donc :

ar+b A B
a:2—|—pa:+q_:c—a+:c—ﬁ'

Par suite on a :
ar +b

[————dz = | de+ |

2+ pr+q T—« x—
= Aln|lr—a|+Bln|lr—p|+c,ceR.

dx

Exemple 3.7 Calculer [
Ona:

1d£U.

1 1 1

2—1 2(@x-1) 2(x+1)

Par suite on a :

J

1 1 1
dr = [———do— [——d
2 1% f2(x—1)x fz(x+1)"”
= llnjz—1]—-ilnfz+1]+c¢ceR.

T

Si 2 4+ px 4 q n'a pas de racines réelles, écrivons :
2 2
x2+px—i—q: (x+2—j) +q—p—.
2 4
En posant : o = —% et pr=q— p—z, on obtient :
??+pr+q=(z—a)+p%

On fait maintenant le changement de variable xt — o = [t et donc dx = [Bdt et

(x—a)+ 8= (12 +1).

b b
f 2ax+ dr — aa:—i— d
¥? 4 pr +q 34 a +5
B t+
N t2+1

Mt N
B ft2+1 Hft? 1

= YIn(t*+1)+ Narctant + ¢, c € R.
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B

x
Puis on remplace t par

r+4
E le 3.8 leul —dx.
xemple Cacuerfx2+2$+5x
Ona:

420 4+5=(x+1)+4.
En posant : x + 1 =2t (et donc dxr = 2dt), on obtient :

T+ 4 2t +3
————dr = [ ————=2dt
fﬁ+ﬂx+5x f4@%+n
4t 3 1
———dt+ - [ ——dt
f4m+4) 3l E
1, 3
= éln(t +1)+§arctant+c

1l 242 +5 +3 . x+1 N c R
= —1n _— — arctan _— C,C .
2 4 2 2 ’

e) Intégration des fractions rationnelles en : e” :

On utilise le changement de variable ¢t = e* et donc : dt = e*dx ou dx = %dt

dz
E . .
xemple 3.9 Calculer [ T o
Ona: J ut
x
f3—2w B ft@—Qw

_ gl B2
34 37 3-2¢
= tlnjt|—3In[3-2t|+c¢,ceR

= tx—sln|3-2"+cceR

2- Intégrale du type : [ P (z)e*dx ou P est un polynoéme et \ € R*.
On peut effectuer des intégrations par parties successives selon le degré de
P, mais on doit réserver cette méthode au cas ou deg P est petit. Il est souvent
préférable d’utiliser une méthode de coefficients indéterminés, et de chercher une

primitive P (x) e*® sous la forme Q () e**, avec deg P = deg Q.

Exemple 3.10 Calculer [ (52 + 3z —1)e “dzx .
On sait que : [ (52® 4+ 3z — 1) e “dx = (ax® +bx +c)e ™, et on obtient :

a, b, c de la formule suivante :

[(az® 4+ bz + ¢) e‘ﬂl = [~az®+ (2a—b)z+b—c|e "
= (bz*+3zx—-1)e ™
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Par identification on a :

—a =9, a = —9, a = —5,
20—b=3, =< b=2a-3, donc: = —13,
b—c=—1. c=b+1, c=—12.

Ainsi

/ (53:2 + 3x — 1) e Ydr = (—5952 — 13z — 12) e+ kkelkR

Exemple 3.11 Calculer / (2% — 1) e**dx.

On pose : [ (z* — 1) e*dz = Q (z) €** avec Q (x) = ax* + ba® + cax?® + dx + \
o a,b,c,d et A € R.
Donc
(Q () e*) = (4ax® + 3bx® + 2cx + d) €2* + 2 (ax* + ba® 4 ca® 4+ dz + \) e
= [2az* + (4a + 2b) 23 + (3b + 2¢) 2? + (2¢ + 2d) v + (2\ + d)] **

= (2 =1)e*.

Par identification on a :

( ( 1 ( 1

261/:17 a:i, a:§7
4a + 2b =0, b= —2a, =—1,
3b+2c=0, =< c= —367 donc : c= %,
20+2d:07 d:—c7 d:_ga
_ _ —1-d 1
[ 2\ +d=—1. | A= 55, [ A= 1
Alors . ; ; ,
Q(x):2:174—x3—|—§x2—§x+1
Ainsi
1 3 3 1
/(a:‘*—l)ezxdx:(§x4—x3+§x2—§x+l—l)ezf”—i—k,kER.

3- Intégration de certaines fonctions trigonométriques :
a) Transformation en une intégrale de fonctions rationnelles :
Soit une intégrale de la forme [ f (sinz,cosz)dz. En effectuant le change-

ment da variable : ¢ = tan 7, les fonctions sinx et cosx s’expriment alors sous
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formes de fonctions rationnelles. En effet,

siny =

COsx =

et

Donc on a :
_ z
t = tan 5
sinx

COsS T

tanx
cotx

1

Exemple 3.12 Calculer [
Cos T

=
—> g = 2arctant
— dt.

4

dx.

: X X
sin (2 + 2)
: X xT
28111.5 3085 i
2sm§cos§

o8

% = arctant

2

dy = — =
Ty

2
dr = 1T T
2t

1+’
1 —¢2

1 gtﬁ

dt,
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On a:
1 1+t 2

fcosm fl—t21+t2
= 2
1=

1 1
= | ——dt —dt
fl—i—t +f1—t
= In|l+t|—In|l—¢t +cceR

1+t
= In 1—: +C,C€R
1+tan§
l—tang

= In +c,ceR

.
29

riable universel pour l'intégration des fonctions trigonométriques résout le pro-

Remarque 3.4 Le changement de variable t = tan %, appelé changement de va-
bléeme d’intégration de toute expression de la forme f (sinx,cosx) mais conduit
fréquemment a des fonctions trop compliquées. Pour cette raison, il est parfois
préférable d’utiliser d’autres changements de variables menant plus rapidement

au but.

b) Intégrale de type : [ cos” zsinzdz,p et ¢ € N.
Premier cas : p est impair
Soit p=2k+1,keN

[cos? wsin? zdr = [ cos®® ! zsin? xdx

=/ (1 — sin? x)ksinqmcosxdx.

Le changement de variable ¢t = sinz, (dt = (cosz)dzr)raméne le calcul de la
derniére intégrale au calcul de [ (1 — t2)k tidt, c’est a dire a la détermination de

la primitive d'un polynéme.

Exemple 3.13 Calculer [ cos®zsin® xdz.
Ona:

[ cos® x sin® xdx [ cos* x sin® x cos xdx

= [ (1—sin® x)2 sin? z cos zdx
= [(1—1)*dt

= [(t°—2t"+?)dt

= T =204+t +c,ceR,

7

= Llgin

- x—%sin5x+%sin3x+c,c€R
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Deuxiéme cas : ¢ est impair
Soit g =2k+ 1,k e N

[cosP wsin?zdr = [cosPw sin?* 1 xdx

—  [cos?x (1 — cos? )" sinzdz.

Le changement de variable t = cosz, (dt = — (sinx) dz) rameéne le calcul de la
derniére intégrale au calcul de — [ 7 (1 — t2)k dt, c’est a dire a la détermination

de la primitive d'un polynome.

Exemple 3.14 Calculer [ cos® zsin® zdz.
Ona:

[cosbzsin®zdr = [cosbz (1 — cos?z)sinzdr
= — [t —-t*)dt
= [ —-t%)dt
= ' = +cceRr
9

scosw —Lcos"w+c,ceR.

Troisiéme cas : Si p et g sont tous les deux pairs, le changement de variable
¢t = tan § ramene le calcul de [ cos? sin? zdx & la recherche de la primitive d'une
fraction rationnelle.

c) Intégrale de type : [ (cosax) (cosSz)dzr,a et € R*.

On utilise la formule suivante :

(cos ax) (cos fz) = % [cos (v + ) x + cos (o — [5) x] .

Donc on a :
[ (cosaz) (cos fz)dz = 1 [cos[(a+ B)z]dr+ % [cos|[(a— fB)x]ds
= msin(a—i—ﬁ)x—i—ﬁsm(a—ﬁ)x—l—c,ceﬂ%.

(tel que o # et aw £ —f3).

Exemple 3.15 Calculer [ (cosbx) (cosz) dz.
On a :

J (cos5z) (cosz)dr = 3 [(cosbx)dr+ 3 f cos4dzr) dx
(sin6z) + (4 sindz) +¢,c € R.

= %sm6x+§sm4w—l—c,c€R

N D=

—
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d) Intégrale de type : [ (sinax) (cosfz)dr, o et B € R*.

On utilise la formule suivante :

(sin ) (cos B) = % [sin (@ + 8) z + sin (a — §) ).

Donc on a :
J (sinaw) (cos o) dr = 3 [ sin{(a+ B)a]du+ 3 [sin|(o— )] da
1 i
= mcos(oz+5)x—mcos(a—ﬁ)x+c7ceR_

(tel que o # [ et a # —f).

Exemple 3.16 Calculer [ (sin4x) (cos6z)dx.
Ona:

[ (sindz) (cos6z)dz = 1% [sin(10z)dx +  [sin(—2z)dx

1
2
1 (55 cos10z) + 1 (52 cos (—2x)) +¢,c € R.
= 2—300510$+10052x+c,c€R.

e) Intégrale de type : [ (sinax) (sin z)dz, a et § € R*.

On utilise la formule suivante :

(sin ) (sin fx) = % [—cos (o + )z + cos (o — fB) z] .

Donc on a :
[ (sinaz) (sinfz)de = St [cos[(a+ f)z]dz+ % [cos|(a— fB)z]dx
- -t b — R
= 2(a+5>sm(a+6)x+2(a_ﬁ)sm(a B)z+c,ceR.

(tel que o # et a # —f3).

Exemple 3.17 Calculer [ (sin3z) (sin2x) dx.
Ona :

[ (sin3z) (sin2z)dz = 1 [[—cosbz+ cosz]dx
% [—181n5:1:+smx} +cce R
o

SlIl5fL'+—SlIlZE+C ceR.

4- Intégrales des fonctions contenant des radicaux :
ar +b
cr+d

Fonction de la forme f <x, v ) ol f est soit un polyndéme, soit une

ar +b
+d

fraction rationnelle. On suppose que ad — cb # 0 et > 0, dans ce cas le
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axr +b
changement de variable adéquat est ¢t = {/ _t 7 il permet de ramener le calcul
cr

de l'intégrale & celui de 'intégrale d’'un polyndéme ou d’une fraction rationnelle.

Expliquons cela sur un exemple.

1 2
Exemple 3.18 Calculer I = | el [E i dx.
T T

x+2 ‘ x+2 , 2
On pose t = | ——, c’est a dire t* = et par suite xr = et
x x 2 —1

—At
dr = —th. D’ow
(2 —1)

t+1
Izln‘t—F—J — 2arctant 4+ c¢,c € R.

) T+ 2
puis on remplace t par 4/ )
T

3.5 Intégrale définie

Proposition 3.2 Si F' est une primitive de la fonction continue f sur |a,b],

alors :
[ F@de = F @)= F ()~ F ).

Cette proposition montre toute l'importance que représente la connaissance des

primitives des fonctions continues dans le calcul des intégrales.

Remarque 3.5 Il y a une différence entre l'intégrale définie et l’intégrale indé-
finie d’une fonction (il ne faut pas confondre les deuz).

[ f () dz s’appelle une intégrale indéfinie de f, c’est une fonction primitive
de f.

fjf (x) dx s’appelle une intégrale définie de f, ¢’est un nombre réel.

Remarque 3.6

Exemple 3.19
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Proposition 3.3 (opérations élémentaires)

Soient [ et g deux fonctions intégrables sur l'intervalle [a,b] et A € R. Alors

on a :
1) f+gy, fg, /\f et | f| sont des fonctions intégrables sur |a,b] .
2) [, 1f (@) + dxzf”f v)d + [ g (x) dx

3) J, (@) dx——fb d:v
4) JIAS (@) d:c:u;f
5) |[) f (@) de| < f:|f<as>|dx.

6) Si f(x) =0 Vz € [a,b] alorsfabf(a:)d:c:().

7) Si f () < g(x) Vz € [a,b] alors f;f(a:)d:cgf;g(x)dx

8) Si n < f(xr) <m,Vr € la,bl (tels que n,m € R), alors n(b—a) <
J) f(@)dr <m(b—a).

9)Si n< f(x ) < metg(x)> OVI € [a,b] (tels que n,m € R), alors
nfabg( ngf da:<mfg

Proposition 3.4 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
Soient f et g deux fonctions intégrables sur l'intervalle |a,b] et A € R. Alors

(/abf(x)g(w)dx)Q < (/abﬂ(x)dx) (/abg%)dx).

3.6 Exercices

on a :

Exercise 3.20 Calculer les intégrales et les primitives suivantes :

242 242
fx_l— dx, f3x+ dx,
r+1 O x+1
[ I L g
x ——dx
2242 —3 O 22422 —-3 "
1 1 1
f ',L,Q _ 4d$7 ffl —1'2 4d1‘
Exercise 3.21 Calculer les intégrales et les primitives suivantes :
[ (@® +2) e*dz, fol (23 + 2) e*dx,
[ (zlnz)dz, ff (rlnx)dx,
d Y de.
fxlnx “ J: zlnz "
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Exercise 3.22 Calculer les intégrales et les primitives suivantes :

6233
d
/ e’ +1
[ (sinz)’ du,
1+ x
f—l - %d:c,

Exercise 3.23 Soit n € N— {0}, on pose :

xz,

In:/ x (sinx)" dx.
0

a) Trouver une relation entre I,, et I, 1 .
b) Déduire la valeur de I, .

Exercise 3.24 Soient

i sin @ i
[:/ —— dr et J:/
o SN+ cosw 0

a) Calculer I —J etI+J .
b) Déduire les valeurs de I et J .

sinx 4+ cosx

COS ™

dx.
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4.1 Introduction

Les lois de la physique et de la mécanique ainsi que de nombreux phénomeénes
chimiques, biologiques ou économiques se raménent a la recherche de fonctions

dont les dérivées vérifient certaines relations.

4.2 Généralités

Définition 4.1 On appelle "équation différentielle” toute équation dans laquelle
figurent une fonction inconnue y d’une variable x et ses dérivées de différents

ordres
F(z,y,y, . ,y(k)) =0, (4.1)

ot F' est une relations liant x a la fonction y et ses dérivés i, ........ Ly,

On appelle "ordre" de l’équation différentielle, l’ordre de la dérivée la plus
élevée, figurant dans l’équation.

Une telle équation différentielle (4.1) est dite équation différentielle ordinaire

(EDO) car la fonction inconnue est une fonction d’une seule variable.

Exemple 4.1 ¢/ + (/) 4+ 2y = 0 est une équation différentielle d’ordre 2.
v+ xy + —7 = 0 est une équation différentielle d’ordre 1.
22y" + xy + 2y* = 0 est une équation différentielle d’ordre 2.
xy" + 2y + ze® = 0 est une équation différentielle d’ordre 3.

y" + 2y® = we®y’ est une équation différentielle d’ordre 8.

Définition 4.2 On appelle "solution” (ou intégrale) de I’équation différentielle
(4.1) tout couple (I, f) formé d’un intervalle I de R et d’une fonction f , vérifiant
les conditions suivantes :

1) f est k—fois dérivable sur I.
2)Veel, F(xz, f(z), [ (@), [ (z), . e P (2)) =
Si f est une solution de l'équation différentielle (4.1), alors le graphe de f

est appelé courbe intégrale de cette équation.

Définition 4.3 Si la seule solution prolongeant f, est f elle méme, on dira alors

que [ est une "solution mazximale”.

Exemple 4.2 y = e* est une solution définie sur R de ’équation différentielle

y' —y=0. (y=e" est une solution mazimale).
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Remarque 4.1 Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle, c’est en trou-

ver toutes les solutions quand elles existent.

4.3 Equations différentielles du premier ordre

Définition 4.4 La forme générale d’une équation différentielle du premier ordre

est :
F(z,y,y) =0,
ou F est une relations liant x a la fonction y et sa dérivée v .

Le plus souvent, les équations différentielles du premier ordre sont étudiées

sous leurs formes résolues en vy = f (z,y),ou f: I x R — R.

Exemple 4.3 2y’ +2y* +1Inx = 0 est une équation différentielle d’ordre 1.
2y + 2y + ze® = 0 est une équation différentielle d’ordre 1.
x(y )3 + 2y = 0 est une équation différentielle d’ordre 1.

_z_

y = xyd + —5 est une équation différentielle d’ordre 1.

Probléme de Cauchy :
Soit I un intervalle de R.

Le probléme de Cauchy

{y:fmw,

Y (xo) = Yo,

relatif a équation ¢ = f (x,y) et a la condition yy = y (x¢),x¢ € I, consiste a

chercher la solution maximale de I’équation ¢’ = f (x,y) telle que yo = y (xo) .

4.3.1 Equations différentielles a variables séparées

Définition 4.5 On appelle "équation différentielle o variables séparées” toute

équation de la forme :
Fw)y = g(@),

ou f et g sont deux fonctions réelles définies et continues respectivement sur les
intervalles I et J de R.

Y , . .. .
Ona:y = T donc ’équation peut s’écrire aussi comme :
x

f(y)dy = g(x)dz.
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Résolution d’une équations différentielles a variables séparées :
Une telle équation différentielle & variables séparées se résout par calcul de

primitives de f et g comme suit :

On a:
fwy = g
= fydy = g(x)de
= [fdy = [g(z)dz
— F(y) = G(z)+c¢/ ceR.

ou F' est une primitive de f sur I et G est une primitive de g sur J .
Enfin, on va résoudre cette équation (algébrique) : F'(y) = G(x) + ¢ de
I’inconnu y.

Voici des exemples concrets :
Exemple 4.4 Résoudre ’équation différentielle suivante :
xy +e¥ = 0. (4.2)

On commence par séparer les variables : x d’un coté et y de l'autre coté.
Ona:

(4.2) = xzy = —€Y,

= :U;l—i = —e’,
= —e Ydy = édaj, (en supposant x #0),
1
= /(—ey) dy:/gd:c,
= eV =Inlz|+c¢/ ceR,
= —y=In(ln|z|+c¢)/ ce€R (en supposant In|z|+ ¢ >0),
= y(r)=—In(lnjz|+c¢)/ ceR.

Alors
y(z)=—In(nlz|+c¢)/ ceR,

est la solution générale de l’équation différentielle (4.2) .

Exemple 4.5 Résoudre ’équation différentielle suivante :

(1+2%)y —zy=0. (4.3)
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On a :y = 0 est une solution triviale (évidente) de (4.3). On suppose que y # 0,

et on commence & séparer les variables :

On a :

(4.3)

R

Y

R

(1+2?) Z—z = 2y,
(1 + x2) dy = xydzx,
dy T

14+ 2

/dy /
dz,
1+ 22

1n|y|:§ln(1+x)+c/c€]R,

ly| = e VIFT ke RO ou (¢ = 1nk),

‘y’ _ eln(k\/1+m2)/ ke R,

ly| = kv1+2%/ k eR,
y=+kvV1+22/ k €eR,
y=A1+22/ AeR, ou (A\==%k).

Finalement, les solutions de l’équation (4.3) sont :

y(z) =AV1+22/ X e R

Elles sont définies sur R.

4.3.2 Equations différentielles homogénes en x et y.

x d’un coté ety de lautre coté.

Définition 4.6 On appelle "équations différentielles homogénes en x et y" toute

équation de la forme :

ot f: 1 — R est une fonction définie et continue sur un intervalle I de R.

Résolution d’une équations différentielles homogénes :

r-5(2)
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On utilise ce changement d’inconnue u = £ (y = ru) qui donne y' = u + zu'.

Par suite on a :

y = f(%):ﬂri—xu':f(u)’

du ,  du

= = ) - = T,
du dx
= =
—u T

du dx
> Jrm— /T

du
= /—f(u)_u_ln\:d—i—c/cER.

On détermine u puis y, on obtient la solution générale grace a la relation

Y = TU.

Voici des exemples concrets :

Exemple 4.6 Résoudre l’équation différentielle suivante :

zyy —y? + 22 =0.
Si on suppose que xy # 0, on a :
x
(44) = y=2-2
r oy
LA
T Q
c’est une équation différentielle homogéne.
On pose le changement de variable : v = £ qui donne y' = u + zu/,

remplace dans (4.4)

1
(44) = u+tazu =u——,
u
N du -1
Ydr T w
d
= udu———x

= /udu-/

—In|z|+¢/ c €R,

4

2

= wu==xv—-2In|z|+2¢/ ceR.

(4.4)

en
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Mais : y = xu, d’ou
y(z) = £2/—2In|z| + 2¢/ c € R.
c’est la solution générale de l’équation différentielle (4.4) .
Exemple 4.7 Résoudre l’équation différentielle suivante :
2y — xy+y* = 0. (4.5)

Si on suppose que x # 0, on a :

2
ry Yy
(45) = ylzﬁ—ﬁ,

2
= =)~ ()
x x
c’est une équation différentielle homogéne.
On pose le changement de variable : v = % qui donne y' = u + zu', on

remplace dans (4.5) :

(45) = u+tau =u—u?

N du 9
T— = —u

dx ’
—du  dx

= —=—,
U T

/ —du dx
= 5 — —,
Uu xXr

1
= —=lnlz|+c¢/ ceR,
u

1
= u=———/ceR
¢+ In|z|
Mais : y = xu, d’ou
x
=———/ceR
Vo) = il

c’est la solution générale de l’équation différentielle (4.5) .

4.3.3 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 4.7 On appelle "équation différentielle linéaire du premier ordre”

toute équation de la forme :

y =a(x)y+b(z), (4.6)
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ot a et b sont deux fonctions réelles définies et continues sur un intervalle ouvert
I de R.

On lui associe l’équation sans second membre :

y =a(x)y. (4.7)

L’équation (4.7) est dite équation différentielle homogéne associée o l’équation

(4.6) (ou l’équation sans second membre).

Résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre :
a) Résolution de ’équation homogéne (4.7) :
Soit I’équation (4.7)

y =a(x)y
Siy#0,ona:
(4.7) & _ a(x)dx
)
= /@ = [ a(x)dz,
Y

= Inly| = /a(m)dx—{—k/ ke R,

= |yl =exp (/a(m)dm—l—k) / k€R,

= Yy =cexp (/a(x)dx) / ceR.
D’ou

yn(x) = cexp (/ a(a:)dx) /ceR,

est la solution générale de (4.7).

Résolution de I’équation avec second membre

Proposition 4.1 La solution générale y de (4.6) est la somme de la solution

générale yy, de (4.7) et d’une solution particuliére de (4.6) .

Y="Yp+Yn=1Yp+cexp (/a(m)da:)/ceR.
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b) Recherche d’une solution particuliére (Méthode de la variation
de la constante) :

(C’est une méthode générale pour trouver une solution particuliére en se ra-
menant a un calcul de primitives.

On a : yp(x) = cexp /a(m)dm) / ¢ € R, est la solution générale de (4.7)

N

avec ¢ une constante. La méthode de la variation de la consta,n(e consiste>a

chercher une solution particuliére sous la forme y(z) = ¢ (z)exp / a(x)dx |,

ol ¢ est maintenant une fonction de la variable x & déterminer.

o) =)oy ( [ atwyas)
y(x) = ¢ () exp ( / a(a:)dx) + a(z)e (z) exp ( / a(a:)da:)

En remplagant y et ' dans (4.6) on obtient :

¢ (z) exp ( / a(m)dx) ta(z)c () exp ( / a(m)dm) = a(z)c(x)exp ( / a(x)dx) +b(z)
= ¢ (z) exp ( / a(:zc)da:) = b(a)

On pose :

donc

par conséquent

c(x) = / (b(x) exp (- / a(x>da;>) dz+ A\ A €R.

Finalement la solution générale de (4.6) est

y(z) = ( / (b(x) exp (— / a(az)dm)) do + A) exp ( / a(x)dx) L AER.

Exemple 4.8 Résoudre l’équation différentielle suivante :
y =3y +1— 2", (4.8)
puis résoudre le probléme de Cauchy suivant :

=3y 41— 2"
{y y+1-—2e, (49)

y(0) = 2.
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L’équation homogéne associée est
y =3y (4.10)

Remarquons que : y = 0 est une solution évidente de (4.10).

On suppose que y # 0 :

vV g o /d—y:/?)dx,

y Yy
= Inly|=3x+k, keR,
=
=

y = +eke’ k eR,
y=ce* ceR (c=+ek).

Alors
yn (x) = ce’® ceR,

est la solution générale de (4.10).

On utilise la méthode de variation de la constante :

On pose : y(z) = c(z) ¥ = ¢ (z) = ¢ (z) ¥ + 3c(x) e3*. En remplacant y
ety dans (4.8) on obtient :

(E) = d(x) 3x+30( )e3* =3c(z) e + 1 — 2e”
= J(z)e3® = 1 — 2e”,
= d(z)= 26_2’”,
= c(x):?l_?’x—i-e_%jt)\, A eR.
Donc
—1 -3z —2x 3z —1 x 3z
y(z) = 3 +e "+ A)e :?—l—e + Xe?, A eR.
Alors

1
y(x):)\€3r+€m—§7 A ER,

est la solution générale de (4.8).

Pour le probléme de Cauchy (4.9) on a :

_ 1 _
_ 4
Donc
1

4
y(I) = §63$+€$ - ga

est la solution du probléme de Cauchy (4.9).
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4.3.4 Equation différentielle de Bernoulli

Définition 4.8 On appelle "équation différentielle de Bernoulli" toute équation
de la forme :
Yy +a(x)y+blz)y* =0. (4.11)

ot o € R—{0,1} et a,b sont deuz fonctions réelles définies et continues sur un

tervalle ouvert I de R.

Remarque 4.2 On sait déja traiter les cas a« =0 et a = 1, car (4.11) est alors

une équation différentielle linéaire du premier ordre.

Pour chercher les solutions de I’équation différentielle de Bernoulli (4.11), on

divise par y*

/

(4.11) & LA a(z) <£) +b(x) =0,
y* Yy

puis on pose : z = y% = y17* comme un changement de variable, et par consé-

quent : 2’ = (1 — )y dony = %z’. En remplagant y et ¢’ dans (4.11) on

obtient :

Z/

(4.11) & ] +a(x)z+b(x) =0,

-«
qui est une équation différentielle linéaire du premier ordre d’inconnue z.

Exemple 4.9 Résoudre l’équation différentielle suivante :
vy +y+2*y? =0, (4.12)

Cette équation (4.12) est de Bernoulli.

/

1/1
(4.12)<:>%+5<—> +x =0, pour xy # 0

) )
En posant z = i, on aura : z' = ;—zly’ =y = —y?2. En remplacant y ety dans
(4.12) on obtient :
1
7= —z+u, (4.13)
T

léquation (4.13) est une équation différentielle linéaire du premier ordre d’in-
CONNUE Z.

L’équation homogéne associée o (4.13) est

1
2 ==z (4.14)
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Résolution de l’équation (4.14) :

(4.14) = zZ=1
= In|z|=In|z|+k, k €R,
= |z| =ell+h ke R,
= z=d2ekz, kER,
= z=cx,ceR.

Dot
zp (1) = cx,c € R,
est la solution générale de (4.14).
On utilise la méthode de variation de la constante :
On pose : z(x) = c(x)z, donc :Z' () = ¢ (x) x + c(x). En remplagant z et
2" dans (4.13), on obtient :

(4.13) = d(z) =1,
= c(x)= [ ldz,
= clz)=x+ N\ AeR.
Dot
z(x)=x(xr+A), N €R,
est la solution générale de (4.13).

Par conséquent : z = é =x(x+ A, eR. Cest a dire :

y(x) = ot A € R,

z(x+A)

est la solution générale de l’équation différentielle de Bernoulli (4.12) .

4.3.5 Equation de Riccati

Définition 4.9 On appelle "équation différentielle de Riccati” toute équation de
la forme :
v =a(@)y’ +b(2)y+c(z), (4.15)

ol a,b et ¢ sont trois fonctions réelles définies et continues sur un intervalle
ouvert I de R.
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Ce type d’équations différentielles n’est pas toujours résoluble de fagon élé-
mentaire. Mais si une solution particuliere y, pouvait étre trouvée, on pourrait
alors ramener la résolution de I’équation de Riccati & celle d’une équation dif-
férentielle linéaire. En effet, en posant le changement de variable : y = y, + z,

donc 3 =y, + 2', En remplagant y et y' dans (4.15) on obtient :

(E) < y]’3+z’:a(x)(yp+z)2—|—b(;1:)(yp~|—z)+c(ac),
& g+ = ala)yE +20 (@) g+ a (@) +b(a)y +b () 2+ (o).
e Yt =a(@)(y+ 2z +27) +b(2) (Y +2) + (),
& |y~ (a@)yp +0(@)y+c(2)] +2' = (2a(2)y, +b(2)) 2 +a(z) 2,
ona : y —(a(x)y:+b(x)y,+c(x)) =0 cary, est une solution (4.15).

Donc on aura :
?' = (2a(z)yp +b(2)) 2 +a(z) 2%,
qui est une équation de Bernoulli, comme on I’a vu plus haut.

Exemple 4.10 Résoudre I’équation différentielle suivante :

11
B e p— 4.16
V=t oy (4.16)

(Indication : y, = = est une solution particuliére de (4.16)).

On a : (4.16) est une équation différentielle de Riccati. Donc on pose le
changement de variable : y = % + 2z, alors : Yy = —xiz + 2, En remplagant y ety
dans (4.16) on obtient :

(116) & ~d+o=—(+) i+~ h,
& 41422 =0,
d’ou -
z
Stz t1=0 4.17
z2+x<z)+ (4.17)

léquation (4.17) est une équation de Bernoulli avec o = 2.
En posant u = %, on aura u' = ;—QIZ’, d’ot 2 = —2%u'. En remplacant z et 2’
dans (4.17) on obtient :

(4.17) & =Y 4 lyp1=0,
& —u+iut+1=0,



4. Equations différentielles 62

d’ot

1
u=-u+1, (4.18)
T

léquation (4.18) est une équation différentielle linéaire du premier ordre d’in-
CONNUE U.

L’équation homogéne associée & (4.18) est

, 1
w = (4.19)
Ona:
(4.19) = o' = it
du 1 ,  du
= /E:/de, (u:?),
= Inlu/=Inlz|+k ou k € R,
= |u| = eTHE og k€ R,
= |u| =¢€"|z| ou k € R,
= u=czr, ceER (c==%e").
Alors

u(z) =c(z)z, ceR,

est la solution générale de (4.19).

On utilise la méthode de variation de la constante :

On pose : u(x) = xc(x), donc : v (x) = (x) x+ c(z). En remplagant u et
u' dans (4.18) on obtient :

(4.18) = d(z)z+c(z)=Ltac(z)+1,

= dx)r=1,
/1

= x —

= c(z)=Inlz|+ A, AeR

Donc
u(z) =zln|z|+ Az, A € R.
Alors

u(z) =xln|z|+ Az, A €R,

est la solution générale de (4.18).

Onau= %, donc z = %, d’ot

1
=——— MeR
: zln x|+ Az’ %
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est la solution générale de (4.17).

Mais y = % + 2, donc

1 1

—+ ———, AMER,
a:+x1n\x|—|—)\:1:

y:

est la solution générale de (4.16).

4.4 Equations différentielles linéaires du second

ordre a coefficients constants

Dans cette partie, on va étudier la résolution des équations différentielles

linéaires du second ordre a coefficients constants.

Définition 4.10 On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a

coefficients constants toute équation de la forme :
y' +ay +by=f(z), (4.20)

ol a, b sont deux constantes réelles et f : I — R une fonction continue sur
l'intervalle I de R.

On lui associe ’équation sans second membre :
y" +ay' + by = 0. (4.21)

Probléme de Cauchy :
Soit I un intervalle de R.

Le probléme de Cauchy

y' +ay +by = f(x),
Y (z0) = yo, ol zp € I,

y' (o) = 20,

relatif a I’équation (4.20) et aux deux conditions yo = y (o) et y{, = ¥’ (o) ,x0 €
I consiste & chercher la solution maximale de 1’équation (4.20) telle que : yo =

Yy (SL’Q) et 20 = y, (SC()) .
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4.4.1 Résolution de I’équation linéaire homogeéne associée

On cherche des solutions du type y = €™ our € R ou C .

Siy=e™ , alors y = re™ et y’ = r’e™ en remplace dans (4.21) on obtient :

(r*+ar+b)e” =0,Vz € R.
On a I’équation suivante :
r* +ar+b=0. (4.22)

L’équation (4.22) est appelée "équation caractéristique" de I’équation diffé-
rentielle (4.20).

Dans I’étude de 1’équation caractéristique (4.22), trois cas peuvent se pré-
senter selon le signe de discriminant A\ = a? — 4b.

Premier cas : Si A > 0, 'équation (4.22) admet deux racines réelles dis-

tinctes 71 et ro, alors la solution générale de (4.21) est de la forme
Yo = Ae™* 4+ Be"",

ou A, B sont deux constantes réelles.
Deuxiéme cas : Si A = 0, ’équation (4.22) admet une racine réelle double

r, alors la solution générale de (4.21) est de la forme
Yo = (A + Bzx)e™,

ou A, B sont deux constantes réelles.

Troisiéme cas : Si A < 0, 'équation (4.22) admet deux racines complexes
conjuguées 11 = a + i et ro = v — if3, alors la solution générale de (4.21) est de
la forme

yo = (A cos fx + Bsin fz) e,

ou A, B sont deux constantes réelles.
Exemple 4.11 Résoudre I’équation différentielle suivante :

y"' =3y +2y=0. (4.23)
L’équation caractéristique est

r? —3r+2=0,
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cette équation admet deux racines réelles distinctes r1 = 1 et r9 = 2. Ainsi, la

solution générale de (4.23) est
Yo = Ae” + Be** | A et B € R.
Exemple 4.12 Résoudre I’équation différentielle suivante :
y" — 10y + 25y = 0 (4.24)
L’équation caractéristique est
r? —10r + 25 = 0,

cette équation admet la racine réelle double r = 5. Ainsi, la solution générale de
(4.24) est
Yo = (A+ Bx)e’, Aet BER.

Exemple 4.13 Résoudre I’équation différentielle suivante :

v +9y =0 (4.25)
L’équation caractéristique est

r?+9 =0,
cette équation admet deux racines compleres conjuguées ry = 3i et ro = —3u.

Ainsi, la solution générale de (4.25) est

yo = (Acos3x+ Bsin3r)e®,
= Acos3x+ Bsin3x, A et B €R.

4.4.2 Reésolution de I’équation linéaire non homogéne

Théoréme 4.14 La solution générale mazximale Y de l’équation linéaire non ho-
mogeéne (4.20) est la somme d’une solution mazimale particuliére y, de l’équation
(4.20) et de la solution générale y de l’équation homogéne associée (4.21) c’est a
dire :

Y =y+yp

ot y est la solution générale de l’équation homogéne associée (4.21),

et y, est une solution particuliére de l’équation avec second membre (4.20).
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Recherche de la solution particuliére y, de (4.20)

- Si le second membre est du type e**P(x) :

Si f(z) = e*P(x), avec a € R et P(x) € R|x], alors on cherche une solution
particuliere sous la forme y, = z™e**Q(x), ou () est un polyndome de méme degré
que P avec :

e On pose : y, = e**Q(z), (m = 0), si @ n’est pas une racine de 'équation
caractéristique (4.22).

e On pose : y, = ze**Q(x), (m = 1), si a est une racine simple de 'équation
caractéristique (4.22).

e On pose : y, = 2%e**Q(z), (m = 2), si « est une racine double de ’équation

caractéristique (4.22).
Exemple 4.15 Résoudre I’équation différentielle suivante :
2y" +1y — 3y = —32° +22 — 1. (4.26)
Puis résoudre le probléme de Cauchy suivant :

20" + 1y — 3y = =323 + 22 — 1,

y(0) =0, (4.27)
y'(0) =4
Ona: ) 5 5 )
4260) ey + =y —Sy=—-ad+2 - =,
(420) & y" + 5y — gy =—g2" +o — 3
L’équation homogéne associée est
1 3
y' gy =5y =0,
[’équation caractéristique est
1 3
2
—r—==0. 4.28
it gr g (4.28)

Ona: /N = (%)2 —4(=3) = 2, les racines de Uéquation (4.28) sont : 11 =

3 —
—577"2— 1.

Alors la solution générale de I’équation homogeéne associée (4.21) est
y(x) = Ae™2" + Be®, A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de (4.26) :



4. Equations différentielles 67

On a:

Comme 0 n'est pas une racine de l’équation caractéristique (4.28), donc on

cherche la solution particuliére de (4.26) sous la forme :
yp () = (az® + ba? + cx + d) * = ax® 4 b2 + cx + d,
ot a,b,c,d € R, alors
y;, (z) = ¢+ 2bz + 3az?,

et
y; (x) = 2b+ 6a.

On remplace y,, y, et y, dans l"équation (4.26) on a :

1 3 3 1

(4.26) = (2b + 6ax)—|—§ (c+ 2bx + 3ax2)—§ (az® 4+ b2® + cx + d) = —§x3+x—§,
3 . /3 3\, 3 1 3 3, 1

2 Ca—2 2 Wt ~c—2d) = —adta—=
= —50% —|—(2a 2b)x +(6a—|—b 20)x+(b—|—2c 2d) 57 +z 5

Par identification on obtient le systéeme suivant :

—%a:—%, a=1,
%a—%bzo, N b=1,
6a+b—%c:1, c=4,
2b+ 3¢ — 3d = —3. d=3.

donc la solution particuliére y, de (4.26) est
Yy (v) = 2 + 2 + 4w + 3.
Alors

Yiz) = yplx)+y(2)
= x3+m2+4x+3+Ae“”+Be_%x,AetBE]R.

est la solution générale de I’équation (4.26).

Pour le probléme de Cauchy (4.27) on a :

y(0)=0, dou:3+A+B=0,
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et

/
y(0)=4 = <x3—|—:p2+4x—|—3+Aex+Be_%x> =4,
=0

= (3x2+2x+4+Aex— gBe—%‘) = 4,
=0

= 4+ A-3B=4,

= A-3B=0.

Donc on a :
3+A+B=0, ., . A=-2,
3 d’ot : 5
Alors 9 6
Y(x):x3+x2+4x+3—gex—ge_%m,

est la solution de probléme du Cauchy (4.27).
Exemple 4.16 Résoudre I’équation différentielle suivante :
y'— Ay 44y = €. (4.29)
L’équation homogéne associée est
y'— 4y +4y =0, (4.30)
l’équation caractéristique est
r? —dr +4=0. (4.31)

Ona: /= (—4)>—4(4) =0, la racine double de léquation (4.31) est ry = 1y =
2.

Alors la solution générale de l’équation homogeéne associée (4.30) est
y(z) = (Ar+ B)e**, A et BE€R.

Recherche de la solution particuliére y, de (4.29) :
On a: f(z)=e* =1e*.
Comme 2 est une racine double de l’équation caractéristique (4.31), nous

devons chercher une solution particuliére de l'équation (4.29) sous la forme :

yp () = kx?e* k€ R,
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donc
y (x) = (2ka® + 2kz) €,

et
yn (z) = (4ka® + 8kx + 2k) **,

on remplace yy,, v, et y, dans (4.29) on a :
(4kx2 + 8kx + 2k;) e — 4 (2kx2 + 2kx) e 44 (k‘m%h) = 2,

on obtient : 2ke*® = e** d’ou k = %

Donc la solution particuliére y, de l’équation (4.29) est

1
yp (x) = 51'2623”.

Alors
Vi) = y(x)+y(2)
= (Az+ B)e*™ + %mze%, AetBeR.
est la solution générale de [’équation (4.29).
Exemple 4.17 Résoudre l’équation différentielle suivante :
y' =2y +y=(z+2)e". (4.32)

L’équation homogéne associée est

y' =2y +y=0, (4.33)
[’équation caractéristique est

r?—2r +1=0. (4.34)

Ona:/A = (—2)>—4(1) =0, la racine double de léquation (4.34) est ry = ry =
1.
Alors la solution générale de ’équation homogéne associée a l’équation (4.33)

est

y(z)=(Az+ B)e", A et B€R.

Recherche de la solution particuliére y, de ’équation (4.32) :
Ona:f(z)=(xr+2)e
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Comme 1 est une racine double de l’équation caractéristique (4.34), nous
devons chercher une solution particuliére y, de (4.32) sous la forme :
yp (z) = 2% (az 4 b) €* = (az® + ba?®) €,

ot a etbeR.

Donc
yp (x) = (a2’ + (3a + b) 2* + 2bx) €”,
et
yy (z) = (az® + (6a + b) 2* 4 (6a + 4b) x + 2b) €”,

on remplace y,, y, et y, dans Iéquation (4.32) on a :
(4.32) = (6ax + 2b) e = (x + 2) e”.

Par identification on obtient le systéeme suivant :

6a =1, N a:%,
2b = 2. b=1.

Donc la solution particuliére y, de l’équation (4.32) est

1
yp () = <6:c3 + x2) e”.
Alors

Yiz) = y(x)+y ()
= (Az+ B)e” +(%x3+x2>ex,A et B € R.

est une solution générale de (4.32).

- Si le second membre est du type : (P; (z) cos fx + P () sin fx) e**.

Si f(z) = e* (P (z)cosfx+ Py (z)sinfz), ot @« € Ret P (x),Py(x) €
R][z], on cherche une solution particuliére sous la forme :

e On pose : y, = €™ (Q1 (x) cos Bz + Q2 () sin fz), si a + i3 n'est pas une
racine de ’équation caractéristique (4.22) .

e On pose : y, = ve** (Q1 (z) cos fz + Q2 (x) sin fx), si o+ i est une racine
de I’équation caractéristique (4.22).

Dans les deux cas, @1 et ()2 sont deux polyndmes de degré n et

n = max {deg P;,deg P} .
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Exemple 4.18 Résoudre ’équation différentielle suivante :
y" + 4y = cos . (4.35)

L’équation homogéne associée est

y' + 4y =0, (4.36)
l’équation caractéristique est

2 +4=0. (4.37)
On a: A = (0°—4(4) = —16 < 0, Uéquation (4.37) admet deux racines
complezres conjuguées qui sont : r = 2i,7 = —2i. Alors la solution générale de

’équation homogéne associée (4.36) est
y(z) = Acos2z + Bsin2z, A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de l’équation (4.35) :
Ona: f(x)=cosx
Comme i n'est pas une racine de ’équation caractéristique (4.37), donc on

cherche la solution particuliére y, de (4.35) sous la forme :
Yp (x) = hcosz + ksinz, h et k € R,
alors
y;) () = —hsinx + kcos z,

et

y; () = —hcosx — ksinz,
on remplace y,, y, et y, dans Iéquation (4.35) on a :

(4.35) = (—hcosx — ksinz) +4 (hcosx + ksinz) = cosz,

= 3hcosz + 3ksinx = cosx.

Par identification on obtient le systéme suivant :

3h=1, h =3,
=
3k = 0. k=0.

Donc la solution particuliére y, de l’équation (4.35) est

1
yp (r) = s cosx

3
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Alors

Yiz) = y(x)+y(x)
1
= ACOSQ?L‘—{—BSinQ&E—I—gCOSZE,A et B e R.

est la solution générale de l’équation (4.35).
Exemple 4.19 Résoudre ’équation différentielle suivante :
y" + 9y = sin 3. (4.38)
L’équation homogéne associée est
y' +9y =0, (4.39)

l’équation caractéristique est
r?+9=0. (4.40)

Ona:A = (07 —4(9) = —36 < 0, done Uéquation (4.40) admet deux racines
complexes conjuguées qui sont : r = 3i,7 = —3i. Alors la solution générale de

I’équation homogéne associée (4.39) est
y(z) = Acos3x+ Bsin3z, A et B € R.

Recherche de la solution particuliére y, de l’équation (4.38) :
On a : f(x) = sin3z.
Comme 3i est une racine de [’équation caractéristique (4.40), donc on cherche

la solution particuliére y, de l’équation (4.38) sous la forme :
Y, () = z (hcos 3z + ksin 3z) e® = hx cos 3z + kxsin3z, h et k € R.

Donc
y; (x) = (3kx + h) cos 3z + (k — 3hx) sin 3z,

et
y;,/ (x) = (=9hax + 6k) cos 3z + (—6h — 9kx) sin 3z,

on remplace y,, y, et y, dans I"équation (4.38) on a :

(b) = (=9hx + 6k)cos 3z + (—6h — 9kx)sin 3z + 9 (hx cos 3x + kx sin 3z) = sin 3z,
= 6k cos3x + (—6h)sin 3z = sin 3z.
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Par identification on obtient le systéeme suivant :

6k = 0, k=0,
=
—6h = 1. h==
Donc la solution particuliére y, de l’équation (4.38) est

-1
yp () = 5 L eos 3x.
Alors

Yi(z) = y(z)+y(2)
1
= Acos3zr + Bsin3x — 6xcos3x,A et BeR,

est la solution générale de (4.38).

Principe de superposition :

Si f(x) = fi(z) + fa(x) , une solution particuliére y, est donnée par :
Yp = Ypr T Ypa>
ol y,, est une solution particuliere de I’équation :
y'+ay +by = fi(x),
et y,, est une solution particuliere de I'équation :
y'+ay +by = fa(x).
Exemple 4.20 Résoudre l’équation différentielle suivante :
Y — 5y + 6y = 2e> 4 ¥ (4.41)
L’équation homogéne associée est
y" =5y + 6y =0, (4.42)
[’équation caractéristique est
r? —5r +6=0. (4.43)

On a: /A = (=5)° —4(6) = 1, les racines de Uéquation (4.43) sont : r =
27 o = 3.
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Alors la solution générale de l’équation homogéne associée (4.42) est :
y(r) = Ae** + Be**, A et B € R.

Recherche d’une solution particuliére de l’équation (4.41) :
D’aprés le principe de superposition des solutions, pour trouver une solution
particuliére de l'équation (4.41) , il nous suffira de trouver une solution particu-

liere de chacune des équations suivantes :

y" — 5y + 6y = 237, (4.44)

" — 5y + 6y = e*”. (4.45)
Recherche d’une solution particuliére y,, de l’équation (4.44) :
On a: fi(x) = 2e3.
Comme 3 est une racine de multiplicité 1 (racine simple) de [’équation carac-

téristique (4.43), on cherche une solution particuliére de l’équation (4.44) sous

la forme :

Yp, (7) = Aze®, N eR.
Donc

(@) =A™ + 3Aze’,
et

Yo (z) = 6Ae> + 9Aze’”,
on remplace Yy, , y,, et y, dans l'équation (4.44) , on obtient :
(4.44) = " — 5y + 6y = 2%
= ¥ =237,
d’ot A = 2. Donc la solution particuliére de l’équation (4.44) est
Yp, (1) = 276>

Recherche d’une solution particuliére y,, de l’équation (4.45) :
On a: fo(z) = €'
Comme 4 n’est pas une racine de ’équation caractéristique (4.43), on cherche

une solution particuliére de (4.45) sous la forme :

Ypy (1) = ke k €R.



4. Equations différentielles

75

D’ou
! o 4x
ypg (x) - 4k6 )

et
y;; (z) = 16ke™”

on remplace Y, , y,, et y,, dans l'équation (4.45) on obtient :

(4.45) = 16ke™ — 20ke™™ + 6ke™™ = '

= 2ke' =l

d’ou k = % Donc y,, la solution particuliére de ’équation (4.45) est

1 X
Ypo (33) = 564 :

Alors

Yi(z) = y(@) 4 yp (2) + Ypy (2)
1
= Ae* + Be®® + 2363 + 564””, A et B €R,

est la solution générale de l’équation (4.41).

4.5 Exercices
Exercise 4.21 Résoudre les équations différentielles suivantes :
2y —y—3=0.
yy' — (sinx —cosz)y = 0.
Exercise 4.22 Résoudre les équations différentielles suivantes :
w2y —xy+y* = 0.
xy —y— \/m =0.
Exercise 4.23 Résoudre les équations différentielles suivantes :
2y —x—y=0.

zy —y—(r+1)e" =0.
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Exercise 4.24 Résoudre les équations différentielles suivantes :
y —xy —xy® = 0.
y —ay —e"y? = 0.
Exercise 4.25 Résoudre les équations différentielles suivantes :
vy —y* 4+ 2r+ 1)y —2? — 22 =0.
avec : Y, = T est une solution particuliére.
Y +y* —2ysing +sin®z — cosx = 0.
avec : Yy, = sinx est une solution particuliére.
Exercise 4.26 Résoudre les équations différentielles suivantes :
Y+ 4y + 3y = 32° + 3.

y"' =3y +2y=(1-2x)¢".
y" + 4y = (cos 2z) €.
dy" + 4y + 5y = (sinz) ez ”.

y" — 3y + 2y = 10sinx + 42°.

Exercise 4.27 Résoudre le probléeme de Cauchy suivant :

y'+ 2y +dy = xe”,
y(0)=1 ety (0)=2.
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre on va présenter les concepts fondamentaux de 1I’Analyse des
fonctions de plusieurs variables. On va généraliser les notions de limite, dérivabi-
lité et intégrabilité, bien connues dans le cas des fonctions d’une seule variable.
Nous rechercherons dans ce chapitre une formalisation mathématique théorique

de ces concepts.

5.2 Limite, continuité et dérivées partielles d’une

fonction.

5.2.1 Produit scalaire, norme euclidienne et distance dans
R".

Définition 5.1 Si X = (21,22, ...,7,) et Y = (y1,Y2, ..., Yn) Sont deux vecteurs

de R™, on définit leur produit scalaire par :
< XY >=x1y1 + 22y2 + ... + TpYn.

Définition 5.2 On appelle norme euclidienne de X (ou longueur de X)

D=

IX|| =< X, X >2= (zf + 23 + ... +22)?,
et on appelle la distance entre deux vecteurs
d(X,Y) =[|X =Y.

Théoréme 5.1 La norme vérifie :
1) || X|| = 0 si et seulement si X = 0.
2) | X|| > 0 si et seulement si X # 0.
) IAX = AL X)L, A e R.
4) X + Y| < || X||+ ||Y]] (inégalité triangulaire).

Propriété :
VX eR", VY e R" || X]| = [[Y]I] < | X[+ [[Y]}.

Normes usuelles sur R"” :
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Les trois normes usuelles sur R™ définies pour X = (x1, za, ..., ;) sont :
1) | X|loo = sup {|za] , [z2] s |2al} -

2) 1 X[y = >0 Jal -

3) 1 Xl = />, 27

Définition 5.3 X et Y de R"™ sont dits orthogonaux lorsque :
< X,Y >=0.

Définition 5.4 Soient a € R" et r > 0.

B(a,r) ={z e R"/||lx —al| <1} : est appelé la boule ouverte de centre a et
de rayon r.

B(a,r) = {x € R"/ ||z —al| < r} : est appelé la boule fermée de centre a et
de rayon r.

S(a,r) ={z € R"/||x — a|| = r} : est appelé la sphére de centre a et de rayon

On dit qu’une partie D de R™ est bornée si : VX )Y € D, l’ensemble des réels
|X =Y est borné.

Remarque 5.1 Dans le cas ota =0 € R" et r =1 on a ce qu’on appelle les

boules ou sphéres unités.

5.2.2 Fonctions de plusieurs variables

Définition 5.5 Une fonction f définie sur un sous-ensemble D de R" a valeurs

dans R, s’appelle fonction de n variables.
f: D CR" — R,
(21, T2, 0y y) +— 2= f(21,29,...,2,),
ou D est I’ensemble de définition de f.
{f(x)/x € D} est appelé 'image de f.
{(z, f(z))/x € D} CR™ X R est appelé graphe de f.

Exemple 5.2 La fonction f suivante :

f: R — R
23+ ry +y? 42
1+ a2+

(z,y) = flzy) =

est définie sur D = R2.



5. Fonctions de plusieurs variables 80

Exemple 5.3 La fonction g suivante :
g: D CcR? — R,
(z,y) = g(zy) =V1-22—y?
est définie sur le disque Dy = {(z,y) € R*/2? + y* < 1}.
Définition 5.6 Soit f une fonction définie sur D C R? & valeurs dans R et
A = (ay,a3) € D. On appelle fonctions partielles associées a f au point A les

fonctions :

x1 — f(x1,a9) et xo — f(ay,x2)

définies sur un intervalles ouvert contenant respectivement ay, et as.

Remarque 5.2 Pour simplifier, les énoncés seront donnés dans le cas de deux
variables.
(les notions se généralisent sans difficultés aux espaces de dimensions supé-

rieures 4 deux).

Limites d’une fonction

Définissons la notion d’une limite d’une fonction f (z,y) de deux variables.
Supposons que la fonction est définie en tout point M (z,y) suffisamment proche
de My (a,b).

Définition 5.7 Soient
f: D;CR* — R,
(z,y) - z=[f(zy),
o Dy est ’ensemble de définition de f et My (xo,yo) € Dy.
On dit que f admet la limite L quand M (x,y) tend vers My (o, %), si f (z,y)

est aussi voisin que l’on veut de L dés que le point M est dans un voisinage

convenable de My. On écrit :

lim f(z.y)=Lou lim f(ry) =L

T—20,Y—Y0

st pour tout € positif donné il existe un 0 positif tel que :

|f (2, y) — Ll <€ si [[(z,y) — (o, y0) || <.

Remarque 5.3 Les propriétés des limites des fonctions de plusieurs variables
sont les mémes que celles des limites des fonctions d’une variable pour les sommes,

produits, quotients et composées.
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Fonction continue
Définition 5.8 Soient

f: D;CR* — R,

(z,y) — 2= [f(zy),
o Dy l’ensemble de définition de f et My (xo,y0) € Dy.

On dit que la fonction f est continue au point My (xo,yo) Si

lim = f(2,y) = (20,50) ou lim f(z,y)=f(z0,40).

T—T0,Y—Y0

On dit que la fonction f est continue sur Dy si f est continue en tout point de
Dy.
Si f est continue sur Dy, alors les fonctions partielles associées a f en un

point sont continues sur Dy.

Exemple 5.4 Soit la fonction suivante :
f: R? — R,
(z,y)  — flzy) =z+y.
On a:Dy=R? et f est continue en tout point de R* car :
|f(@,y) = [ (zo,90)| = [v+y—z0— Yo

|(z —20) + (¥ — o)
< o — o] + |y — yol

|x — 9| tend vers 0 dés que x tend vers xg et |y — yo| tend vers 0 dés que y tend

vers .

Exemple 5.5 Soit la fonction suivante :

f: R® — R,
(14 2?4 2%+ y)siny

('T’y7 Z) = f (:L‘,y, Z) -

2+ axz+y
On a:
1 2 2 :
lim f(a;,y,z) _ lim (( +m2+z +y)Slny>
2—0,y—0,2—0 z—0,y—0,2—0 x4+ a2+ Yy

— lim (Smy) ~1
y—0 Yy
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Opérations :
Soient f et g deux fonctions continues en Mg (7g,70) de R? et A\ € R, alors

on a :

f+ag, fag Af, 5 (si g (xo,y0) # 0) sont continues.

De méme la composée de fonctions continues est continue.

5.2.3 Dérivées partielles

Définition 5.9 Soient
f: D;CcR* — R,
(z,y) =z =f(z,y),
une fonction de deux variables x, y ou Dy est 'ensemble de définition de f et
My (z9,v0) € Dy.
Supposons la fonction partielle f, : x — f(x,y0) définie sur un voisinage de
Zo
St f. admet une dérivée au point xq, on dit que cette dérivée est la "dérivée
partielle” de f par rapport & x au point (xg,y). On note f. ou % cette dérivée

et l'on a :

f;; (70, %0) = % (o,%) = zhlilo f (I,yosz : io(xovyo).

De meéme, la dérivée de la fonction f, est la dérivée partielle de f par rapport &

y au point (zo,Yo), €t on la note :

11 (20, y0) = g—g (o) = lin £ (o, y; - ;f(m wo)

Si f; et f, existent au point (xo, o), on dit que f est dérivable au point (7o, yo)-

0
On dit que f est de classe C' sur Dy si = et —— sont continues sur Dj.

or Oy
Définition 5.10 Soient
f: DfCR* — R,
(z,y) — z2=[f(zy),
une fonction des deux variables x, y ot Dy est l'ensemble de définition de f et
My (z9,v0) € Dy.

On appelle gradient de f en (xo,v0), le vecteur noté

0 0
Vf (m()?y()) = <a_£ (x07y0) ) 8_{/1 (:E()?y())) .
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Exemple 5.6 Soit

f: R? — R,

(zy) = fly) =2+’ +y-3,
une fonction de deuz variables x, y.

Pour déterminer une dérivée partielle de f, il suffit de dériver [’expression de

[ par rapport & la variable considérée, les autres étant considérées comme des

constantes.
g—; (r,y) = 32> +9* of (4,5) = T73.
o (z,y) ry+1 o (4,5)

Exemple 5.7 Soit

g: R*—{(0,00} — R

(z,y) - g(z,y) = ——

:132+y2

une fonction de deuz variables x, y.

dg —a?+y>+2zy g —1
?@7@,) N Q_"”(l’_l) o
) — 2’4y’ -2zy ) _ — 1
6y (I‘,y) - (x2+y2)2 ) 8y (17 ]‘) - 2°

5.2.4 Dérivées successives

Définition 5.11 On définit ensuite les dérivées partielles secondes, si elles existent

par dérivation des dérivées premieres, on les note :

" 0 / o 62
Dans le cas de deux variables x, y on a :

0 f o (0f
9z @Y = oo <8_x) (2, 9),
Pliy = 2090y
ayQ x):y - 8y ay 'r’y 9
e = 2 () @y
Oxdy YT e oy Y7
5w = 2 (L)
OyOx By = oy \ Ox Y-
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De fagon analogue, on peut définir les dérivées partielles d’ordre supérieur a 2
par récurrence.

On dit que f est de classe C* sur Dy si les dérivées partielles d’ordre k sont
continues sur Dy.

On dit que f est de classe C* sur Dy si les dérivées partielles de tous ordres

existent et sont continues sur Df.

Théoréme 5.8 (Théoréme de Schwarz)

Si f  admet dans un voisinage de (xo,yo) des dérivées partielles secondes
P P
€
oxdy  Oyox

continues, alors

92 f

Exemple 5.9 Soit
f: R? — R,
(z.y) = f(zy) =2

une fonction de deux variables x, .

Ona: 52 5
9.2 (z,y) = 9 (42°y?) = 122%y%,
ol J ., \
m(iﬂ,y) = 8_(233 y) = 2%,
%

0
910y (z,y) pe (2z%y) = 827y,

*f _ 9 3,2\ _ 0.3
5.3 Différentiabilité
Définition 5.12 Soit
f: R? — R,

(zy) = f(zy),
une fonction de deuz variables x, y.
On dit que | est différentiable au point (a,b) € R?, si il existe deuz constantes

réelles a,, A telles que :

f((l+h1,b—|—h2) - f(a,b) = Oéhl +)\h2+ H(hl,hg)HE(hl,hg),

avec  lim  e(hy,hy) = 0.
[[(h1,h2)[[—0
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Exemple 5.10 Soit

une fonction de deux variables x, y.

Plagons nous au point (1,—1).

FA4hy,=14+h)—f(1,-1) = (1T+h)" +3(1+h)*(=1+hg) — (—2)
—2hy + 3hgy + (6h1hg + 3h3 + 4h3 + hi + 3h3hsy)
= —2h1+3h2+||(h1,h2)|’€(h1,h2).

6h1ha+3h3+4h3+hi+3h3h
On a :lime (hy, hy) = 0 ot € (hy, hy) = 2222 tutohe
H(hl h2)|\
[[(h1,h2)||—0

Donc : f est différentiable au point (1, —1) et sa différentielle est l’application

linéaire :
df (]_, —]_) . (h17 hg) — —2h1 ‘l— 3h2

On remarque que :

%—;(x,y) = 42% +6zy g;(1 ,—1) = -2
8_y<x’y) = 327 o5, L) =38

ce qui correspond aux coefficients trouvés précédemment.

Remarque 5.4 On note la différentielle de f de la maniére suivante :

, of of
df : (hi,hs) — o hi + By hs.
On note aussi plus simplement :
df = fd -+ —f
83/

5.4 Intégrales doubles

Dans cette section, on donnera uniquement quelques éléments relatifs aux

calculs d’intégrales double et triple.
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Théoréme 5.11 (Théoréme de Fubini)
Soient h et k deux fonctions continues sur l'intervalle |a,b], telle que VY €
[a,b] : h(z) < k(x).
Soit Q le domaine de R* défini par
Q={(zr,y) eR?’/a<z<beth(z)<y<k(z)}.
Si
f: Q — R,
(z,y) = f(zy),

est une fonction continue, alors f est intégrable sur € et on a

//Qf(:v,y) dwdy:/:( hf:)f(:v,y) dy) dr,

ce théoréme définit l'intégrale double a l'aide de deux intégrales simples.
Remarque 5.5 Si f (z,y) = 1, Uintégrale double [ [, dxdy est laire de Q.

Exemple 5.12 Soient
fr R — R,
(zy) = floy) =" +ay+y +2
une fonction et Q= {(x,y) € R?/1 <z <2 et0 <y <3} un rectangle.

On va commencer par intégrer cette fonction par rapport &y, puis continuons

le calcul en intégrant par rapport a x, on obtient :

I Jo f (@, y)dedy = ff f03 (22 + 2y +y? +2) dy) dx
= 7 ([ + 3oy + " + 20]3) do
= [7(32% + 2z +15) dx
= [x?’ + %xQ + 15:6}?

115
15,

Ou bien on va commencer par intégrer cette fonction par rapport o x, puis conti-

nuons le calcul en intégrant par rapport a y, on obtient aussi :

I Jo f (@, y)dady = f03 flz(x2+xy+y2+2)dx)dy
= Jy ([3e® + Sy + oy + 20]}) dy
= o Gury+ ) dy
=[5+ 3P+ By,

115
R
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5.4.1 Changement de variables

Proposition 5.1 Soient

f+ QcvVv — R

(z,9) = flz,y),
une fonction continue sur un compact Q inclus dans un ouvert V de R? et soient
D un compact inclus dans un ouvert U de R? et U : U — V  est une application

bijective et de classe C* telle que ¥ (D) = Q.

On note :
(u7 U) — W <u7 U) = (.I‘ (u7 U) Y (u7 U))

le changement de variables.

Soit J (u,v) = ggzzg le jacobien de ¥ en un point quelconque de U.

Alors on a l’égalité :

//Qf(x,y)dxdyz//Df(x(u,v),y(u,v))|J(u,v)|dudv,

Passage en coordonnées polaires :
x = pcost et y=psinf

La formule s’écrit :

//Qf(a:,y)dxdyz//Df(pcose,psme)pdpd@,

5.5 Intégrales triples

Théoréme 5.13 (Théoréme de Fubini)
Soient D un compact de R? et h, k deux applications continues de D dans R.
et
Q= {(x,y,2) €R/(2,y) € D,h(z,y) < 2 < k(z,9)},
un compact de R3, et soit
f: QCcR® — R,
(2,9, 2) = f(zy,2).
Alors on a :

k(z,y)

///Qf(x,y,z)dxdydz:// /f(a:,y,z)dz dzdy.

D \h(zy)
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Remarque 5.6 (cas particulier)
Si Q) est défini par :

Q={(z,y,2) eR*/a<z<bc<y<dn<z<m},
alors on a :
m d

///Qf(as,y,z)d:vdydz:/

n

b
/f(a:,y,z)dx dy | dz.

a

Exemple 5.14 Soient

f: R® — R,
(z,y,2) = f(z,y,2) =2"+yz,

une fonction et

Q:{(x,y,z)e R?/x >0,y >0 et:z:—l—y—i—Zle}.

Calculer /// f(z,y, z)dedydz sur le domaine ) .
Q

On a :

1
2

/ / /Q f(x,y,2)dedydz = / ( /0 o ( /0 o (2* + y2) dy) d:z:) dz

0

1
2

- / </01—2z (_Ig N (1 B gz) 2?4 (222 —2)z + %z (1— 22)2> dx> dz

0
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5.5.1 Changement de variables
Proposition 5.2 Soient

f: Qcv — R,
(z,y, 2) = f(r,y,2),

une fonction continue sur un compact Q inclus dans un ouvert V de R? et soient
D un compact inclus dans un ouwvert U de R® et W : U — V  est une application
bijective et de classe C* telle que ¥ (D) = Q.

On note :
(u,v,w) = ¥ (u,v,w) = (x(u,v,w),y (u,v,w), z (u,v,w)),

le changement de variables.
Soit J (u,v,w) = % le jacobien de W en un point quelconque de U.
Alors on a :

///Qf(x,y,z)dxdde—///Df(x(u,v,w),y(u,v,w),z(ujv,w))|J(U7U’w)|dudv.

Passage en coordonnées cylindriques :
x = pcost et y=psinh, z=z.

La formule s’écrit :

//‘/(;f(l‘,y,Z)d:L’dydzz///Df(pCOSQ,pSinﬁ,z)pdpdedz_

Passage en coordonnées sphériques :
x = pcosfsinp et y = psinfsinyp, z = pcosp.

La formule s’écrit :

///Qf(:c,y,z)dxdydz://Lg(p,0,¢)p2sin¢dpd9d¢,

ou g(p,0,¢) = f(,y,2)

5.6 Exercices

Exercise 5.15 Soient les fonctions suivantes :

f: R — R,
22 +y

(,y) = [flzy) = o
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g: R? — R,
22+ y?
et

(z.y) = gy =
h: R?> — R,
sinx — siny

r—y
1) Déterminer l’ensemble de définition de chacune des fonctions f, g et h.

(,y) = hizy) =

2) Calculer les dérivées partielles de chacune des fonctions f,g et h.
3) Calculer la différentielle de chacune des fonctions sur le domaine de défi-

nition f,qg et h.

Exercise 5.16 Soit la fonction f définie comme suit :

f: R — R,
(z,y,2) = f(as,y,Z):;_x

R x :

1) Déterminer Dy l'ensemble de définition de f et le représenter dans un
repére orthonormé.

2) Calculer les dérivées partielle de cette fonction.

3) Calculer la différentielle de f en (x,y, z).

Exercise 5.17 On considére la fonction [ définie par :

1]3—y3
fay =] atry ® 9700,
0 81 (l',:U):(O’O)

1) Montrer que f est continue sur R?.

2) Calculer les dérivées partielles de la fonction f en (0,0).
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