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Chapitre | : Analyse combinatoire
1. Introduction

Par convention, I’analyse combinatoire est la théorie mathématique de
dénombrement. Elle s’emploie pour dénombrer divers types de groupements que I’on peut
faire a partir d’ensembles finis. En effet, on entend par analyse combinatoire 1’ensemble de
méthodes, ou techniques, permettant de determiner le nombre de tous les résultats
possibles d’une expérience particuli¢re (c’est dire de denombrer les différentes dispositions
que I’on peut former a partir d’un ensemble d’éléments particuliers). Ces principales

méthodes seront présentées ci-dessous :

2. Principe fondamental de dénombrement (PFD)

2.1.Version restreinte

De facon générale, on entend par principe fondamental de dénombrement la
technique qui permet de donner le nombre de résultats possibles de deux expériences
quelconques. En effet, si une expérience quelconque peut étre représentée de m fagons
différentes et une autre expérience den facons différentes, alors le nombre de fagons
différentes pour représenter a la fois ces deux expériences est le produit de m.n.

Théoréeme 1 :

Supposons que nous allons réaliser deux expériences quelcongues dont le nombre
de résultats possibles est m et n respectivement, alors nous avons m.n résultats possibles

du moment que ces deux expériences sont prises au méme temps.
Exemple 1 :

Une urne contient 4 boules de couleurs différentes dont une boule rouge (R), une
boule blanche(B), une boule noire (N) et une boule verte (V). On veut effectuer, avec

remise, deux tirages successifs. Combien y a-t-il de résultats possibles ?

Réponse : Le nombre de résultats possibles est donné par des couples de deux boules.
Cest-a-dire, RR, RB, RN, RV, BB, BR, BN, BV, NN, NB, NR NV, VV, VR, VB, VN.
Autrement dit, nous avons 4 facons différentes pour tirer la premiére boule et 4 possibilités
pour avoir la deuxiéme boule. En appliquant le principe fondamental de dénombrement,

nous avons 4x4 résultats possibles (couples possibles)
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Exemple 2 :

Une petite communauté se compose de dix hommes et de leurs fils, ou chaque
homme ayant trois fils. Si un homme et I’un de ses fils doivent étre désignes « pere et

fils », combien y a-t-il de différent choix possibles ?

Réponse : En considérant le choix du pére comme la premiére expérience et ensuite le
choix de 1'un de ses fils comme la seconde, alors d’aprés le principe fondamental de

dénombrement il y aura (10) (3) =30 choix possibles.

2.2. Principe fondamental généralisé

Lorsqu’il y a plus deux expériences, le PFD peut étre généralisé de la maniére suivante.
Théoreme 2 :

Si nous avons r expériences dont les résultats possibles sont respectivement ny, nz,
ns....,Nr, alors nous aurons au total (n1)(n2)..(nr)résultats possibles pour les r expériences

prises ensemble.

Exemple : Le comité de planification d’un collége est constitué de 3 étudiants de premiere
année, 4 étudiants de deuxiéme année, 5 étudiants de troisieme année et 2 étudiants de
quatrieme année. Un sous-comité de 4 étudiants, comportant un représentant de chaque

classe, doit étre choisi. Combien de choix possibles peut-on former un tel sous-comité ?

Réponse : nous pouvons considérer le choix d’un sous-comité comme le résultat combiné
de 4 expériences distinctes, chacune consistant a choisir un représentant unique dans 1’une
des classes. Par conséquent, en appliquant le PFD généralisé, il y a 3.4.5.2=120

possibilités.

3. Principaux types de principe fondamental de dénombrement
3.1.Permutations
3.1.1. Permutations sans répétition : Soit un ensemble de n objets distincts qu’on veut

placer a n places distinctes. De combien de maniére possibles peut-on faire ceci ?

Réponse :
Places 1 2 n-1 n
Objets n choix possibles n1 ] 2 1 possibilité
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Le tableau ci-dessus fait ressortir que dans la premiére place, nous pouvons placer
un objet parmi n. dans la deuxiéme place, un objet parmi n-1 restants, et ainsi jusqu’a la
n'™e place ol on peut placer un objet parmi n-(n-1) objets restants.

Exemple 1:

Combien existe-t-il d’arrangements ordonnés des lettres a, b, et ¢ ?

Réponse : a partir de ces lettres, on peut former les arrangements ci-dessous : abc, acb, bac,
bca, cab, cba. C'est-a-dire nous avons 6 arrangements possibles, et chaque arrangement est

appelé permutation.

Théoréme 3:
Le nombre de permutations possibles de n objets, notée Pn est n!, tel que :
n=mnMmnh-1)nN-2)......2) 1)
Exemple 2 :

Un cours de théorie de probabilités est suivi par 6 hommes et 4 femmes. Un
examen a eu lieu, puis les étudiants sont classés selon leurs notes. On suppose que de deux
étudiants obtiennent la méme note est exclu.

a) Combien de classement peut-on avoir ?
b) Si les hommes sont classés entre eux uniquement et les femmes entre elles,
combien de classements globaux peut-on former ?

Réponse :

a) Comme chaque classement correspond a un certain arrangement ordonné de 10
personnes, de ce fait nous avons dans ce cas (10!1)=3628800 permutations possibles.

b) Comme il ya (6!) classements possibles entre les hommes et (4!) classements
possibles entre les femmes, alors le nombre total de classements possibles est
(61)(41)=17280.

3.1.2. Permutations avec répétition : On veut connaitre dans certains cas le nombre de
permutations dans un ensemble de n objets quand certains de ces objets sont
indistinguables les uns des autres. Pour mieux comprendre ce genre d’expériences,

nous prenons 1’exemple ci-dessous :

Exemple 1: Combien d’arrangements différents peut-on former avec les lettres
« PEPPER »?
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Réponse : Tout d’abord, on remarque qu’il existe (6 !) permutations des lettres P1, E1, P2,
Ps, E2, R lorsque les trois lettres P et les deux lettres E sont distinguables les uns des autres.
Cependant, dans le cas de I’arrangement PEPPER, du moment qu’on permute les deux

lettres P entre elles, un tel arrangement ne change pas. Par conséquent, dans ce cas de

figure, il y aura en effet 3?—;'Arrangements possibles de lettres PEPPER.

Théoreme 4:

Lorsque on veut classer n objets parmi lesquels il existe ni ,nz, ns...... N objets
indistinguables des uns des autres, de ce fait le nombre de permutations possibles est

donnée par la formule suivante :

|
Pnl,nz,...nr _ n.

n

nl'n2!....nr!

Exemple 2:

Combien peut-on former de mots différents avec toutes les lettres du mot
« PROPORTION »

Réponse . Nous avons 10 lettres dont certaines sont semblables. Les lettres P et R

apparaissent deux fois, et la lettre O apparait deux fois. Par conséquent, le classement des

différentes lettres est une permutation avec répétition dont le nombre de résultats possibles

est donné par: 10— 151200
21.21.31

Exemple 3 : Parmi les 10 participants & un tournoi de jeu d’échec, on compte 4 Russes, 3
Francais, 2 Anglais, et 1 Brésilien. Si dans le classement du tournoi on ne peut lire que la
liste des nationalités des joueurs mais pas leurs identités, a combien de classements

individuels différents une telle liste comprend-elle ?
Réponse : il ya (10 1)/(4 1)(3 1)(2 1)=12600 classements possibles

3.2.Arrangements

3.2.1. Arrangements sans répétitions

On appelle arrangement de p objets pris parmi un ensemble de n objets distincts
(p<n) tout groupe que 1’on peut former en prenant ces objets et en les disposant a p places

déterminées.
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Théoreme 5 :
Le nombre d’arrangements de p objets parmi un ensemble de n objets distincts est :
AP =nl/(n—p).
Remarque : si p=n, alors A} = P, = n!
Exemple :

Avec les lettres du mot « RELATION », combien peut-on former, avec ou sans

sens, de mots différents de 5 lettres ?

. s 9! .
Réponse : c’est un arrangement sans répétition A3 = ooy = 15120 mots possibles

3.2.2. Arrangements avec répétition

On appelle un arrangement avec répétition de p objets distincts toutes dispositions

ordonnées de p objets parmi les n objets ou un objet peut apparaitre plusieurs fois.
Théoréme 6:

Le nombre d’arrangement avec répétition, notée A%, de p objets choisis parmi les n

objets est AP = n?

Exemple : Combien de mots différents de 5 lettres peut-on former avec les lettres du mot

« COMBIEN » ou toutes les lettres peuvent apparaitre plusieurs fois ?
Réponse : A> = 75 mots possible

3.3. Combinaisons : On appelle combinaison de p objets pris parmi n objets distincts, tout

groupe que I’on peut former en prenant p de ces objets sans tenir compte de leur ordre.

Théoréme 7 :CFest le nombre de combinaisons de p objets pris parmi n objets, ou encore
le nombre de groupes de taille p si ’ordre n’est pas considéré significatif (c’est-a-dire

’ordre n’est important).
Exemple 1 :

On veut former un comité comprenant 3 d’un groupe de 20 personnes. Combien y

a-t-il de comités possibles ?



Polycopié de cours de Statistique Il Dr. M. Bouznit

. : . . 20! -
Réponse : il s’agit d’une combinaison, alors nous avons Cj, = GoE 1140 comites
possibles.

Exemple 2 :

A un examen de statistique, on demande aux étudiants de répondre & six questions

sur 10. Combien y a-t-il de différents choix possibles ?

Réponse : C5, = (101_—06')%' =210

Remarque : C¥ = AP /p!,

; . Ab 1/(n—p)! !
Démonstration : 4o = M/@=pl _ _ n! _ ~p
p! p! p!(n-p)!

Propriété 1: CP = ¢, P (formule de symétrie)

Démonstration :

n!

p!(n—p)!

Nous avons d’une part: CF =

(D).

N n-p _ n! _ n!
Etdautre part, €, © = —— s = oo (2)

De (1) et (2) on déduit que ¢ = ¢, ?

Propriété 2 (Triangle de Pascal):

Quels que soient les entiersn et p telsque 1 < p < n — 1, alors nous avons :
CP=cP+CP telquel<p<n-1

Démonstration :

Soient deux entiersnetp telsque 1 < p <n—1, alors:

(n-1)! (n-1)! (n-1)! | (n-1)!

p-1 P _
b1+ Cnt = om0 -onl T pitnoiom) - o)l pln—p-1

—_p-t | (-p)(n-1)!
p(p-D!(n-p)! p!(n-p)(n—-p-1)!

- p(n—l)!+ (n-p)(n—1)!
pl(n-p)!  pl(n—-p)!
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_p(m-D'+(n-p)(n-1)!

p!(n-p)!
_ m-D![p+(n-p)] _ nn-1)! n! D
pl(n-p)!  pln-p)! p'n-p) "

Etant donnée la formule du triangle de Pascal, le tableau ci-dessous permet de
trouver rapidement les différentes combinaisons de p éléments parmi n éléments tels
quel < p <n—1. En effet, la premiére colonne et la diagonale principale du tableau

comportant le 1, alors le reste des cellules du tableau sera rempli en utilisant la formule de

Pascal C? = CP~/ +CP, tg1<p<n-1.

A titre illustratif, C3 = C2+ C3=4+6=10

Tableau 1: Trianlge de Pascal

n p |1 2 3 4 5 p-1 p
1 1 0 0 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 0 0
3 1 2 1 0 0 0 0 0
4 1 3 3 1 0 0 0 0
5 1 4+ 6 4 1 0 0 0
6 1 5 =10 10 5 1 0 0
1 1
n-1 1 Ck,+ | G, |. 1
n 1 =

3.4.Théoréme de Binbme de Newton

Théoréme 8: Si deux nombres réels x et y, alors (x + y)* = Yr_, CF x*y™ *[1]
Démonstration de théoreme de Bindme de Newton (démonstration par récurrence) :
Pour n=1, I’équation [1] est vraie car :

Yiemo 1 Xy 7= QxOy 170+ Cixly! ™ = x +y =(x + 3)?
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Dés lors, on suppose que la formule [1] est vraie au rang n(c'est-a-dire,(x + y)"* =
n_oCkxkyn=k ) et on démontre qu’elle est également vraie au rang (n+1). C'est-a-

dire : (x + y)™ = EpH CKyy xkymiok

Premiérement, nous avons (x + y)™! = (x + y)(x + y)" = (x + y)[Xro CX x*y™F] =
x[SRo G x4y ] + y[ERoo CF x*y" 1= Bico CF x4y + T3 Ch aky™ 17+ [2]

On pose h = k + 1, alors la formule [2] devient :

n+1 n
(x + y)n+1 — [Z Cr]}_l xhyn—(h—l) + z Crlzc xkyn+1—k]
h=1 k=0

En remplagant 1’indice h par k, alors la formule ci-dessus devient :

n+1 n
(x + y)n+1 — [z C;Ll—l xkyn—(k—l) + 2 Crllc xkyn+1—k]
k=1 k=0
n+1 n
_ [Z Ch=1 xhyn+i—k| 4 Z ck xkyn+1—k]
k=1 k=0

=GR 4 MGl + Gl xRy Gy

D’aprés le théoréme de Pascal CX,, = CF1+CF tq.1<k <n,alors:

n
(x + y)n+1 = "+l 4 z Crlzc+1 xkyn+1—k + yn+1
k=1

= Clx™tl 4 Y, Cr’f+1 xkynti=k 4 0y n+1
Par ailleurs : CI* = cliHl=c? = 1,dou:
(x +y)n+1: Crrlli-llxn+1yn+1—(n+1) + ZZ=1 C,’,f+1 xkyn+1—k + C,?ony”“
Donc: (x + y)™*t =Yyptick | xkynti-k
Par conséquent, la formule de bindme de Newton est vraie n Ve N

Exemple : (x +y)3 =Y3_CX x*y3~% = y3 4 3xy? + 3x%y + x5
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Exercices :
Exercicel :

De combien de manieres peut-on tirer 1’une aprés 1’autre, quatre cartes d’un jeu de

20 cartes, et ce dans le cas d’un tarage non exhaustif et un tirage exhaustif.
Réponse :

1) Tirage non exhaustif :
On peut tirer chaque carte de 20 maniéres différentes, alors le nombre de maniéres
pour tirer 4 cartes est : 20.20.20.20=20*

ii) Tirage exhaustif : 20.19.18.17

Execrice2 :
Soient 3 garcons et 2 filles :

i.  De combien de facons différentes peuvent-ils prendre sur un banc ?
ii.  De combien de fagcons peuvent-ils s’assoir si les gargons s’assoient les uns a coté
des autres et s’il en est de méme pour les filles ?
iii.  De combien de maniéres différentes peuvent-ils s’assoir si seulement les filles

s’assoient I’une a coté de 1’autre.
Réponse :

i. 51'=54.3.2.1=120 facons
ii. 1l 'y a deux facons pour distribuer les personnes selon le sexe (GGGFF) et
(FFGGG). Donc le nombre de facons possibles est : 2. (3!).( 21)=24
iii. 1l ya 4 facons de distribuer les personnes selon le sexe, (FFGGG), (GFFGG),
(GGFFQG), (GGGFF). Donc le nombre de fagons possibles est : 4 (3!).(2!)=48

Exercice 3:

Soit une urne contient 10 boules. On tire de fagon exhaustive trois boules, Quel est

le nombre d’échantillons possibles ?

Réponse : il ya 10 fagons pour tirer la premiére boule, et 9 fagcons pour la deuxiéme boule

et 8 fagons pour la troisieme boule. Le nombre d’échantillons possibles est 10.9.8=720

10
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Exercice 4 :
Combien de mots & 9 lettres (avec ou sans sens) peut-on former avec les lettres suivantes :

e AEIOLNRST
e FFFFBMMMC

Réponse :

o (’est une permutation sans répétition . 9!

) . f e 9
e (’est une permutation avec répétition . —
413!

Exercice 5:

Combien de nombre a cing chiffres distincts peut-on former avec les chiffres
1,2,3,4,5,6,7,8,9 dans les cas suivants :

e Sans aucune restriction
e Le nombre est un multiple de 2
e Le nombre est divisible par 5

e Le nombre est impair
Réponse :

e Sans restriction : [’ordre est important, donc c’est un arrangement deA3
e Le nombre est un multiple de 2 : A1A2
e Le nombre est divisible par 5 : A}A3

e Le nombre est impair : ALA}
Exercice 6 :

Un cours de théorie des probabilités est suivi par 6 hommes et 4 femmes. Un
examen a eu lieu, puis les étudiants sont classes selon leurs notes. On suppose exclu que
deux étudiants obtiennent la méme note.

1. Combien de classements peut-on avoir ?
2. Si les hommes sont classés entre eux uniquement et les femmes entre elles,

combien de classements globaux peut-on avoir ?

11
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Réponse :

1. Nous avons (10!) classements possibles
2. (6H)(4"H)

Exercice 7 :

Un étudiant dispose 10 livres sur un rayon de sa bibliotheque. Quatre d'entre eux
sont des livres de mathématiques, trois de chimie, deux d'histoire et un de langue. Cet
étudiant aimerait ranger ses livres de facon que tous les livres traitant du méme sujet
restent groupés. Combien y a-t-il de dispositions possibles ?

Réponse : ilya (4N[(4DHEBH(2NH(AN] Permutations possibles
Exercice 8 :

On veut former un comité comprenant 3 des 20 personnes d'un groupe. Combien y
a-t-il de ces comites ?

Réponse : il y a C3, comités possibles

Exercice 9 :
Combien de permutations distinctes peut-on former avec toutes les lettres des mots :

1. leur
2. anabase

3. sociologique
Réponse :

1. ilya (4!, car chaque lettre apparait une seule fois (permutation sans répétition)
2. ilya Z , car le mot anabase comporte 7 lettre dont a apparait 3 fois (permutation
3!

avec répétition)

12!
312!

3. ilya (permutation avec répétition)
Exercice 10 :

Une classe contient 9 garcgons et 3 filles,

1. De combien de manieres le professeur peut-il faire un choix de 4 éléves ?
2. Combien de ces choix comportent au moins une fille ?

3. Combien comportent exactement une fille ?

12
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Réponse :
1 Ch
2. Cic3+cicz+cics
3. Cics

13
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Chapitre 11 : Calcul de probabilités (Espace de probabilités)

1. Introduction :

Le présent chapitre tente de présenter les principaux concepts de probabilités, calcul

des probabilités et des probabilités conditionnelles. En effet, les probabilités ne peuvent

étre calculées qu’au cas d’une expérience aléatoire ou non déterministes. A titre illustratif,

on lance une piece de monnaie, il est clair que la piece de monnaie aura deux possibilités

de tomber, soit elle tombe sur une « face » ou sur une « pile ». C’est-a-dire, au départ nous

n’avons aucune information sur la maniére avec laquelle la piéce de monnaie sera tombée.

De ce fait, toute expérience dont les résultats ne sont pas connus a 1’avance, méme si elle

est répétée dans des conditions identiques, est une expérience aléatoire.

2. Ensemble fondamental et événement :

Définition : considérons une expérience dont 1’issue n’est pas prévisible, bien que

I’issue ne soit pas connue a 1’avance, admettant cependant que 1’ensemble des issues

possibles est connu. Cet ensemble est appelé ensemble fondamental, par convention est

noté Q.

Quelques exemples des expériences aléatoires :

Si le résultat d’une expérience est la détermination du sexe d’un nouveau-né, alors
I’ensemble fondamental Q = {garc¢on, fille}

Si I’issue de I’expérience est I’ordre d’arrivé a une course entre 7 chevaux ayant les
positions de départ 1, 2, 34, 5 6 7, alos Q=
{touteslespermutationsde (1,2, ....7)}, soit 7! Au total.

Si I’expérience consiste a jeter deux piéces de monnaies, alors I’ensemble

fondamental est constitué de 4 couples suivant: Q = {(pille,pile),
(face, face), (pile, face), (face, pile)}

Par ailleurs, tout sous ensemble E de I’ensemble fondamental Q est appelé

« événement ». De ce fait, un événement est donc un ensemble correspondant aux divers

résultats possibles d’une expérience aléatoire. Si un résultat est compris dans 1I’ensemble E,

alors on dit que 1’événement E est réalisé.

14
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Exemple 1 :Soit une expérience aléatoire avoir un nouveau-né dans une famille, alors
I’ensemble fondamental Q = {g, f}, tel que g: garcon, f: fille. Le sous ensemble E1={g}

est I’événement I’enfant né est un gargon. E>={f} est I’événement né est une fille.
Exemple 2 :

Soient Q = {touteslespermutationsde (1,2, ....7)} etE ={tous les résultats de

Qqui commencent par 3}, donc E est I’événement que le cheval n°3 gagne la course.
Exemple 3:

Nous avons I’ensemble fondamental Q = {(p,p), (f, ), (p,f), (f,p)}tel que, p:

pile et f : face.

Soit E={(p,p), (p, f) } , alors E est I’événement la premiére piéce de monnaie montre un

pile.

2.1.0peration sur les événements

2.1.1. Opération d’union
Soit A et B deux événements de Q, alors A U B sera réalisé si soit A soit B 1’est.
Exemple 1: SoientQ = {g, f}, A={g}, B={f},alors AU B={g, f} =Q

Exemple 2 : Soient Q = {(p,p), (f.f), @ 1), (f.p)}, A={(p,p), (f,p) }, B=E={(p, /) },
alors AU B = {(p,p), (f,p), (0, )}

Le nouvel événement A U BSera réalisé si au moins I’une des pieces de monnaie

montre « pile ». L’événement A U B est appelé 1'union de 1’événement A et 1’événement

B.
2.1.2. Opération d’intersection :

Soient A et B deux événements de 1’ensemble fondamental Q, le nouvel événement
A N B, appelé intersection de 1’événement A et I’événement B, est considére comme
I’ensemble de réalisations qui sont a la fois dans I’événement A et dans I’événement B.

Autrement dit, I’événement A N B ne sera réalisé qui si A et B le sont a la fois.

15
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Exemple :Soient A = {(p,p), (0, /), (f,p)} . et B={({.f).(f,p),(f)} alors:
I’événement A N B = {(p, f), (f,p)} est I’événement une pi¢ce de monnaie montre pile et

I’autre donne face.

e Evénement impossible :
Exemple :
On jette a la fois deux dés équilibrés, alors I’ensemble fondamental est :

Q={(1,1),01,2),(1,3) ...........(6,6)}, c’est a dire le nombre de résultats possibles de
telle expérience est 6x6=36 couples. Par ailleurs, supposant deux événements A et B tel

que A : « lasomme des deux égale a 7 » et B : « la somme des deux dés égale a 6 ».
Donc, 4 = {(1,6),(2,5),(3,4),(5,2),(6,1)}, B = {(1,5),(2,4), (3,3), (4,2), (5,1)}.

L’événement A N B = @: c'est-a-dire ne contient aucune réalisation, et par conséquent un
tel événement ne peut pas survenir. Celui-ci est appelé 1’événement impossible, noté @. De
ce fait, si An B = @, alors I’événement A et I’événement B sont mutuellement disjoints

(incompatibles).
Remarque :

Soient E; E,Ej; ......E, un ensemble d’événements, alors leur union sera notée

par UL, E;et leur intersection par Ni, E;
2.1.3. Opération de complémentarité :

Pour tout événement A, le nouvel événement A° , ou (A)est I’événement
complémentaire. C'est-a-dire 1’événement A°doit, par définition, contenir tous les points de

I’ensemble fondamental Q qui ne sont pas dans I’ensemble A.
Exemple :

Soit I’événementAd = {(1,6),(2,5), (3,4), (4,3),(5,2),(6,1)}, alors A°, A, sera

réalisé lorsque la somme des deux dés n’est pas égale a 7.

Remarque : Q=¢. Autrement dit, I’événement complémentaire de ’ensemble fondamental

est I’ensemble vide (I’événement impossible).
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2.1.4. Espace probabilisable et espace probabilisé

Espace probabilisable : On appelle espace probabilisable tout couple (Q, J) tels que Q est
I’ensemble fondamental des événements d’une expérience aléatoire, et I est une tribu, de
Q. En effet, Jest une collection de sous-ensembles, de parties, de Qqui remplie les

axiomes suivantes :

e QES
e SiAde J,alorsde
e SiA€e JetBe J,alorsduB € J

e Pour toute famille d’événements A;,telquei =1,2 ...... alorsU; 4; €3,

Espace probabilisé (Axiome de Kolmogrov): On appelle espace probabilisé tout triplet
(Q,3,P) dans lequel Q est I’ensemble fondamental des événements d’une expérience
aléatoire, I est une tribu d’événements de Q, et P est une application Jdans [0, 1]
(P: 3 +— [0, 1]) telle que :

e P(Q)=1
e Pour tout ensemble dénombrable d’événements incompatibles A4, 4, ....A,, On a
P(UA;) =X P(4)

Remarque : n fini

3. Axiomes de probabilités :
3.1. Axiomes : SoientQun ensemble fondamental d’une expérience aléatoire, et A
un événement de , alors il existe une valeur P(A) appelée probabilité de

I’événement A ou :
Axiomel:0 < P(A) <1
Axiome2:P(Q) =1
Axiome 3 : Si A et B sont deux événements qui s’excluent mutuellement, alors :
P(AUuB) =P(A) + P(B)
Axiome 4 : Pour toute suite d’événement mutuellement disjointSE; E; E3 ... oo v ven v e

(ie.E; N E; = Q,Vi # j), alors :P(UiZ, E;) = X2, P(E;), tel que, P(Ei) est la probabilité

de I’événement E;.
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3.1.Résultats utiles (propriétés élémentaires) :
Soit une suite d’événements E; E; E3 ... ... ou E; = Qet E; = @Vi > 1. Comme ces

événements sont mutuellement disjoints et Q = UjZ, E; alors :
P(Q) = 32, P(Ey) = P(Q) + X2, P(9) = P(®) = 0, car P(Q) = 1

Exemple 1:

On lance une piéce de monnaie, en admettant que pile a autant de chances
d’apparaitre que face. C'est-a-dire, P({pile}) =P({face}) =1/2

Exemple2 :
On jette un dé équilibré, alors les probabilités P({1}) = P({2}) = --- = P({6}) = 1/6.

Par ailleurs, la probabilité¢ d’avoir un chiffre pair est: P({2,4,6}) = p({2}) + P({4}) +
p{6h) =1/6+1/6+1/6 =3/6=1/2

3.2. Quelques théorémes élémentaires :

Théoréme 9 :Soient Aet A deux événements mutuellement disjoints, et A U A = Q, alors :
P(Q) =1=P{AUA} =P{A}) + P({A}) = P({A} = 1 - P({A]).

a. P({A}=1-P{A}

b. SiAc B =P(A) <P(B)
Théoreme 10 : soient deux événements quelconques A et B, alors :

P(B) =P(A) —P(ANB)
Démonstration :
Les deux événements A et B peuvent étre schématisés de la maniére suivante :
B dne )
A B

L’événement A peut-&tre réécrit sous forme de deux événements mutuellement disjoints
comme ainsi: = (B) U(ANRB)

Selon le théoreme9 ; (4) = P[(B) U(ANB)]=P(B) + P(ANB)
D’ou P(B) = P(A) — P(AN B)

Théorémell : siA et B sont deux événements quelconques, alors :
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P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)
Démonstration :

L’union de deux événements A et B peut étre réécrit de la maniére suivante :

Nous avons B @

A B

e AUB = BUB, ol les deux événements A et son complémentaire A sont
mutuellement disjoints.

Selon le théoréme 9, alors : P(AU B) = P(BUB) = P(B) + P(B)
=P(A) —P(ANB)+P(B)

D’ou P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

Exemple :

Soient A, B et C trois événements quelconques, démontrez que :

P(AUBUC)=P(A)+PB)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)
+ P(ANBNC)

Démonstration : le schéma des trois événements A, B et C :

C

Nous avons; P(AUBUC)=P[AU(BUC)]=P(A)+P(BUC)—P[ANn(BUC)],
(Théoreme 11).....[1]

D’autre part :
P[AnN(BUC)]=P[(ANB)U(ANC)]
=P(ANB)+P(ANC)— P[(ANnB)Nn (AN C(C)]
=P(ANB)+P(ANC)— P(ANBNC) ...... [2]
P(BUC)=P(B) +P(C)—P(BNC)....... [3]

De [1], [2} et [3] nous déduisons :
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P(AUBUC) =P[AU(BUC)]=P(A)+P(BUC)—P[AN(BUC)]
=P(A)+PB)+P(C)—P(BNC)—P(ANB)—P(ANC)+P(ANBNC)
=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

Ce que nous cherchons & démontrer.

4. Ensemble fondamental a évenements élémentaires équiprobables :
4.1. Méthode de calcul des probabilités :
Pour de nombreuses expériences aléatoires, il est naturel d’admettre que tout

élément, ou événement élémentaire, a la méme probabilité d’apparaitre.

Exemple 1:
Soit une expérience dont I’ensemble fondamental est Q = {1,2,.......N}. en
admettant que P({1}) = P({2}) = - = P({N}) = P({i}) = 1/N,aveci=1........ N.

Dés lors, il en résulte que pour tout événement E, alors :

lenombredepointsdansE_ le nombre de cas favorables i la réalisation de l' événementE

P(E) - nombredepointsdansQ - nombre de cas possibles de l'ensemblefondamental
Exemple 2 :

Si deux dés sont jetés a la fois, quelle est la probabilité que la somme de faces soit
77?

Réponse : premiérement on suppose que les 36 issues possibles sont équiprobables.
Soit E : « la somme de deux dés donne un 7 »

E ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}, alors P(E) =6/36 =1/6

Exemple 3 :

Soit un bol contenant 6 boules blanches et 5 boules noires. On tire a la fois deux
boules au hasard, quelle est la probabilité qu’une des boules tirées soit blanche et I’autre
noire ?

C4Cs

Réponse : A : « avoir deux boules », donc P(A4) = = 6/11

11
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5. Probabilités conditionnelles et Indépendance :
5.1. Probabilités conditionnelles :
Définition : Soient(Q2, 3, P), un espace probabilisé et AetB deux

événements de 3 ( tel que Jest une og-algebre, tribu, de Q), tel que P(B) # 0.

On appelle probabilité conditionnelle de I’événement A sachant que I’événement B

ik NS A . A/ \ _ P(AnB)
réalisé, la quantité notée  P(4/p), ot P(4/p) = 5

Exemple 1:

Une piece de monnaie a été lancée deux fois successif. Si nous supposons que les
quatre résultats possibles de I’ensemble fondamental Q = {(F, F), (F, P), (P, F), (P, P)} sont
équiprobables, quelle est la probabilité conditionnelle que les deux jets aménent « face »

sachant que le premier est déja un « face » ?

Réponse : soient A = {(F, F)} I’événement avoir deux fois « face » pour les deux jets et
B = {(F,F), (F,P)} I’événement le premier jet donne « face ». La probabilité voulue est
donnée par :

4,y _PANB) 1/4
P(/p) = P(B) 2/a

Telque (AN B) ={(F,F)}
Exemple 2 :

Une urne contient 10 boules blanches, 5 boules jaunes et 10 boules noires. Une
boule est tirée au hasard de I'urne et on 1’on constate qu’elle n’est pas de couleur noire.

Quelle est la probabilité qu’elle soit jaune ?

Réponse :soit J: »la boule tiré est Jaune », N : «I’événement la boule tirée n’est pas

noire », alors :

_PUnN) 5/25

] _
P(/IV) ~ P(N) 15/25_1/3
Remarque : nous avons P(4/p) = % = P(ANB) =P(BP(A/g) .ccccvee. [1]

Exemple :
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Une urne contient 8 boules rouges et 4 blanches. On tire sans remise 2 boules de
I’urne et admettons qu’a chaque étape tous les tirages possibles sont équiprobables. Quelle

est la probabilité que les deux boules tirees soient rouges ?

Réponse : on désigne par R1 et R2 respectivement les événements « la premiere boule tirée
est rouge » et « la seconde boule tirée est rouge ». Si la premiére boule tirée est rouge, il
reste alors dans I'urne 7 boules rouges et 4 blanches. Par conséquent, le calcul de

probabilité est donné par la formule suivante :

P(R1NR2)

Nous avons : P(Rl/RZ) = rRD)

.= P(R1n R2) = P(RDP(4/p,)

P(R1) = 8/12, P(R1/,,) = 7/11 alors P(R1 N R2) = (%) (%) = %

5.1.Théoreme de multiplication :

L’équation [1] peut également Etre généralisée dans le cas d’une série

d’événements.

Théoreme 12 :Soient A; A4, ... ... .... A, une série d’événements quelconques d’un espace

probabilisé, alors :

P 0 821008 = PP (13 )0 (g )t (s i a )

Exemple : Une boite contient 10 articles dont 4 sont défectueux. On tire 3 objets de cette

boite, quelle est la probabilité pour que ces 3 articles soient défectueux ?

Réponse : le calcul de la probabilité d’avoir trois articles défectueux nécessite la définition

de trois événements distincts, a savoir :
A, «le premier article tiré est défectueux », alors P(4;) = 4/10
A, «le deuxiéme article tiré est défectueux », alors P(4,) = 3/9

A «le troisiéme article est défectueux », Alors P(A3) = 2/8

Dés lors, P(4; N A, N A3) = (%) (Z) @
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5.2.Théoréme de probabilités totales :

Theoreme 13 : Soient A; A,, ... A, forment une partition de I’ensemble fondamental Q ,

telsque: Vi #j,A4;NA =QetUlL;4; =A; UAU...UA, =Q

Soit aussi B un événement quelconque, alors nous avons :
BNQ=B=>B=BN(4;UA,U....UA4,)=(BNA)U(BNA)U .... U(BNA,
Nous avons par ailleurs, (B N 4;) N (BN A;) = @, (car Vi # j,A; N A; = @), donc :

P(B)=P(BNnAy) +P(BNnAy)+--.+P(BNA,), en appliquant le théoreme de

multiplication (théoréme 12), nous obtenons alors la formule ci-dessous :
_p(B B B
P(B) =P (B/y )P +P(B/y )PA) +-+P(B/y )P
D’ou la formule des probabilités totales est :P(B) = .7, P (B / A-) P(A),
4

5.3.Théoréme de Bayes :

Théoréeme 14 :Soit (€, T, P)un espace probabilisé, soient aussidy, 4,, ... ... A,, un systeme
complet d’événements (telle que P(A4;) # 0) et € J, alorsona:

P (M) = P (%) P40 _ P (B/a,) P4
P(B) Y, P (B/Ai) P(A)

Exemple :

On considére 3 cartes, de méme forme, a jouer. Cependant, les deux faces de la
premiere carte ont été colorées en noire, les deux faces de la deuxiéme carte en rouge
tandis que la troisieme carte porte une face noire et I’autre rouge. On mélange les trois
cartes au fond d’un chapeau puis une carte est tirée au hasard, en est extraite et placée au

sol. Si la face apparente est rouge, quelle est la probabilité que 1’autre soit noire ?

Réponse : Soient RR, NN, RN sont respectivement les événements, « la carte choisie est
entierement rouge », « entierement noire » et « une face rouge et I’autre noire ». Ainsi, R

est « I’événement la face apparente de la carte tirée est rouge ».

P(RN/,) = P(RNNR) _ P(R/pi)P(RN)
P(R) P(R/pp)PRR) + P(R/pn)P(RN) + P(R/py \)P(NN)
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6. Indépendance :
6.1. Indépendance de deux événements

Définition : Soit (Q,J, P)un espace probabilisé, on dit que les deux événements A et B

sont indépendants si e seulement si: P(AN B) = P(A)P(B)
Exemple :

On lance deux fois une piece de monnaie, I’ensemble fondamental est :
Q = {(P,P),(P,F), (F,P), (F,F)},

On désigne par A: «I’événement le premier jet donne Pile ». D’ou A = {(P,P),
(P,F)} et P(A) = 2/4 = 1/2. L’événement B : « le deuxiéme jet montre Pile », alors B =
{(P,P),(F,P)}etP(B) =2/4=1/2

L’événement A et I’événement B sont-ils indépendants ?
Nous avons I’événement AN B = {(P,P)},alorsP(ANB)=1/4 ......... (1)
Et d’autre part P(A)P(B) = (1/2)(1/2) = 1/4............ (i1)

De (i) et (ii) nous déduisons queP (A N B) = P(A)P(B), et de ce fait les deux événements

A et B sont indépendants.
Théorémel5 : Si A et B sont deux événements indépendants, alors :

1. P(AnB) = P(A)P(B)

A __ P(AnB) _ P(A)P(B) _ .
2. P(4/p) = re — rg) = P(A) siP(B) #0

B __ P(BNA) _ P(B)P(A) _ .
3. P(B/y) = P = @) = P(B) siP(A) # 0,

Théoréme 16 :Si A et B sont deux événements indépendants, alors A et B le sont aussi (de

méme pourd et B, Aet B)
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Démonstration : indépendance entre A et B ?

Nous avons: A et B sont deux évenements indépendants, alorsP(ANB) =
P(A)P(B)et,P(A) =1— P(AT)

La formule des probabilités totales donne :
P(B)=P(ANB)+P(AnB)= P(ANB) =P(B)—P(ANB)
D’ou P(ANB) = P(A)P(B) & (1 - P(A))P(B) = P(B)— P(ANB)
P(B) — P(ANn B)=P(B)- P(A)P(B), Alors :
P(A)P(B) =P(B) —P(B)+ P(AnB)=P(ANB)
Donc A et B sont deux événements indépendants
6.1.Indépendance totale de trois événements :

Théoréeme 17 : Trois événements A, B et C sont totalement indépendants (mutuellement

indépendants) si et seulement si :

)  P(ANBNC) =PAPB)PC)
i)  P(ANB) = P(A)P(B)
i) P(ANC) = P(A)P(C)
iv)  P(BNC) = P(B)P(C)

Exercices :

Exercice 1 :

Quatre hommes déposent leurs chapeaux au vestiaire en entrant un restaurant et

choisissent au hasard en sortant 1 des 4 chapeaux. Calculer les probabilités suivantes.

) Aucun des 4 hommes ne prend son propre chapeau.
i) Exactement 2 des 4 hommes prennent leur propre chapeau

Réponse : les quatre chapeaux seront numérotés comme ci-dessous :
1 : chapeau du 1" homme ; 2 : chapeau du 2®" homme, 3 : chapeau du 3" homme ; 4 :

chapeau du 4" homme.
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Donc, le nombre d’issues possibles est © 4! =24. [ (1,2,3 ,4), (1, 2, 4, 3), (1, 4, 2, 3), (4,
1,2,3), ..., (432, 1)]
1. Soit A: «[’événement aucun des 4 hommes ne prend son propre chapeau »
Le nombre d’issues favorables est 9, donc P(A) = 9/24
2. Soit B « [’évéenement Exactement 2 des 4 hommes prennent leur propre chapeau

Le nombre d’issues favorables est 6, donc P(B) = 6/24
Exercice 2 :

Une urne contient 5 boules blanches et 6 boules rouges. On tire 3 boules au hasard

en un seul tirage.

i) Quelle est la probabilité pour que le tirage donne 3 boules blanches ?
i) Quelle est la probabilité pour que le tirage donne 1 boule blanche et 2 boules

rouges ?
Réponse :

3

i) Soit [’événement A : « avoir trois boules blanches », donc P(4) = CC—_,?
11

1,2

ii) Soit B : « avoir 1 boule blanche et 2 boules rouges », alors P(B) = Cgfﬁ

11

Exercice 3 :

Un dé truqué de telle facon que la probabilité d’apparaitre pour chacune des faces
soit proportionnelle au point marqué sur cette face (par exemple, un 2 deux fois plus

probable qu’un 1). On jette le dé une fois. Calculer la probabilité :

i) De chaque événement élémentaire
i) D’obtenir un point impair ?

iii) D’obtenir un point pair ?
Réponse :
i) Soient les événements suivants :
Ai : « Obtenir le pointi » tel que i=1, 2, 3,4,5¢et 6
Nous avons : P(A1)+ P(A2)+ P(Az)+ P(Az)+ P(As)+ P(As)=1

Ainsi : P(A2)=2P(A1)
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P(A3)=3P (A1)
P(As)=4P (A1)

P(As)=5P (A1)

P(As)=6P (As)

Donc : P(A1)+ 2P(A1)+ 3P(A1)+ 4P(A1)+ 5P(A1)+ 6P(A1)=1= 21P(A1)=1

—=P(A)=1/21

P(A1) P(A2) P(Az) P(A4) P(As) P(As)

1/21 2/21 3/21 4/21 5/21 6/21

i) P(A1)+P(As)+P(As)=1/21 + 3/21 + 5/21 = 9/21
iii) P(A2)+P(A1)+P(As)=12/21

Exercice 4 :

On considere une famille avec deux enfants. On suppose que la venue d’une fille

est aussi certaine que celle d’un gargon.

) Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des gar¢ons sachant que 1’ainé
est un gargon ?
i) Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des gargons sachant qu’au

moins un des enfants est garcon ?

Réponse :

On désigne par f: fille et par g : garcon, alors [’ensemble fondamental des événements :

Q={.9,0.1) g 9}

1) Soient A : «les deux enfants sont des garcons » et B : «/’ainé est un gargon »,

alors : P(4/p) = Z72 0u 4 = (9,90}, B = (9. /), (9, )} AN B = {(9,9)}
P(A/p) =1 =35}
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P(ANC)

ii) soit C : « au moins un des enfants est garcon », alors P(4/) = %)

OV N

C=199F9@NLANC ={(g.g)}dou:P(4/;) =

Bl R

Exercice 5 :

Une compagne d’assurance répartit les assurés en 3 classes : personnes a bas risque,
risque moyen et haut risque. Ses statistiques indiquent que la probabilité qu’une personne
soit impliquée dans un accident sur une période d’un an est respectivement de 0,05, 0,15 et
0,30. On estime que 20% de la population est a bas risque, 50% a risque moyen et 30 a

haut risque.

1. Quelle est la proportion d’assurés qui ont eu un accident ou plus au cours d’une
année donnée ?
2. Siun certain assuré n’a pas eu d’accidents I’année passée, quelle est la probabilité

qu’il fasse partie de la classe a bas risque ?

Réponse :

Soient les événements suivants :

A : « Personnes a bas risque », P(A) = 0,20

B : « Personnes a moyen risque », P(B) = 0,50

C : « Personnes a haut risque », P(C) = 0,30

D:« personne impliquée dans un accident», P(P/,)=0,05 P(P/g) =015,

P(P/-) =030

D : «Personne non impliquée dans un accident », P (E/A) =095, P (E/B) = 0,85,
P(P/¢) =070

1. T : «personnes ayant un accident au moins durant une annee »

p(r) = P(AP(P/,) + PBIP(P/g) + P(C)P(P/ )= (0,20)(0,05)+(0,50)(0,15)+(0,30)(0,30)
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A B p(a)P(P/4)
27 ( /5) — PP(P/5)+P@)P(P/p)+P(CIP(P)

29



Polycopié de cours de Statistique Il Dr. M. Bouznit

Chapitre 111 : Variables aléatoires et loi de probabilités
1. Définitions

Définition 1: une variable aléatoire réelle X sur un ensemble fondamental Qse définit
souvent comme une fonction de Q dans I’ensemble R des nombres réels, tels que 1’inverse
de chaque intervalle de R doit étre un événement de Q. Autrement dit , X : Q — R. Pour
tout intervalle [a, b] € R, I’ensemble {X € [a, b]} = {® € Q : X(®) € [a, b]} est un

événement.

Définition 2 : I’ensemble {x € R/ x = X(w),w € Q} est appelé I’espace de la variable

aléatoire X.
Exemple :

On lance successivement deux fois une piéce de monnaie, on définit la variable

aléatoire X correspond au nombre de « face » obtenu.

Réponse : I’ensemble fondamental des résultats possibles est ) =

{(P,P),(P,F),(F,P),(F,F)},

Evénements élémentaires Variable aléatoire X | Probabilité P(X = x)
(nombre de face)

(P.P) 0 1/4
(P.F) 1 2/4
(F,P)

(F.F) 2 1/4

Donc les valeurs que peut prendre la variable aléatoire X, ou I’espace de X, sont les
suivantes: X = {0,1,2}

Remarque :

Si X et Y sont des variables aléatoires définies sur le méme ensemble fondamentalQ, alors
les nouvelles variables X +Y, X + k, kX, et XY sont aussi des variables aléatoires (k €

R). Car celle-ci sont des fonctions sur Qdéfinies comme ci-dessous :
X +Y)(w) =X(w)+Y(w).
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X+Ek)(w)=Xw)+k.
(kX)) (w) = kX (w).
X)) (w) = X(w)Y(w).

Notation : les notations aux P(a) et P(a < X < b) seront utilisées pour désigner les
probabilités des évenements « X prend la valeura » et

« Xcompriseentrelesdeuxvaleursaetb »
2. Loi de probabilité d’une variable aléatoire

2.1. Définition : la loi de probabilité d’une variable aléatoire X consiste a déterminer pour
toutes les valeurs possibles de X leurs probabilités d’apparition. C’est-a-dire, si X est une
variable aléatoire sur un ensemble fondamental Q fini, alors les événements élémentaires
de Q relatifs a X sont définis comme suit : X(w) = {xq, x5, ... ... x,}. La probabilité pour
que I’événement relatif a x;sont réalisées et définies par P(X = x;)=f(x;). cette derniere est
appelée loi de probabilité, ou encore densité de distribution de probabilité. Le tableau ci-

dessus résume une telle définition :

Variable aléatoire X X1 Xo | X Xn
Loi de probabilit¢ | P(X = x;) PX=x3) |.co.o. P(X = x;) P(X = xp)
P(X =x;)(ouPp)

En outre, toute loi de probabilité se représente graphiquement par diagramme en batons,

comme ci-dessous :

i
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Propriétés d 'une loi de probabilité P(X = x;) :

)  P(X=x)20,
i) i) YL, PX=x)=1

3.Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle :

3.1. Définition : La fonction de répartition d’une variable aléatoire X est une
application F de R dans [0,1]. Autrement dit, la fonction de répartition F permet de calculer
les différentes probabilités d’une varaible aléatoire dont la valeur est inférieure strictement
a un seuil donné(x).Mathématiquement parlant, la fonction de répartition, noté F(x), est

définie de la maniére suivante :

X:R - [0,1].
F(x)=P(X <x)

3.2.Propriétés de la fonction de répartition :
Toute fonction de répartition F (x) doit remplir les critéres suivants :

i) F(x) est une fonction croissante, autrement dit si a et b € R, et a < b, alors :
F(a) < F(b)
i) lim F(x)=1

X—+00

iii) lim F(x)=0
X——00

iv) F(x) est continue a droite.

3.3.Relation entre fonction de répartition et la probabilité de X :

Les calculs de probabilités relatifs aux différentes valeurs de X peuvent étre traités en se

basant sur la fonction de répartition.

i) Pla<X<b)=F(b)—F(a),telquea<b

Démonstration : on peut écrire (X < b) comme 1’union de deux événements mutuellement
disjoints. C’st a dire,{( X < b)} ={(X < a)}U {(a < X < b)} alors:

PX<bhb)=PX<a)+P(a<X<bhb)=>P@a<X<b)=PX<b)—PX<a)
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Pour obtenir la probabilité P(< b) en utilisant la propriété de continuité, alors :
. 1) _ 5. _ — 1 _t
P(X <b) = P( lim {x<b-3}= lim P(X <b—1/n}= lim F(b—)

Exemple :

Soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction de répartition F (X) est définie par :

(0 six<O0
0<x<1

F(X)=4{= 1<x<2

=
HN|HW|NN|R

2<x<3
x=3

La représentation graphique d’une telle fonction de répartition est la suivante :

A

F(X) 1
1

11/12

2/3

1/2

E) 0 1 2 3 o

En se basant sur la fonction de répartition mentionnée ci-dessus pour calculer les
probabilités suivantes :
1
P(X < 3),P(X = 1),P(x > E),p(z <X<4)
Réponse :
. . 1 . 1
)  P(X<3) =P(nl_1)rI1°o{X<3—;}— lim F(3-3)=11/12

n-—-+oo
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i) PX=1=P(X<1)-P(X< 1)=F(1)—n11r+rlmF(1—%) =
=1/6

i) P(x>)=1-P(X<3)=1-F(3)=1-1=3/4

iv) PQR<X<4)=F@4)-FQ)= 1—%: 1/12

wlN
|
N |-

3.4.Types de variables aléatoires :

3.4.1. Variables aléatoires discreéte :

a). Définition : une variable aléatoire X est dite discréte si et seulement si que toutes les
valeurs qui peuvent prendre X sont des quantités dénombrables. Sa loi de probabilité est
définie par f(x) = P(X = x). Donc si la variable aléatoire discrete X peut prendre les

valeurs dénombrables x4, x,, x5 ... alors f(x;) = P(X =x;) =2 0tg. i = 1,2, ....
Théoreme 18:VX = {x1,x,, x5 ....}alors 72, P(X =x;) =1
b) Fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte :

On exprime la fonction de répartition F d’une variable aléatoire discrete en fonction des

valeurs prises par sa loi de probabilité : F(a) = Y.<, P(x) = P(X < a)
Dans le cas précis ou les valeurs possibles de la variable aléatoire sont x;, x5, x5 ... avec
x; < x5 < x5 ..., alors la fonction de répartition est une fonction en escalier.

Exemple : a titre illustratif, on prend I’exemple d’une variable aléatoire X dont la loi de

probabilité est donnée par :

PX=1) =§,P(X =2) =§,P(X =3) =§,P(X =4)=1/8, donc:

(0 x<1
1
- 1<x<?2
2 <x
3

F(x)=<Z 2<x<3
! 3<x<4
3 <x
\1 x=>4
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3.4.2. Moments d’une variable aléatoire discréte :

a) L’Espérance mathématique :

L’espérance mathématique d’une variable aléatoire discréte est I’'un des concepts
les plus importants dans la théorie des probabilités. Pour une aléatoire discréete X de loi de
probabilité P(X = x), ’espérance mathématique de X, notée E(X), se définit par

I’expression suivante : E(X) = Y1, x;,P(X = x;)

En réalité, I’espérance mathématique d’une variable aléatoire X est la moyenne des

valeurs que peut prendre X, et les poids sont les probabilités qui les associées.

Exemple 1 : soit X une variable aléatoire dont les probabilités sont :

1 1 1
P(X =0)=2,P(X =1) =1/2,alors E(X) = 0P(X = 0) + IP(X = 1) = 0 (5) +1 (5) =1/2
Exemple 2 : on cherche 1’espérance E(X)de la varaible aléatoire X résultant du lancé d’un
dé équilibré
Réponse: P(X=1)=P(X=2)=P(X=3)=PX=4)=P(X=5 =P(X=6)=
1/6

Alors EX)=1P(X=1)+2P(X=2) +3P(X =3) +4P(X =4) + 5P(X = 5) +

6P(X=6)=7/2

Exemple 3 : I une variable aléatoire indicatrice pour 1’événement A

= {1 si A se produit
0 sinon

Réponse: P(X = 1) = P{A},P(X =0) =1 — P{A} alors :
E(D) =1P(X = 1) + 0P(X = 0)= P{A}

b) Espérance mathématique d’une fonction de variable aléatoire :

Théoremel9 :

Si X est une variable aléatoire discrete pouvant prendre ses valeurs parmi les

valeurs x;, i> 1, avec des probabilités respectives P(X = x;), alors pour toute fonction

réelle gonaura E(g(X)) = X g(x)P(X = x;)
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Exemple : Soit X une variable aléatoire qui prend une des trois valeurs suivantes : -1,0, 1,
avec les probabilités respectives: P(X =-1)=0,2,P(X=0)=0,5PX =1)=0,3;
calculer E(X?) ?

Réponse : E(X2) = Y3, x*P(X = x;)

E(X?) = (=1)2(0.2)+= (0)%(0.5)+= (1)2(0.3) = 0,5
Propriétés :
Soient X et Y deux variables aléatoires, alors nous avons :

) EX+Y)=EX)+ EY)

ii) E(aX) = aE(X),a €R

iii) E(aX + b) = aE(X) + b,(a,b) € (R,R)
iv) SiX>0,alorsE(X) =0

Remarque : I’espérance mathématique E(X) est un opérateur linéaire

c) Variance d’une variable aléatoire discrete :
Soit X une variable aléatoire discréte, alors la variance de X  sera donnée par
I’expression suivante :
VIX) =E[X-EX)]*=>V(X) = EX?) - [EX)]?
Démonstration :
V(X) = E[X — E(X)]? = E[X? — 2XE(X) + 2(E(X))?]
=E(X?) — 2E(X)E(X) + 2(E(X))?

= E(X?) — (EX)?

Exemple : On veut calculer la variance d’une variable aléatoire X relative au nombre

obtenu lors du jet d’un dé équilibré.

Réponse : Nous avons les probabilités PX=1)=PX=2)=PX =3)=
PX=4)=PX=5)=PX=6)=1/6

Alors:  EMX)=1P(X = 1)+ 2P(X = 2) + 3P(X = 3) + 4P(X = 4) + 5P(X = 5) +
6P(X = 6) = 7/2
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Et E(X?) = 12P(X=1)+2?°P(X =2)+3?°P(X =3)+4?°P(X =4)+5°P(X =5) +
62P(X =6) =91/6

Alors la variance : V(X) = E(X?) — [E(X)]? = (%) — (%)2 = (j_z)

Propriétés :

i) V(ab)€ (RR)alorsV(aX) = a?V(X)

i) V(aX + b)=a?V(X),carV(b) =0

iii) L’écart type : 0(X) = /V(X)

iv) V(X) =0

3.4.3. Variables aleatoires continues :
a) Définition : soit une application X: Q — R, on dit que X est une variable

aléatoire continue (parfois dite absolument continue), s’il existe une
fonction f > 0 définie pour tout x € R et vérifiant pour tout B de nombre

réel la propriété suivante :

P(X € B) =j f(x)dx(x)
B

La fonction f est appelé la densité de probabilité de la variable aléatoire X.
Théoréme 20:

Soit X une variable aléatoire continue, alors :
+00
PX € l-e, D) = [ fG)dx =1

Exemple: Si B = [a,b],alors: P(X€B) =P(a<X <b) = f: f(x)dx
Sia=b,alors: P(X =a) = [ f(x)dx =0

Par conséquent, pour toute variable aléatoire X, alors :

P(X<a)= fa f(x)dx

Exemple : Soit X une variable aléatoire continue dont la fonction de densité est donnée
par I’expression suivante :

_fc(4x —2x*)si0<x <2
f&) {0 sinon

i) Quelle est la valeur de c ?
i) Calculer P(X > 1)?
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Réponse :

i) fest une fonction de densité = f:’of fX)dx=1=>¢ f02(4x —2x)dx =1

:>c[2x2—(§)x3](2) =1=c¢ =§

ii) PX>1)= f1+oof (x)dx = Zf1+oo(4x —2x%)dx = %

b) Fonction de répartition d’une variable aléatoire continue :
La relation entre la fonction de répartition F(x) est la fonction de densité f(x)d’une

variable aléatoire X est donnée par :

Fix) =P(X <x) = fx F(t)dt

dF(x)

D’ou: f(x) =F'(x) = .

Exemple 1 : soit X une variable aléatoire continue dont la fonction de densité est donnée
par :f (x) = le™** x > 0, déterminer la fonction de répartition F (x)

Réponse :

i) six €]-,0]=F(x)=["_f(Odt=["_0dt=0
i)  six€]0,+oo[: F(x) =P(X <x) = [ f(Odt=[ AeMdt=1—e»

Exemple 2 : la fonction de répartition d’une variable aléatoire continue X est donnée par :

0 six<a
F(x) = g a<x<b , Déterminer la fonction de densité ?
1 x=>b
Réponse : nous avons f(x) = F'(x) = d';ix), alors :

1) six<a:.f(x)=F(x)=0
i) sia<x<bif(x)=F()=—
iii) si x=b:f(x)=F(x)=0

c) Espérance mathématique E(X) et variance V(X)d’une variable
aléatoire continue :

) L’Espérance : Si X est une variable aléatoire continue ayant pour densité f,

alors:  E(X) = [0 xf(x)dx
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Exemple : Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par :

f(x) = 2x, si0<x<1

Alors : I’espérance E (X) = fj;o xf(x)dx = fol 2xdx = g

Théoréme 21:

Si X est une variable aléatoire continue de densité f, alors pour toute fonction réelle

g(x)onaura: E(g(x)) = [ g f (x)dx

Exemple : soit X une variable aléatoire dont la densité est :

(1 si0<x<1
f(x)_{O sinon

etg(x) =e*
Alors : E(e*) = f_t:o e*f(x)dx = fol e*dx =e —1
d) Linéarité de I’espérance :

Théoreme 22:

Pour tous réelsa et b, nous avons E(aX + b) = aE(X) + b

e) Variance d’une variable aléatoire continue V(X) :

Soit X une VA continue, alors : V(X) = E[X — E(X)]? = E(X?) — [E(X)]?
Exemple : déterminer la variance de la variable aléatoire X dont la densité :

_(2x si0<x<1
f(x)_{O sinon

Réponse : E(X) =2, E(X?) = [**x2f(x)dx = [} x2(2x)dx = [ 2x3dx = =
3 —oo 0 0 2

1

D’ou:V(X) = E(X?) = [E(X)]*=% _(g)z ==

Remarque : V(a, b) € (R,R) alors : V(aX + b) = a?V(X)

L’¢cart type : o(X) =V (X)
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Exercices :
Exercice 1:

On jette trois fois une piéce de monnaie mal equilibrée et telle que P(F) =
3/4 et P(P) = 1/4. Soit X la variable aléatoire représentant la plus grande succession de

faces que I’on obtient.

e Deéterminer la loi de probabilité de X et représenter la graphiquement
e Donner sa fonction de répartition et sa représentation graphique

e Calculer I’espérance, la variance et I’écart type de la variable aléatoire X

Exercice 2 :

Un joueur lance deux piéces de monnaie bien équilibrée. 1l gagne 10 DA ou 20 DA

selon qu’il obtient 1 ou 2 faces. Par contre, il perd 50 DA s’il n’obtient aucune face.
e e jeu est-il favorable au joueur ?
Exercice 3 :

Une personne possede 4 clefs parmi lesquelles une seule ouvre la porte. Elle les
essaie au hasard en éliminant celles qui ne marchent pas. On pose X « le nombre d’essais
pour ouvrir la porte ».

1. Calculer la loi de probabilité de X, c’est-a-dire P(X = k) aveck =1, 2, 3, 4.
2. Calculer E(X) et Var(X).
Exercice 4 :

On choisit deux cartes au hasard dans une boite contenant 5 cartes numérotées 1,1,

2, 2, et 3. Soit X la somme et Y le maximum des deux nombres tirés.
e Calculer la loi de probabilité de la variable aléatoire X et la variable aléatoire Y ?
e Calculer la loi de probabilité de la variable aléatoire X+Y ?
e Calculer I’espérance mathématique et la variance de X, Y et X+Y ?
Exercice 5 : Soit X une variable aléatoire dont la fonction de probabilité est:
—x?) si—1<x<
Flx) = {c(l Ox ) si Silno_nx <1
e Quelle est la valeur de c?

e Quelle est la fonction de répartition de X, E(X) et V(X) ?
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Chapitre 1V : Lois de probabilité usuelles

Le présent chapitre a pour objectif de présenter une liste de lois de probabilités les plus
usuelles. En effet, pour chaque loi de probabilité usuelle nous allons donner ses
caractéristiques, son non, son symbole, sa loi de probabilité ou sa fonction de densité, ainsi
que ses moments. Etant donnée la nature de la variable aléatoire, deux catégories de lois

usuelles peuvent étre distinguées, a savoir les lois discretes ou des lois continues.
1. Lois discretes :

Par convention, en entend par une loi discréte, toute loi de probabilité associée a

une variable aléatoire discréte.
a. Loi discréte uniforme :

Définition : soit X une variable aléatoire discréte. On dit que X suit une loi discréte
Uniforme sur I'intervalle [1,n], notée X ~» Ij1 5, si est seulement si P(X = x) = 1/n, et
ce pour toute valeur de x = {1,2,....n}. Cela impligue P(X =1)=PX =2) ==
P(X =n).

Exemple : On lance un dé, alors I’ensemble des résultats possibles est :
Q={1, 2, 3,4, 5, 6},alorsP(X=x)=1/6vV={1,2,...,n}

Il est clair que n = 6 points, alors (X = x) = 1/6. De ce fait, la variable aléatoire X suit

une loi uniforme et on note ~ Ij; 6 .Autrement dit, pour toute partie finie A de Q,

cardde (A) _ nombredecasfavorablesdeA

alors :P(A) =

cardde (Q) - nombredecaspossibles
Moments d’une loi discréte uniforme :
e L’espérance mathématiqueE (X) :

n+1
2

E(X) = (%) 1) + (%) @)+ + (%) (n) = (%) [1+2+4+n]=

D’ou : EX) =%Z§=1x=n7+1

e Lavariance V(X)
V(X) =E[X—-EX)]? = E(X?) — [E(X)]?, alors :
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1 n(n+1)(2n+1)

E(X?) = (3) [+ 449+ 4 n)=L 202

(n+D@2n+1)  (n+1)?
6 4

Par conséquent, V(X) =

Dou: VOO =23n, 0 - (=t
b. Loi de Bernoulli, notée B(p):

Définition : La loi de Bernoulli intervient dans le cas ou la variable aléatoire X prend
uniquement deux valeurs, appelée par convention succes ou échec. En effet, la loi de
Bernoulli de paramétre p est celle associée a une varaible aléatoire discréte dont les
valeurs ne peut étre que 1 ou 0 avec les probabilités p et (1 — p).
On note alors X ~ B(p), c'est-a-dire la varaible aléatoire X suit une loi de Bernoulli
de paramétre p.
Quelques Exemples relatifs aux variables aléatoires suivant une loi de Bernoulli:

e On lance une piéce de monnaie, donc les résultats possibles sont : pile ou face

e Un étudiant passe un examen, il se pourrait qu’il ait ou pas.

e Le test de qualit¢ d’un lot de picces, des pieces défectueuses ou non

défectueuses.

e Une porte fermée ou ouverte.

Pour une telle expérience, on va associer a la variable aléatoire X la valeur 1 pour un

succes, et la valeur 0 pour un échec. Alors on note :

1: Suxces
X =
{O: échec

Si La probabilité d’avoir un succes : P(X = 1) = p , alors la probabilité d’avoir un échec

estP(X =0)=1—-p =q.onnotalors X ~ B(p)
Moments : Les moments d’une variable X qui suit une loi de Bernoulli sont donnés par :
e L’espérance mathématique E(X) :

EX)=MDp+O)A-p)=p

Dou:E(X)=p
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e Lavariance V(X) : V(X) = E(X?) — [E()]? = (1P)p + (0)(1 — p) — p?
=p-p’=p(1-p)

D’ou:V(X) =pq =p(1—p)
Exemple :
On lance, une seule fois, dans I’air une piece de monnaie, les résultats possibles sont ainsi :
Q = {pile, face}

1:pile

On désigne par X = {O:face

Il est clair que la variable aléatoire X suit une de Bernoulli dont P(X =1) =% et

P(X=0)= 1—%=% donconnoterB(%)

1
2

L’espérance mathématique de X : E(x) =p =

La variance de X : V(X) = pq = (l) (-):%

2 2

c. Loibinomiale :
Soit X une variable aléatoire discréte dont les résultats possibles sucés ou échec. Si on
répete la méme expérience n fois, alors on dit que la variable X suit une loi binomiale

de parametres n et p, on note alors X ~ B(n,p)

Remarque : Y, B(p) ~ B(n,p), c’est dire répéter n fois une loi de Bernoulli va donner

une loi binomiale.

La loi de probabilité d’une loi binomiale est définie par la formule ci-apres :
PX =x) =Cp*(1—-p)"™™*

Oux : est nombre de succés parmi les n durant les n expériences.

Moments d’une variable sui une loi binomiale :
e L’espérance :
Nous savons que ), B(p) ~ B(n,p), alors X ~ B(n,p) = X =Y X;, tel que X; ~ B(p)

Par conséquent, E(X) = E(X X;) = Y E(X;), (car les X;sont indépendants)
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=np
D’ou E(X)=np
e Lavariance :
V(X) =npq =np(1-P)
Exemple :

On veut réaliser une étude clinique sur des malades se présentant a une consultation
hospitaliere. Pour cette étude, seuls les malades répondant & un ensemble de critéres C sont
retenus. Des caractéristiques antérieures ont montré que 20% des consultations présentent

les critéresC.

Dix malades viennent consulter le premier jour. Soit Xla variable aléatoire relative
au « nombre de malades retenus » c'est-a-dire répondant a I’ensemble des critéres C. la

variable X alors suit la loi binomiale, c'est-a-dire X ~» B(10; 0,20)

La probabilité pour qu’aucun malade ne soit consulté ce jour est égale a :
P(X =0) = € (0,20)°(0,80)1° = 0,107
Par ailleurs, la probabilité pour qu’au moins un malade soit consulté :

P(X>1)=1-—P(X=0)=1-0,107 = 0,803

d. Loi geométrique :
La loi géométrique est la loi de la variable X, «loi de nombre d’essais nécessaires »,
pour qu’un événement de probabilité p apparaisse la premiére fois aprés le n'*™ essai.
Les hypotheses étant les mémes que la loi binomiale, en particulier, la probabilité p
reste constante au cours des essais, alors :
PX=x)=p(1-p)*1xeN

Il'ya (x — 1) échecs avant d’obtenir le succes au x*™€essai.

Moments : E(X) =%

1

v ==E

Exemple :Un certain matériel a une probabilité p = 0,02 constante de défaillance a chaque

mise en service. On procéde a I’expérience suivante, ’appareil est mis en marche, arrété,
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mis en marche, arrété, jusqu’a ce qu’il tombe en panne. Le nombre d’essais nécessaires
pour obtenir la panne est une variable aléatoire suivant la loi geométrique de parametre p.
La probabilité pour que ce matériel tombe en panne (pour la premiere fois) au deuxieme

essai égale a :

P(X = 10) = (0,02)(1 — 0,02)° = 0,0167

Moments: E(X) = -1
p 0,02

1-p 1-0,02

V(X) = =
) p? 0,022

e. Loi de Poisson, notée P(4) :

Cette loi a été découverte au début du XIX* par Siméon-Denis Poisson. Cette loi
s’applique aux événements rares, c’est dire la probabilité de survenance d’un tel
événement est trés faible. C’est le cas notamment de controle de qualité puisque on
suppose que les erreurs sont rares, les risques liés aux crédits...etc. En effet, on dit qu’une

une variable aléatoire entiereX, positive ou nulle, suit une loi de Poisson de parametred >

0, si et seulementsi: P(X =x) ==e %ol x € N.

Démonstration :

1

La loi de Poisson est une loi de probabilit¢ = Y P(X = x) = XI% 0 -

2+00£ -1 —)Lz+oo)L —/1 +/1_e

20 , donc la loi de poisson est une loi de
x!

probabilité.
Quelques exemples relatifs a la loi de Poisson :

- Le nombre d’appels téléphoniques pendant un intervalle de temps.
- Le nombre de pieces défectueuses dans une livraison importante, la production
étant de bonne qualité

- Risque de crédits

Moments :
Théoréme 23 : soit X une variable aléatoire suit une loi de Poisson de
parametreA > 0, alors E(X) = V(X) =
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Démonstration :

x

E(X) _Z XP(X_x)_Zx 1x_e_l_ _AZ x(x 1),_ _/IZJC 1(x 1)'
- Ax-1
AZX 1(x 1)!
2R TESE, ok =x —1)
k
=le~te?=2, (car % = M)
Do E(X) =21
V(X) = E(X?) — (E(X))*=E(X?) — A?
22X _ 0 R -
E(XZ) _ZX OxZP(X_x) ZX 1x e A= ;Ci-=1x(x_1)! A

Onposex =x—1+1,alors:

Rkl yEd Foo yEd
E(XZ) = ZXme_A = Z(X— 1+ 1)(xf1)!€_/1
x=1 x=1

—A

=Xxs(x - Dy 1), e My 1(x o€

et oA
R (x 1

sz

(x 2)'

—92,-A g+ AT -4yt At
=Ace ™Y 2 2(x 2)‘+/1 I 1 G

= Pe ik ok, +/1 _Azltooo%];
= 2e~*et+ Je et
=22+

dot: V(X) = 22 +A—A2= A

2. Lois continues :

Les lois continues sont celles associées a des variables aléatoires continues.

a. Loide Laplace-Gauss ( Loi normale)
Définition :Une variable aléatoire X réelle, définie sur 1’ensembleR, suit une loi

normale de l’espérance(,u) et d’écart type(o) si sa densité de probabilité est définie

—(x-pw)?

par: f(x) = ?e T 207 Ou f “ f(x) = 1alors on noteX ~ N(i; o).
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La loi normale est utilisée dans des cas tres nombreux. Elle peut étre appliquée pour

des phénomenes physiques, en économie, en médecine, en contrdle de qualité....etc.

Représentation graphique de la fonction de densité :

0

0 1 2 3

Figure 1:fonction de densité d'une loi normale

Par ailleurs, la fonction de répartition d’une loi normale de moyenne u et d’écart type o
est donnée par la formule suivante :

1 X —(e=w?
FX)=PX<x)= f e 202 dt
oV2tJ_w

Ou sa représentation graphique prend la forme ci-dessous :

& Pix
1 »

Prob{xX<x}

*
o x

Fanction de répartition Pix)

Remarque :

Si une variable aléatoireX ~ N(u; o), alors Y = aX + b est une variable aléatoire de
moyenne (au + b) et d’écart type (ao) et de variance V(Y) = a®a?[avec (a, b) € (R,R)]

Démonstration :

Nousavons E(X) =u=E(Y)=E(aX +b) =E(@X)+EMb)=aEX)+b=au+b
Dou:E(Y)=au+b

Par ailleurs, V(X) = 62 =2 V(Y) =V(aX + b) =V(aX) + V(b) = a?V(X) + 0 = a?c?
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D’ou V(Y) = a?a?.
Moments :
EX) = pu, V(X) =o?

e Variable aléatoire centrée réduite : ¥ ~ N(0,1)

Définition : On dit que la variable aléatoire Y est centrée réduite associée a la variable X

(o0 X ~» N(u; o)) si est seulement si Y = ’%“

La fonction de densité de la variable aléatoire normale centrée réduite :

¥) = L -?
f _me

La fonction de répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite :

=(t)?
2 dt

1 y
FX)=PY <y)= —f e
X) =P <y) Nz

Propriétés :
Si Y ~ N(0,1), c'est-a-dire Y suit une loi normale centrée réduite de moyenne (0) et

d’écart type (1), alors les propretés ci-dessous sont toujours vérifiées :

i) Vy €eRF() =P¥ <y)=[ f(tdt

i) Vy eRF(—y)=1- F(y)
ii)Vy eRP(Y>y)=1—-P(Y < —y)=
V) V (71,¥2) € (R,R), P(y1 <Y < y)= (¥2) — F(y1), oliy; <y,

Lesmoments: E(Y) =0, V(YV) =1

Q|r

Démonstration : E(YY)=E (%) = iE(X —w)==[EX)—u] = i[y —u] =
= 1.

0.V(Y) =V (’%") “lyx=2

= o2
Remarque :

La table ci-dessous donne les différentes probabilités relatives aux différents

fractales appartenant a [0, +oo[ d’une variable aléatoire centrée réduite ( c’est 1’air de la
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F(x)situé a gauche). Par conséquent, le calcul des probabilités d’une variable aléatoire

normale de moyenne u et d’écart type o se fait en utilisant la formule suivante :

Y =X£ o0y ~ N(O,1)

g

Rappels:
VP(Z=z)=1-PZ<z)et2 P(Z<-z)=P(L>z)
Exemple: Sachant P(Z < 1,24) = (01,8925, on en déduit:
PZ=124)=1-PZ<124)=1-0,8925=10,1075
WPZ<-124)=PZ > 1,24)=0,1075

= 0,00 o, 01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,5000 0, 5040 0,5080 0,5120 0,5180 0,5199 0,5239 0,527% 0,5319 0,5359
a,1 0,5398 o, 5438 0,5478 0,5517 0,5557 o, 5598 0,5636 0,5&75 o,5714 0,5753
a,z 0,5723 o, 5832 0,5871 0,5%10 0,5948 o, 5387 0, 6026 0, 6064 o, 8103 0,6141
a,3 0,617% o, 6217 0, 6255 0,6293 0,6331 o, 6368 0, 6406 0,6443 o, 6480 0,86517
a,4 0,6554 0, 6591 0, 6628 0,6664 0, 6700 o, 6736 0,8772 0, 6808 0, 6844 0,687%
a,5 0,69%15 o, 6350 0, €935 0,701% 0, 7054 o, TOEB 0,7123 0,7157 o, 7190 0,7224
0,6 0,7257 O, 7291 0,7324 0,7357 0,7389 0, 7422 0, 7454 0,748 0, 7517 0,7549
a,7 0, 7580 o, 7611 0,7842 0,773 o, 7704 o, 7734 0, 7764 0,7794 o, 7823 o,7852
a,8 0,7881 o, 7910 0,7339 0,7%67 0, 7935 o, BO23 0, 8051 0,BO078 o, 8106 0,8133
a,9 0,815% o, 8186 0,8212 0,B8238 0, 8284 o, B283 0,8315 0,83240 o, 8365 0,8389
1,0 0,8413 o, 8438 0,8481 0,B485 0, 8508 o, B531 0, 8554 0,B8577 o, 8599 0,8621
1,1 0,8643 o, 8665 0,88386 o,B8708 0, 8729 o, B743 0, 8770 0,87%0 o, 8810 0,&8830
1,2 0,8849 0, 8869 0,E8888 0,B8%07 0, 8925 0,B944 0,8962 0,B8%80 0,8897 0,89015
1,3 0,9032 O, 304% 0, 9086 0,%082 0,90%% o, 9115 0,9131 0,3%147 0, %162 0,9177
1,4 0,9192 o, 3207 0,9222 0,9236 0, 9251 o, 9265 o, %279 0,9%292 0, 3306 0,931%9
1,5 0,9332 o, 3345 0, 9357 0, 3370 0,93382 o, 93094 0, 3406 0,9%418 0, 3429 0,9441
1,6 0,9452 o, 3463 0,9474 0,%484 0, 9435 o, 9505 0, 3515 0, 3525 o, 3535 0,8545
1,7 0,9554 o, 3564 0,9573 0,9582 0,959%1 o, 9593 0, 3608 0,9%&ls 0, 3625 0,9633
1,8 0,9641 O, 364% 0, 98656 0, %564 0, 9871 o, 9678 0, 3686 0,9&93 o, 3699 0,9706
1,9 0,9713 o, 371% 0,9726 0,9732 0, 9738 o, 9744 0, 3750 0, 3758 0, 3761 0,97867
2,0 0,9772 o, 3778 0,97a3 0,9%788 0,973 o, 9798 0, 3803 0, 3808 0, 3812 0,9817
2,1 0,9821 0, 9826 0,9830 0,%334 0, 9838 o, 9842 0, 3846 0, %850 o, 3854 0,9857
2,2 0,9861 o, 3864 0, 9868 0,%371 0, 9875 o, 9878 0, %3881 0,9%884 o, 3887 0,%83%0
2,3 0,9893 O, 3896 0,98%8 0,9%01 0, 9304 o, 93086 0, 3309 0,9%11 0, 9913 0,9916
2,4 0,99%18 o, 3920 0,9922 0,9%25 0, 9327 o, 9323 0,9931 0,9%32 0, 3934 0,9936
2,5 0,9938 o, 3940 0,9941 0,9%43 0, 9345 o, 9948 0, 9948 0,9%%49 o, 3951 0,9952
2,6 0,9953 o, 33955 0,9956 0,9%57 0, 9959 o, 9360 0, 9961 0,9%62 0, 3953 0,9964
2,7 0, 9365 o, 3966 0,99&7 0,9%68 0,999 o, 9370 0, 53971 0,9%72 o, 3973 0,9974
2,8 0,9974 o, 3375 0,9976 0, 9377 o, 9377 o, 9378 0, %979 0,9%%793 o, 3980 0,9981
2,9 0,9981 0, 9962 0,998z 0,9%63 0,9984 0, 9984 0, 9985 0,9%85 0, 2986 0,9986
3,0 0,9%865 |(0,99869 |0,93874 0,9%878 |0,993882 o, 93886 (O, 99889 0,9%893 |0,%98%6 0,99300
3,1 0,%%%03 (00,9990 |0,99%10 |0,9%913 |0,939%16 o, 95918 |(0,99%21 0,9%924 O, 39926 0,99%29%
3,2 0,99931 o,99934 (0,99%35 |0,9%938 |0,293%40 0, 99942 |0,99%44 0,9%%946 |0,9%9948 0,99350
3,3 0,99952 o,%9953 (0,99%55 |0,9%957 |0, 29958 o, 93960 |(O0,99%61 0,9%962 O, 39964 0,99365
3,4 0,9%%6¢ |(0,99968 |0,99%6% |0,9%970 |0,99371 o, 93972 (0,99%73 0,9%974 o, 39375 0,9937¢
3.5 0,99a77 0,99978 (0,99%78 0,9%979 |0, 99380 0,99981 |(0,99981 0,9%582 0, 99983 0,99%83
3,6 0,9%984 o,%9935 |(0,99%85 |0,9%986 |0,9299%86 o, 93987 (O, 99987 0,9%%988 0, 39988 0,99%B8%
3,7 0,%%%8% |(0,999%0 |0,99%%0 |0,9%9%0 |0,99391 o, 93931 |(0,99%92 0,9%992 O, 39992 0,99332
3,8 0,9%993 |(0,999%3 |0,99%%3 |0,9%994 0,99%94 0, 99934 0, 99904 0,9%935 |0,%9935 0,99335
3,9 0,9%995% (0,999%5 |0,99%%& |0,9%9%6 |0,99%%96 o, 99936 |(0,99%96 0,9%9%6 |0,%9937 0,99337
4,0 0,93997 o, 99997 [0,99%97 0,9%9%7 |0,99397 0, 95937 |[0,99%98 0,9%998 0, 39998 0,99338

Exemple :
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N(3,2), donc de moyenne 3,

et d’écart type 2. Calculer :

i) P(X<4)

i) PX<-1)

i) P(X > 1)

iv) P(X < x,)=0,75

v) P(X >x, =085

Réponse : Nous avons X ~ N(3,2) =Y = ? ~ N(0,1)

) PX<4)=P (% < ‘:—3) = P(Y < 0,5) = F(0,5) = 0,6915

i) P(X < —1) = P(?<%‘3) =P(Y<-2)=1—F(2)=1—-09772

= 0,0228
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i) P(X > 1) =P($>1;—3) =P(Y>-1)=1-P(Y <-1)
=1 —[1 - F(1)] = F(1) =0,8413
=p (v <22) = F(22) = 0,75

2

X

Vi) P(X < x,)=075, = P(==<

2

X1

= = 0,6745

- xl = 4,35

Vi)P(X > x,) = 0,85 = P(% > "22_‘3):p (y > ?)

£272%1y=0,85

=1-P(Y < —[2

=(Y < —[27])=015
= x, = 0,9272

b. Loi exponentielle, notée &(4) :
Définition : on dit que la variable aléatoire X suit une loi exponentielle de

parametreAsi sa densité est définie de la maniere suivante :

le™  six>0
x) = =
f(x) {O six <0

Et la fonction de répartition F(x):  F(x) = P(X <x) = [, f()dt =1 — e~

Démonstration :
X
F(x)=PX <x)= J Ae Mdt = [—e_lt]g =1—e ™
0

Dou:F(x)=1-—e'*

Il est clair que lim F(x) = lim (1—e™) =1

X—+00 X—+00
+00 _
=[; " e Mdx =1
Les moments :

L’Espérance mathématique : E(X) = % , La variance :V(X) = %2
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Démonstration :E(X) = [ xf(x)dx = [, * x Ze~**dx (intégration par partie)

_ e~ Ax
=[~xe M]3 — [ 15”=

N N

Remarque : D’espérance mathématique d’une variable aléatoire qui suit une loi

exponentielle est égale a son écart type, car g = \/V(X) = \/Azz =1/A=EX)

Exercices :
Exercice 1 :

Un épicier recoit un lot de pommes dont 25 % sont avariés. 1l charge un employé
de préparer des emballages de 5 pommes chacun. Celui-ci, n"négligent, ne se donne pas la
peine de jeter les fruits avariés. Chaque client qui trouve, dans I’emballage qu’il achéte, 2
fruits ou plus qui sont avariés, revient au magasin se plaindre.

1. Soit X le « nombre de pommes avariées dans un emballage ». Déterminer la loi de
probabilité de X.

2. Quelle est la probabilité pour qu’un client donné se plaigne auprés de son épicier?

3. Si I”"epicier a 100 clients qui achetent des pommes ce jour-I"a, combien y aura-t-il de
plaintes?

Exercice 2 :

Une équipe « A » a la probabilité 2/3 de gagner chaque fois qu’elle joue. Sachant
que I’équipe « A » joue 4 parties, calculer la probabilité pour que A gagne :

e Exactement deux parties
e Au moins une partie
e Plus la moities des parties

Exercice 3 :
Une famille a 6 enfants. Calculer la probabilité pour qu’il y ait :

e 3garcons et 3 filles
e Moins de garcons que de filles

(On suppose que la probabilité pour qu’un enfant particulier soit un garcon est ')

Exercice 4 :
La durée de vie en heures d'un tube électronique est une variable aléatoire ayant
pour densité : f(x) =xe™ x>0

Calculer I'espérance de la durée de vie d'un tel tube ?
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