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Chapitre I : Analyse combinatoire 

1. Introduction 

 Par convention, l’analyse combinatoire est la théorie mathématique de 

dénombrement. Elle s’emploie pour dénombrer divers types de groupements que l’on peut 

faire à partir d’ensembles finis. En effet, on entend par analyse combinatoire l’ensemble de 

méthodes, ou techniques, permettant de déterminer le nombre de tous les résultats 

possibles d’une expérience particulière (c’est dire de dénombrer les différentes dispositions 

que l’on peut former à partir d’un ensemble d’éléments particuliers). Ces principales 

méthodes seront présentées ci-dessous :  

2.  Principe fondamental de dénombrement (PFD)  

2.1.Version restreinte  

 De façon générale, on entend par principe fondamental de dénombrement la 

technique qui permet de donner le nombre de résultats possibles de deux expériences 

quelconques. En effet, si une expérience quelconque peut être représentée de m façons 

différentes et une autre expérience den façons différentes, alors le nombre de façons 

différentes pour représenter à la fois ces deux expériences est le produit de m.n.  

Théorème 1 : 

 Supposons que nous allons réaliser deux expériences quelconques dont le nombre 

de résultats possibles est m et n respectivement, alors nous avons m.n résultats possibles 

du moment que ces deux expériences sont prises au même temps.  

Exemple 1 :  

 Une urne contient 4 boules de couleurs différentes dont une boule rouge (R), une 

boule blanche(B), une boule noire (N) et une boule verte (V). On veut effectuer, avec 

remise, deux tirages successifs. Combien y a-t-il de résultats possibles ? 

Réponse : Le nombre de résultats possibles est donné par des couples de deux boules. 

C'est-à-dire, RR, RB, RN, RV, BB, BR, BN, BV, NN, NB, NR NV, VV, VR, VB, VN. 

Autrement dit, nous avons 4 façons différentes pour tirer la première boule et 4 possibilités 

pour avoir la deuxième boule. En appliquant le principe fondamental de dénombrement, 

nous avons 4x4 résultats possibles (couples possibles) 



Polycopié de cours de Statistique II                                                            Dr. M. Bouznit  

3 
 

Exemple 2 : 

 Une petite communauté se compose de dix hommes et de leurs fils, où chaque 

homme ayant trois fils. Si un homme et l’un de ses fils doivent être désignés « père et 

fils », combien y a-t-il de différent choix possibles ? 

Réponse : En considérant le choix du père comme la première expérience et ensuite le 

choix de l’un de ses fils comme la seconde, alors d’après le principe fondamental de 

dénombrement il y aura (10) (3) =30 choix possibles.  

2.2. Principe fondamental généralisé  

Lorsqu’il y a plus deux expériences, le PFD peut être généralisé de la manière suivante.  

Théorème 2 : 

 Si nous avons r expériences dont les résultats possibles sont respectivement n1, n2, 

n3….,nr, alors nous aurons au total (n1 )(n2)..(nr)résultats possibles pour les r expériences 

prises ensemble.  

Exemple : Le comité de planification d’un collège est constitué de 3 étudiants de première 

année, 4 étudiants de deuxième année, 5 étudiants de troisième année et 2 étudiants de 

quatrième année. Un sous-comité de 4 étudiants, comportant un représentant de chaque 

classe, doit être choisi. Combien de choix possibles peut-on former un tel sous-comité ? 

Réponse : nous pouvons considérer le choix d’un sous-comité comme le résultat combiné 

de 4 expériences distinctes, chacune consistant à choisir un représentant unique dans l’une 

des classes. Par conséquent, en appliquant le PFD généralisé, il y a 3.4.5.2=120 

possibilités.  

3. Principaux types de principe fondamental de dénombrement  

3.1.Permutations  

3.1.1. Permutations sans répétition : Soit un ensemble de n objets distincts qu’on veut 

placer à n places distinctes. De combien de manière possibles peut-on faire ceci ? 

Réponse : 

Places 1 2 …………… n-1 n 

Objets  n choix possibles n-1 ……………. 2 1 possibilité 
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 Le tableau ci-dessus fait ressortir que dans la première place, nous pouvons placer 

un objet parmi n. dans la deuxième place, un objet parmi n-1 restants, et ainsi jusqu’à la 

nième  place où on peut placer un objet parmi n-(n-1) objets restants.  

Exemple 1:  

 Combien existe-t-il d’arrangements ordonnés des lettres a, b, et c ? 

Réponse : à partir de ces lettres, on peut former les arrangements ci-dessous : abc, acb, bac, 

bca, cab, cba. C'est-à-dire nous avons 6 arrangements possibles, et chaque arrangement est 

appelé permutation.  

 

Théorème 3:  

 Le nombre de permutations possibles de n objets, notée Pn est n!, tel que : 

 𝒏! =  (𝑛)(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)…… . . (2)(1) 

Exemple 2 : 

 Un cours de théorie de probabilités est suivi par 6 hommes et 4 femmes. Un 

examen a eu lieu, puis les étudiants sont classés selon leurs notes. On suppose que de deux 

étudiants obtiennent la même note est exclu.  

a) Combien de classement peut-on avoir ? 

b) Si les hommes sont classés entre eux uniquement et les femmes entre elles, 

combien de classements globaux peut-on former ? 

Réponse :  

a) Comme chaque classement correspond à un certain arrangement ordonné de 10 

personnes, de ce fait nous avons dans ce cas (10!)=3628800 permutations possibles. 

b) Comme il ya (6!) classements possibles entre les hommes et (4!) classements 

possibles entre les femmes, alors le nombre total de classements possibles est 

(6!)(4!)=17280.  

 

3.1.2. Permutations avec répétition : On veut connaitre dans certains cas le nombre de 

permutations dans un ensemble de n objets quand certains de ces objets sont 

indistinguables les uns des autres. Pour mieux comprendre ce genre d’expériences, 

nous prenons l’exemple ci-dessous :  

Exemple 1: Combien d’arrangements différents peut-on former avec les lettres 

« PEPPER »? 
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Réponse : Tout d’abord, on remarque qu’il existe (6 !) permutations des lettres P1, E1, P2, 

P3, E2, R lorsque les trois lettres P et les deux lettres E sont distinguables les uns des autres. 

Cependant, dans le cas de l’arrangement PEPPER, du moment qu’on permute les deux 

lettres P entre elles, un tel arrangement ne change pas. Par conséquent, dans ce cas de 

figure, il y aura en effet 
6!

3!2!
Arrangements possibles de lettres PEPPER.  

Théorème 4:  

 Lorsque on veut classer n objets parmi lesquels il existe n1 ,n2, n3……nr objets 

indistinguables des uns des autres, de ce fait le nombre de permutations possibles est 

donnée par la formule suivante :  

𝑃𝑛
𝑛1,𝑛2,…𝑛𝑟 =

𝑛!

𝑛1! 𝑛2!… . . 𝑛𝑟!
 

Exemple 2:  

 Combien peut-on former de mots différents avec toutes les lettres du mot 

« PROPORTION »  

Réponse : Nous avons 10 lettres dont certaines sont semblables. Les lettres P et R 

apparaissent deux fois, et la lettre O apparait deux fois. Par conséquent, le classement des 

différentes lettres est une permutation avec répétition dont le nombre de résultats possibles 

est donné par:   
10 !

2!.2!.3 !
= 151200 

Exemple 3 : Parmi les 10 participants à un tournoi de jeu d’échec, on compte 4 Russes, 3 

Français, 2 Anglais, et 1 Brésilien. Si dans le classement du tournoi on ne peut lire que la 

liste des nationalités des joueurs mais pas leurs identités, à combien de classements 

individuels différents une telle liste comprend-elle ? 

Réponse : il ya (10 !)/(4 !)(3 !)(2 !)=12600 classements possibles 

3.2.Arrangements  

3.2.1. Arrangements sans répétitions 

 On appelle arrangement de p objets pris parmi un ensemble de n objets  distincts 

(p≤n) tout groupe que l’on peut former en prenant ces objets et en les disposant à p places 

déterminées.  
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Théorème 5 : 

 Le nombre d’arrangements de p objets parmi un ensemble de n objets distincts est : 

𝐴𝑛
𝑝 = 𝑛!/(𝑛 − 𝑝)!. 

Remarque : si p=n, alors 𝐴𝑛
𝑝 = 𝑃𝑛 = 𝑛! 

Exemple : 

 Avec les lettres du mot « RELATION », combien peut-on former, avec ou sans 

sens, de mots différents de 5 lettres ? 

Réponse : c’est un arrangement sans répétition 𝐴9
5 =

9!

(9−5)!
= 15120 mots possibles  

3.2.2. Arrangements avec répétition  

 On appelle un arrangement avec répétition de p objets distincts toutes dispositions 

ordonnées de p objets parmi les n objets où un objet peut apparaitre plusieurs fois.  

Théorème 6: 

 Le nombre d’arrangement avec répétition, notée 𝐴𝑛
𝑝

, de p objets choisis parmi les n 

objets est 𝐴𝑛
𝑝 = 𝑛𝑝 

Exemple : Combien de mots différents de 5 lettres peut-on former avec les lettres du mot 

« COMBIEN » où toutes les lettres peuvent apparaître plusieurs fois ? 

Réponse : 𝐴7
5 = 75 mots possible 

3.3. Combinaisons : On appelle combinaison de p objets pris parmi n objets distincts, tout 

groupe que l’on peut former en prenant p de ces objets sans tenir compte de leur ordre.  

Théorème 7 :𝐶𝑛
𝑝
est le nombre de combinaisons de p objets pris parmi n objets, ou encore 

le nombre de groupes de taille p si l’ordre n’est pas considéré significatif (c’est-à-dire 

l’ordre n’est important). 

Exemple 1 :  

 On veut former un comité comprenant 3 d’un groupe de 20 personnes.  Combien y 

a-t-il de comités possibles ? 
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Réponse : il s’agit d’une combinaison, alors nous avons 𝐶20
3 =

20!

(20−3)!3!
= 1140 comités 

possibles.  

Exemple 2 :  

 À un examen de statistique, on demande aux étudiants de répondre à six questions 

sur 10. Combien y a-t-il de différents choix possibles ? 

Réponse : 𝐶10
6 =

10!

(10−6)!6!
= 210 

Remarque : 𝐶𝑛
𝑝 = 𝐴𝑛

𝑝/𝑝! , 

Démonstration :  
𝐴𝑛
𝑝

𝑝!
=

𝑛!/(𝑛−𝑝)!

𝑝!
=

𝑛!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
= 𝐶𝑛

𝑝
 

Propriété 1:  𝐶𝑛
𝑝 = 𝐶𝑛

𝑛−𝑝
 (formule de symétrie) 

Démonstration :  

Nous avons d’une part: 𝐶𝑛
𝑃 =

𝑛!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
   …..(1).  

Et d’autre part, 𝐶𝑛
𝑛−𝑝 =

𝑛!

(𝑛−𝑝)!(𝑛−𝑛+𝑝)!
=

𝑛!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
   …..(2) 

De (1) et (2) on déduit que 𝐶𝑛
𝑝 = 𝐶𝑛

𝑛−𝑝
 

Propriété 2  (Triangle de Pascal): 

Quels que soient les entiers 𝑛 et p tels que 1 ≤ p ≤ n − 1, alors nous avons : 

𝐶𝑛
𝑝 = 𝐶𝑛−1

𝑝−1 + 𝐶𝑛−1
𝑝

tel que1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 − 1 

Démonstration :  

Soient deux entiers 𝑛 et p tels que 1 ≤ p ≤ n − 1, alors: 

𝐶𝑛−1
𝑝−1 + 𝐶𝑛−1

𝑝 =
(𝑛−1)!

(𝑝−1)![(𝑛−1)−(𝑝−1)]
+

(𝑛−1)!

𝑝!(𝑛−1−𝑝)!
= 

(𝑛−1)!

(𝑝−1)!(𝑛−𝑝)!
+

(𝑛−1)!

𝑝!(𝑛−𝑝−1)!
 

=
𝑝(𝑛−1)!

𝑝(𝑝−1)!(𝑛−𝑝)!
+

(𝑛−𝑝)(𝑛−1)!

𝑝!(𝑛−𝑝)(𝑛−𝑝−1)!
 

 = 
𝑝(𝑛−1)!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
+ 
(𝑛−𝑝)(𝑛−1)!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
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 = 
𝑝(𝑛−1)!+(𝑛−𝑝)(𝑛−1)!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
 

 = 
(𝑛−1)![𝑝+(𝑛−𝑝)]

𝑝!(𝑛−𝑝)!
=

𝑛(𝑛−1)!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
=

𝑛!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
= 𝐶𝑛

𝑝
 

                  Etant donnée la formule du triangle de Pascal, le tableau ci-dessous permet de 

trouver rapidement les différentes combinaisons de p éléments parmi n éléments tels 

que1 ≤ p ≤ n − 1. En effet, la première colonne et la diagonale principale du tableau 

comportant le 1, alors le reste des cellules du tableau sera rempli en utilisant la formule de 

Pascal 𝐶𝑛
𝑝 = 𝐶𝑛−1

𝑝−1 + 𝐶𝑛−1
𝑝

     tq. 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 − 1.  

A titre illustratif, 𝐶6
3 = 𝐶5

2 + 𝐶5
3 = 4 + 6 = 10 

Tableau 1: Trianlge de Pascal 

n p 1 2 3 4 5 … p-1 p 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 

2 1 1 0 0 0 0 0 0 

3 1 2 1 0 0 0 0 0 

4 1 3 3 1 0 0 0 0 

5 1 4+ 6 4 1 0 0 0 

6 1 5 =10 10 5 1 0 0 

… 1 … … … … … 1 0 

n-1 1 𝐶𝑛−1
2  + 𝐶𝑛−1

3  ..    1 

n 1     =𝐶𝑛
3      

 

3.4.Théorème de Binôme de Newton  

Théorème 8: Si deux nombres réels 𝑥 et 𝑦, alors (𝑥 + 𝑦)𝑛 = ∑ 𝐶𝑛
𝑘𝑛

𝑘=0 𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘[1] 

Démonstration de théorème de Binôme de Newton (démonstration par récurrence) : 

Pour n=1, l’équation [1] est vraie car : 

∑ 𝐶1
𝑘1

𝑘=0 𝑥𝑘𝑦1−𝑘= C1
0𝑥0𝑦1−0+C1

1𝑥1𝑦1−1 = 𝑥 + 𝑦 =(𝑥 + 𝑦)1 
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 Dès lors, on suppose que la formule [1] est vraie au rang n(c'est-à-dire,(𝑥 + 𝑦)𝑛 =

∑ 𝐶𝑛
𝑘𝑛

𝑘=0 𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘 ),  et on démontre qu’elle est également vraie au rang  (n+1). C'est-à-

dire : (𝑥 + 𝑦)𝑛+1 = ∑ 𝐶𝑛+1
𝑘𝑛+1

𝑘=0 𝑥𝑘𝑦𝑛+1−𝑘 

Premièrement, nous avons (𝑥 + 𝑦)𝑛+1 = (𝑥 + 𝑦)(𝑥 + 𝑦)𝑛 = (𝑥 + 𝑦)[∑ 𝐶𝑛
𝑘𝑛

𝑘=0 𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘] =

𝑥[∑ 𝐶𝑛
𝑘𝑛

𝑘=0 𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘] + 𝑦[∑ 𝐶𝑛
𝑘𝑛

𝑘=0 𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘]= ∑ 𝐶𝑛
𝑘𝑛

𝑘=0 𝑥𝑘+1𝑦𝑛−𝑘 + ∑ 𝐶𝑛
𝑘𝑛

𝑘=0 𝑥𝑘𝑦𝑛+1−𝑘   [2] 

On pose ℎ = 𝑘 + 1, alors la formule [2] devient :   

(𝑥 + 𝑦)𝑛+1 = [∑𝐶𝑛
ℎ−1

𝑛+1

ℎ=1

𝑥ℎ𝑦𝑛−(ℎ−1)] + [∑𝐶𝑛
𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑥𝑘𝑦𝑛+1−𝑘] 

 En remplaçant l’indice ℎ par 𝑘, alors la formule ci-dessus devient :  

(𝑥 + 𝑦)𝑛+1 = [∑𝐶𝑛
ℎ−1

𝑛+1

𝑘=1

𝑥𝑘𝑦𝑛−(𝑘−1)] + [∑𝐶𝑛
𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑥𝑘𝑦𝑛+1−𝑘] 

                      =  [∑𝐶𝑛
𝑘−1

𝑛+1

𝑘=1

𝑥𝑘𝑦𝑛+1−𝑘] + [∑𝐶𝑛
𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑥𝑘𝑦𝑛+1−𝑘] 

= 𝐶𝑛
𝑛𝑥𝑛+1 + ∑ [𝐶𝑛

𝑘−1 + 𝐶𝑛
𝑘]𝑛

𝑘=1 𝑥𝑘𝑦𝑛+1−𝑘 + 𝐶𝑛
0𝑦𝑛+1 

D’après le théorème de Pascal  𝐶𝑛+1
𝑘 = 𝐶𝑛

𝑘−1 + 𝐶𝑛
𝑘     tq. 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, alors : 

(𝑥 + 𝑦)𝑛+1 = 𝑥𝑛+1 + ∑𝐶𝑛+1
𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑥𝑘𝑦𝑛+1−𝑘 + 𝑦𝑛+1 

                    = 𝐶𝑛
𝑛𝑥𝑛+1 + ∑ 𝐶𝑛+1

𝑘𝑛
𝑘=1 𝑥𝑘𝑦𝑛+1−𝑘 + 𝐶𝑛

0𝑦𝑛+1 

Par ailleurs : 𝐶𝑛
𝑛 = 𝐶𝑛+1

𝑛+1=𝐶𝑛
0 = 1, d’où : 

(𝑥 + 𝑦)𝑛+1=  𝐶𝑛+1
𝑛+1𝑥𝑛+1𝑦𝑛+1−(𝑛+1) + ∑ 𝐶𝑛+1

𝑘𝑛
𝑘=1 𝑥𝑘𝑦𝑛+1−𝑘 + 𝐶𝑛+1

0 𝑥0𝑦𝑛+1 

Donc : (𝑥 + 𝑦)𝑛+1   = ∑ 𝐶𝑛+1
𝑘𝑛+1

𝑘=0 𝑥𝑘𝑦𝑛+1−𝑘 

Par conséquent, la formule de binôme de Newton est vraie  𝑛 ∀∈ ℕ 

Exemple   : (𝑥 + 𝑦)3 = ∑ 𝐶3
𝑘3

𝑘=0 𝑥𝑘𝑦3−𝑘 = 𝑦3 + 3𝑥𝑦2 + 3𝑥2𝑦 + 𝑥3 
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Exercices : 

Exercice1 :  

 De combien de manières peut-on tirer l’une après l’autre, quatre cartes d’un jeu de 

20 cartes, et ce dans le cas d’un tarage non exhaustif et un tirage exhaustif.  

Réponse :  

i) Tirage non exhaustif :  

On peut tirer chaque carte de 20 manières différentes, alors le nombre de manières 

pour tirer 4 cartes est : 20.20.20.20=204 

ii) Tirage exhaustif : 20.19.18.17 

Execrice2 :  

 Soient 3 garçons et 2 filles : 

i. De combien de façons différentes peuvent-ils prendre sur un banc ? 

ii. De combien de façons peuvent-ils s’assoir si les garçons s’assoient les uns à côté 

des autres et s’il en est de même pour les filles ? 

iii. De combien de manières différentes peuvent-ils s’assoir si seulement les filles 

s’assoient l’une à côté de l’autre.  

Réponse :  

i. 5! =5.4.3.2.1= 120 façons  

ii. Il y a deux façons pour distribuer les personnes selon le sexe (GGGFF) et 

(FFGGG). Donc le nombre de façons possibles est : 2. (3!).( 2!)=24  

iii. Il ya 4 façons de distribuer les personnes selon le sexe, (FFGGG), (GFFGG), 

(GGFFG), (GGGFF). Donc le nombre de façons possibles est : 4 (3!).( 2!)=48 

Exercice 3 : 

            Soit une urne contient 10 boules. On tire de façon exhaustive trois boules, Quel est 

le nombre d’échantillons possibles ? 

Réponse : il ya 10 façons pour tirer la première boule, et 9 façons pour la deuxième boule 

et 8 façons pour la troisième boule. Le nombre d’échantillons possibles est 10.9.8=720 
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Exercice 4 :  

Combien de mots à 9 lettres (avec ou sans sens) peut-on former avec les lettres suivantes : 

 AEIOLNRST 

 FFFFBMMMC 

Réponse :  

 C’est une permutation sans répétition : 9! 

 C’est une permutation avec répétition : 
9!

4!3!
 

Exercice 5 :  

Combien de nombre à cinq chiffres distincts peut-on former avec les chiffres 

1,2,3,4,5,6,7,8,9 dans les cas suivants : 

 Sans aucune restriction 

 Le nombre est un multiple de 2 

 Le nombre est divisible par 5 

 Le nombre est impair 

Réponse :  

 Sans restriction : l’ordre est important, donc c’est un arrangement de𝐴9
5 

 Le nombre est un multiple de 2 : 𝐴4
1𝐴5

4 

 Le nombre est divisible par 5 : 𝐴1
1𝐴8

4 

 Le nombre est impair : 𝐴5
1𝐴4

4 

Exercice 6 :  

 Un cours de théorie des probabilités est suivi par 6 hommes et 4 femmes. Un 

examen a eu lieu, puis les étudiants sont classés selon leurs notes. On suppose exclu que 

deux étudiants obtiennent la même note. 

1. Combien de classements peut-on avoir ? 

2. Si les hommes sont classés entre eux uniquement et les femmes entre elles, 

combien de classements globaux peut-on avoir ? 
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Réponse :  

1. Nous avons (10!) classements possibles 

2. (6!)(4!) 

Exercice 7 :  

 Un étudiant dispose 10 livres sur un rayon de sa bibliothèque. Quatre d'entre eux 

sont des livres de mathématiques, trois de chimie, deux d'histoire et un de langue. Cet 

étudiant aimerait ranger ses livres de façon que tous les livres traitant du même sujet 

restent groupés. Combien y a-t-il de dispositions possibles ? 

Réponse : il y a (4!)[(4!)(3!)(2!)(1!)]    Permutations possibles 

Exercice 8 :  

 On veut former un comité comprenant 3 des 20 personnes d'un groupe. Combien y 

a-t-il de ces comites ? 

Réponse : il y a 𝐶20
3  comités possibles 

Exercice 9 :  

Combien de permutations distinctes peut-on former avec toutes les lettres des mots : 

1. leur 

2. anabase 

3. sociologique 

Réponse :  

1. il y a (4!), car chaque lettre apparait une seule fois (permutation sans répétition) 

2. il y a 
7!

3!
 , car le mot anabase comporte 7 lettre dont a apparait 3 fois (permutation 

avec répétition) 

3. il y a 
12!

3!2!
, (permutation avec répétition)  

Exercice 10 :  

Une classe contient 9 garçons et 3 filles, 

1. De combien de manières le professeur peut-il faire un choix de 4 élèves ? 

2. Combien de ces choix comportent au moins une fille ? 

3. Combien comportent exactement une fille ? 
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Réponse :  

1. 𝐶12
4  

2. 𝐶3
1𝐶9

3+ 𝐶3
2𝐶9

2+𝐶3
3𝐶9

1 

3. 𝐶3
1𝐶9

3 
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Chapitre II : Calcul de probabilités (Espace de probabilités) 

1. Introduction : 

 Le présent chapitre tente de présenter les principaux concepts de probabilités, calcul 

des probabilités et des probabilités conditionnelles. En effet, les probabilités ne peuvent 

être calculées qu’au cas d’une expérience aléatoire ou non déterministes. A titre illustratif, 

on lance une pièce de monnaie, il est clair que la pièce de monnaie aura deux possibilités 

de tomber, soit elle tombe sur une « face » ou sur une « pile ». C’est-à-dire, au départ nous 

n’avons aucune information sur la manière avec laquelle la pièce de monnaie sera tombée. 

De ce fait, toute expérience dont les résultats ne sont pas connus à l’avance, même si elle 

est répétée dans des conditions identiques, est une expérience aléatoire.  

2. Ensemble fondamental et événement : 

Définition : considérons une expérience dont l’issue n’est pas prévisible, bien que 

l’issue ne soit pas connue à l’avance, admettant cependant que l’ensemble des issues 

possibles est connu. Cet ensemble est appelé ensemble fondamental, par convention est 

noté  Ω.  

Quelques exemples des expériences aléatoires : 

 Si le résultat d’une expérience est la détermination du sexe d’un nouveau-né, alors 

l’ensemble  fondamental Ω = {𝑔𝑎𝑟ç𝑜𝑛, 𝑓𝑖𝑙𝑙𝑒} 

 Si l’issue de l’expérience est l’ordre d’arrivé à une course entre 7 chevaux ayant les 

positions de départ 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, alors Ω =

{𝑡𝑜𝑢𝑡𝑒𝑠𝑙𝑒𝑠𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠𝑑𝑒 (1,2,… .7)}, soit 7! Au total. 

 Si l’expérience consiste à jeter deux pièces de monnaies, alors l’ensemble 

fondamental  est constitué de 4 couples suivant : Ω = {(𝑝𝑖𝑙𝑙𝑒, 𝑝𝑖𝑙𝑒),

(𝑓𝑎𝑐𝑒, 𝑓𝑎𝑐𝑒), (𝑝𝑖𝑙𝑒, 𝑓𝑎𝑐𝑒), (𝑓𝑎𝑐𝑒, 𝑝𝑖𝑙𝑒)} 

 Par ailleurs, tout sous ensemble E de l’ensemble fondamental Ω est appelé 

« événement ». De ce fait, un événement est donc un ensemble correspondant aux divers 

résultats possibles d’une expérience aléatoire. Si un résultat est compris dans l’ensemble E, 

alors on dit que l’événement E est réalisé.  
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Exemple 1 :Soit une expérience aléatoire avoir un nouveau-né dans une famille, alors 

l’ensemble fondamental Ω = {𝑔, 𝑓}, tel que  g : garçon, f : fille. Le sous ensemble E1={g} 

est l’événement l’enfant né est un garçon. E2={f} est l’événement né est une fille.  

Exemple 2 : 

 Soient Ω = {𝑡𝑜𝑢𝑡𝑒𝑠𝑙𝑒𝑠𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠𝑑𝑒 (1,2, … .7)} etE ={tous  les résultats de 

Ωqui commencent par 3}, donc E est l’événement que le cheval n°3 gagne la course.  

Exemple 3: 

 Nous avons l’ensemble fondamental Ω = {(𝑝, 𝑝), (𝑓, 𝑓), (𝑝, 𝑓), (𝑓, 𝑝)}tel que,  p : 

pile et f : face. 

Soit E={(𝑝, 𝑝), (𝑝, 𝑓) } , alors E est l’événement la première pièce de monnaie montre un 

pile. 

2.1.Opération sur les événements  

2.1.1. Opération d’union  

Soit A et B deux événements de Ω, alors 𝐴 ∪ 𝐵 sera réalisé si soit A soit B l’est.  

Exemple 1: SoientΩ = {𝑔, 𝑓}, A={g}, B={f} , alors 𝐴 ∪ 𝐵={𝑔, 𝑓} = Ω 

Exemple 2 : Soient  Ω = {(𝑝, 𝑝), (𝑓, 𝑓), (𝑝, 𝑓), (𝑓, 𝑝)}, A={(𝑝, 𝑝), (𝑓, 𝑝) }, B= E={(𝑝, 𝑓) }, 

alors 𝐴 ∪ 𝐵 = {(𝑝, 𝑝), (𝑓, 𝑝), (𝑝, 𝑓)} 

 Le nouvel événement 𝐴 ∪ 𝐵Sera réalisé si au moins l’une des pièces de monnaie 

montre « pile ». L’événement 𝐴 ∪ 𝐵 est appelé l’union de l’événement  A et l’événement 

B. 

2.1.2. Opération d’intersection : 

 Soient A et B deux événements de l’ensemble fondamental Ω, le nouvel événement 

𝐴 ∩ 𝐵, appelé intersection de l’événement A et l’événement B, est considéré comme 

l’ensemble de réalisations qui sont à la fois dans l’événement A et dans l’événement B. 

Autrement dit, l’événement  𝐴 ∩ 𝐵 ne sera réalisé qui si A et B le sont à la fois.  
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Exemple :Soient 𝐴 = {(𝑝, 𝑝), (𝑝, 𝑓), (𝑓, 𝑝)} , et 𝐵 = {(𝑓, 𝑓), (𝑓, 𝑝), (𝑝, 𝑓)}, alors : 

l’événement  𝐴 ∩ 𝐵 = {(𝑝, 𝑓), (𝑓, 𝑝)} est l’événement une pièce de monnaie montre pile et 

l’autre donne face.  

 Evénement impossible :  

Exemple :  

 On jette à la fois deux dés équilibrés, alors l’ensemble fondamental est :  

Ω = {(1,1), (1,2), (1, 3)……… . . (6,6)}, c’est à dire le nombre de résultats possibles de 

telle expérience est 6x6=36 couples.  Par ailleurs, supposant deux événements A et B tel 

que A : « la somme des deux égale à 7 » et B : « la somme des deux dés égale à 6 ».  

Donc, 𝐴 = {(1,6), (2,5), (3,4), (5,2), (6,1)}, 𝐵 = {(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)}. 

L’événement  𝐴 ∩ 𝐵 = ∅: c'est-à-dire ne contient aucune réalisation, et par conséquent un 

tel événement ne peut pas survenir. Celui-ci est appelé l’événement  impossible, noté ∅. De 

ce fait, si 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅, alors l’événement A et l’événement B sont mutuellement disjoints 

(incompatibles). 

Remarque :  

 Soient  𝐸1,𝐸2,𝐸3,…… .𝐸𝑛, un ensemble d’événements, alors leur union sera notée 

par ⋃ 𝐸𝑖
𝑛
𝑖=1 et leur intersection par ⋂ 𝐸𝑖

𝑛
𝑖=1  

2.1.3. Opération de complémentarité : 

 Pour tout événement  A, le nouvel événement 𝐴𝑐 , ou (𝐴̅)est l’événement 

complémentaire. C'est-à-dire l’événement 𝐴𝑐doit, par définition, contenir tous les points de 

l’ensemble fondamental Ω qui ne sont pas dans l’ensemble A.  

Exemple :  

 Soit l’événement𝐴 = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)}, alors 𝐴𝑐, 𝐴̅, sera 

réalisé lorsque la somme des deux dés n’est pas égale à 7.  

Remarque : Ω̅=𝜙. Autrement dit, l’événement complémentaire de l’ensemble fondamental 

est l’ensemble vide (l’événement impossible). 
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2.1.4. Espace probabilisable et espace probabilisé 

Espace probabilisable : On appelle espace probabilisable tout couple (Ω, ℑ) tels que Ω est 

l’ensemble fondamental des événements d’une expérience aléatoire, et ℑ est une tribu, de  

Ω. En effet, ℑest une collection de sous-ensembles, de parties, de Ωqui remplie les 

axiomes suivantes : 

 Ω ∈ ℑ 

 Si 𝐴 ∈  ℑ, alors 𝐴̅ ∈  ℑ 

 Si  𝐴 ∈  ℑ et 𝐵 ∈  ℑ, alors 𝐴 ∪ 𝐵 ∈  ℑ 

 Pour toute famille d’événements    𝐴𝑖, tel que 𝑖 = 1, 2……  alors⋃ 𝐴𝑖 ∈𝑖 ℑ,  

Espace probabilisé  (Axiome de Kolmogrov): On appelle espace probabilisé tout triplet 

(Ω, ℑ, 𝑃) dans lequel Ω est l’ensemble fondamental des événements d’une expérience 

aléatoire,  ℑ est une tribu d’événements de Ω, et 𝑃 est une application ℑdans [0, 1] 

(𝑃: ℑ ⟼ [0, 1]) telle que : 

 𝑃(Ω) = 1 

 Pour tout ensemble dénombrable d’événements incompatibles 𝐴1, 𝐴2… .𝐴𝑛, on a 

𝑃(∪ 𝐴𝑖) = ∑𝑃(𝐴𝑖) 

Remarque : n fini  

3. Axiomes de probabilités : 

3.1. Axiomes : SoientΩun ensemble fondamental d’une expérience aléatoire, et A 

un événement de Ω, alors il existe une valeur P(A) appelée probabilité de 

l’événement A où :  

Axiome1:0 ≤ 𝑃(𝐴) ≤ 1 

Axiome2:𝑃(Ω) = 1 

Axiome 3 : Si A et B sont deux événements qui s’excluent mutuellement, alors : 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 

Axiome 4 : Pour toute suite d’événement mutuellement disjoints𝐸1,𝐸2,𝐸3,………………….. 

(𝑖𝑒. 𝐸𝑖, ∩ 𝐸𝑗, = ∅, ∀𝑖 ≠ 𝑗), alors :𝑃(⋃ 𝐸𝑖
∞
𝑖=1 ) = ∑ 𝑃(𝐸𝑖)

∞
𝑖=1 , tel que, P(Ei) est la probabilité 

de l’événement Ei. 
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3.1.Résultats utiles (propriétés élémentaires) : 

Soit une suite d’événements 𝐸1,𝐸2,𝐸3,……. où 𝐸1 = Ωet 𝐸𝑖 = ∅∀𝑖 > 1. Comme ces 

événements sont mutuellement disjoints et Ω = ⋃ Ei
∞
i=1  alors : 

𝑃(Ω) = ∑ P(Ei) =
∞
i=1 𝑃(Ω) + ∑ P(∅) ⇒ P(∅) = 0∞

i=2 , car 𝑃(Ω) = 1 

Exemple 1 :  

 On lance une pièce de monnaie, en admettant que pile a autant de chances 

d’apparaître que face. C'est-à-dire, P({pile}) =P({face}) =1/2 

Exemple2 :  

On jette un dé équilibré, alors les probabilités 𝑃({1}) = 𝑃({2}) = ⋯ = 𝑃({6}) = 1/6.  

Par ailleurs, la probabilité d’avoir un chiffre pair est : 𝑃({2,4,6}) = 𝑝({2}) + 𝑃({4}) +

𝑃({6}) =  1/6 + 1/6 + 1/6 = 3/6 = 1/2 

3.2. Quelques théorèmes élémentaires : 

Théorème 9 :Soient 𝐴et 𝐴̅  deux événements mutuellement disjoints, et 𝐴 ∪ 𝐴̅ = Ω, alors : 

𝑃(Ω) = 1 = P({𝐴 ∪ 𝐴̅}) = 𝑃({𝐴}) + 𝑃({𝐴̅}) ⇒ 𝑃({𝐴 ̅} = 1 − 𝑃({𝐴}). 

a. 𝑃({𝐴 ̅} = 1 − 𝑃({𝐴}) 

b. Si 𝐴 ⊂ 𝐵 ⇒ P(A) ≤ P(B) 

Théorème 10 : soient deux événements quelconques 𝐴 et 𝐵, alors : 

𝑃(𝐵̅) = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

Démonstration :   

Les deux événements A et B peuvent être schématisés de la manière suivante :  

 𝐵̅                  𝐴 ∩ 𝐵  

 𝐴                                                     𝐵 

L’événement A peut-être réécrit sous forme de deux événements mutuellement disjoints 

comme ainsi : = (𝐵̅)  ∪ (𝐴 ∩ 𝐵 )      

Selon le théorème9 ; (𝐴) = 𝑃[(𝐵̅)  ∪ (𝐴 ∩ 𝐵 )]=𝑃(𝐵̅) +  𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

D’où  𝑃(𝐵̅) = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

Théorème11 : si𝐴 et 𝐵 sont deux événements quelconques,  alors :  
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𝑃(𝐴⋃𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴⋂𝐵) 

Démonstration :  

L’union de deux événements A et B peut être réécrit de la manière suivante :  

Nous avons  𝐵̅ 𝐴 ∩ 𝐵  

 𝐴                      𝐵 

 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵̅ ∪ 𝐵, où les deux événements A et son complémentaire 𝐴̅ sont 

 mutuellement disjoints. 

Selon le théorème 9, alors : 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐵̅ ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐵̅) + 𝑃(𝐵) 

= 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐵) 

D’où 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵). 

Exemple : 

Soient A, B et C trois événements quelconques, démontrez que : 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐶) − 𝑃(𝐵 ∩ 𝐶)   

+             𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) 

Démonstration : le schéma des trois événements A, B et C :  

 

                                               A                             B  

                                                                       C 

Nous avons ; 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = 𝑃[𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶)] = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵 ∪ 𝐶) − 𝑃[𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶)], 

(Théorème 11)…..[1] 

D’autre part : 

                𝑃[𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶)] = 𝑃[(𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶)] 

                                           =𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐴 ∩ 𝐶) −  𝑃[(𝐴 ∩ 𝐵) ∩ (𝐴 ∩ 𝐶)] 

                                          = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐴 ∩ 𝐶) −  𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) ……[2] 

𝑃(𝐵 ∪ 𝐶) = 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶) − 𝑃(𝐵 ∩ 𝐶)……. [3] 

De [1], [2} et [3] nous déduisons : 
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𝑃(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = 𝑃[𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶)] = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵 ∪ 𝐶) − 𝑃[𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶)] 

                   = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶) − 𝑃(𝐵 ∩ 𝐶) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐶) + 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) 

 = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐶) − 𝑃(𝐵 ∩ 𝐶) + 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) 

Ce que nous cherchons à démontrer.  

4. Ensemble fondamental à événements élémentaires équiprobables : 

4.1. Méthode de calcul des probabilités : 

Pour de nombreuses expériences aléatoires, il est naturel d’admettre que tout 

élément, ou événement élémentaire, a la même probabilité d’apparaitre. 

Exemple 1:  

 Soit une expérience dont l’ensemble fondamental est  Ω = {1,2, …… . N}. en 

admettant que 𝑃({1}) = 𝑃({2}) = ⋯ = 𝑃({𝑁}) ⇒ 𝑃({𝑖}) = 1/𝑁, avec i = 1……..N. 

Dès lors, il en résulte que pour tout événement E, alors : 

𝑃(𝐸) =
𝑙𝑒𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑑𝑒𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠𝑑𝑎𝑛𝑠𝐸

𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑑𝑒𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠𝑑𝑎𝑛𝑠Ω
= 
𝑙𝑒 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑠 𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 à 𝑙𝑎 𝑟é𝑎𝑙𝑖𝑠𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑙′é𝑣é𝑛𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝐸

𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑙′𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒𝑓𝑜𝑛𝑑𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 
 

Exemple 2 : 

 Si deux dés sont jetés à la fois, quelle est la probabilité que la somme de faces soit 

7 ? 

Réponse : premièrement on suppose que les 36 issues possibles sont équiprobables.  

Soit E : « la somme de deux dés donne un 7 » 

𝐸 = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)}, alors 𝑃(𝐸)  = 6/36 = 1/6 

Exemple 3 :  

 Soit un bol contenant 6 boules blanches et 5 boules noires. On tire à la fois deux 

boules au hasard, quelle est la probabilité qu’une des boules tirées soit blanche et l’autre 

noire ? 

Réponse : A : « avoir deux boules », donc 𝑃(𝐴) =
𝐶6
1𝐶5

1

𝐶11
2 = 6/11 
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5. Probabilités conditionnelles et Indépendance : 

5.1. Probabilités conditionnelles : 

 Définition : Soient(Ω, ℑ, 𝑃), un espace probabilisé et 𝐴𝑒𝑡𝐵 deux 

événements de ℑ ( tel que ℑest une 𝜎-algèbre, tribu, de Ω), tel que 𝑃(𝐵) ≠ 0. 

On appelle probabilité conditionnelle de l’événement A sachant que l’événement B 

réalisé, la quantité notée       𝑃(𝐴 𝐵⁄ ), où 𝑃(𝐴 𝐵⁄ ) =
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
 

Exemple 1: 

 Une pièce de monnaie a été lancée deux fois successif. Si nous supposons que les 

quatre résultats possibles de l’ensemble fondamental Ω = {(F, F), (F, P), (P, F), (P, P)} sont 

équiprobables, quelle est la probabilité conditionnelle que les deux jets amènent « face » 

sachant que le premier est déjà un « face » ? 

Réponse : soient 𝐴 = {(𝐹, 𝐹)} l’événement avoir deux fois « face » pour les deux jets et 

𝐵 = {(𝐹, 𝐹), (𝐹, 𝑃)} l’événement le premier jet donne « face ». La probabilité voulue est 

donnée par : 

𝑃(𝐴 𝐵⁄ ) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
=
1/4

2/4
= 1/2 

Tel que  (𝐴 ∩ 𝐵) = {(𝐹, 𝐹)} 

Exemple 2 : 

 Une urne contient 10 boules blanches, 5 boules jaunes et 10 boules noires. Une 

boule est tirée au hasard de l’urne et on l’on constate qu’elle n’est pas de couleur noire. 

Quelle est la probabilité qu’elle soit jaune ? 

Réponse :soit J : »la boule tiré est Jaune », 𝑁̅ : « l’événement la boule tirée n’est pas 

noire », alors :  

𝑃 (
𝐽
𝑁̅
⁄ ) =

𝑃(𝐽 ∩ 𝑁̅)

𝑃(𝑁̅)
=
5/25

15/25
= 1/3 

Remarque : nous avons  𝑃(𝐴 𝐵⁄ ) =
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
⇒ 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐵)𝑃(𝐴 𝐵⁄ ) ………….[1] 

Exemple :  
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 Une urne contient 8 boules rouges et 4 blanches. On tire sans remise 2 boules de 

l’urne et admettons qu’à chaque étape tous les tirages possibles sont équiprobables. Quelle 

est la probabilité que les deux boules tirées soient rouges ? 

Réponse : on désigne par R1 et R2 respectivement les événements « la première boule tirée 

est rouge » et « la seconde boule tirée est rouge ». Si la première boule tirée est rouge, il 

reste alors dans l’urne 7 boules rouges et 4 blanches. Par conséquent, le calcul de 

probabilité est donné par la formule suivante : 

Nous avons : 𝑃(R1 𝑅2⁄ ) =
𝑃(𝑅1∩𝑅2)

𝑃(𝑅2)
, ⇒ 𝑃(𝑅1 ∩ 𝑅2) = 𝑃(𝑅1)𝑃(𝐴 𝑅2⁄ ) 

𝑃(𝑅1) = 8/12, 𝑃(𝑅1 𝑅2⁄ ) = 7/11 alors 𝑃(𝑅1 ∩ 𝑅2) = (
8

12
) (

7

11
) =

14

33
 

5.1.Théorème de multiplication : 

 L’équation [1] peut également être généralisée dans le cas d’une série 

d’événements.  

Théorème 12 :Soient 𝐴1,𝐴2, ……… . 𝐴𝑛 une série d’événements quelconques d’un espace 

probabilisé, alors : 

𝑃(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩… . .∩ 𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴1)𝑃 (
𝐴2

𝐴1
⁄ )𝑃 (

𝐴3
𝐴1 ∩ 𝐴2
⁄ )…… . 𝑃 (

𝐴𝑛
𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ … . 𝐴𝑛−1
⁄ ) 

Exemple : Une boite contient 10 articles dont 4 sont défectueux. On tire 3 objets de cette 

boite, quelle est la probabilité pour que ces 3 articles soient défectueux ? 

Réponse : le calcul de la probabilité d’avoir trois articles défectueux nécessite la définition 

de trois événements distincts, à savoir : 

𝐴1: « le premier article tiré est défectueux », alors  𝑃(𝐴1) = 4/10 

𝐴2: « le deuxième article tiré est défectueux », alors 𝑃(𝐴2) = 3/9 

𝐴3: « le troisième article est défectueux », Alors 𝑃(𝐴3) = 2/8 

Dès lors, 𝑃(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3) = (
4

10
) (

3

9
) (

2

8
) 
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5.2.Théorème de probabilités totales : 

Théorème 13 : Soient  𝐴1,𝐴2, … 𝐴𝑛 forment une partition de l’ensemble fondamental Ω , 

tels que : ∀𝑖 ≠ 𝑗, 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅ et ⋃ 𝐴𝑖 = 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ … . .∪ 𝐴𝑛 =
𝑛
𝑖=1 Ω 

Soit aussi 𝐵 un événement quelconque, alors  nous avons : 

𝐵 ∩Ω = B ⇒ B = B ∩ (𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ … . .∪ 𝐴𝑛) = (𝐵 ∩ 𝐴1) ∪ (𝐵 ∩ 𝐴2) ∪ ……∪ (𝐵 ∩ 𝐴𝑛) 

Nous avons par ailleurs, (𝐵 ∩ 𝐴𝑖) ∩ (𝐵 ∩ 𝐴𝑗) = ∅, (car  ∀𝑖 ≠ 𝑗, 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅), donc : 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴1) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴2) + ⋯ .+𝑃(𝐵 ∩ 𝐴𝑛), en appliquant le théorème de 

multiplication (théorème 12), nous obtenons alors la formule ci-dessous :  

𝑃(𝐵) = 𝑃 (𝐵 𝐴1
⁄ )𝑃(𝐴1) + 𝑃 (

𝐵
𝐴2
⁄ )𝑃(𝐴2) + ⋯+ 𝑃 (𝐵 𝐴𝑛

⁄ )𝑃(𝐴𝑛) 

D’où la formule des probabilités totales est :𝑃(𝐵) = ∑ 𝑃 (𝐵 𝐴𝑖
⁄ )𝑃(𝐴𝑖)

𝑛
𝑖=1 , 

5.3.Théorème de Bayes : 

Théorème 14 :Soit (Ω, ℑ, 𝑃)un espace probabilisé, soient aussi𝐴1, 𝐴2, ……𝐴𝑛 un système 

complet d’événements  (telle que 𝑃(𝐴𝑖) ≠ 0) et ∈ ℑ, alors on a : 

𝑃 (
𝐴𝑖
𝐵⁄ ) =

𝑃 (𝐵 𝐴𝑖
⁄ )𝑃(𝐴𝑖)

𝑃(𝐵)
=

𝑃 (𝐵 𝐴𝑖
⁄ )𝑃(𝐴𝑖)

∑ 𝑃 (𝐵 𝐴𝑖
⁄ )𝑃(𝐴𝑖)

𝑛
𝑖=1

 

Exemple :  

 On considère 3 cartes, de même forme, à jouer. Cependant, les deux faces de la 

première carte ont été colorées en noire, les deux faces de la deuxième carte en rouge 

tandis que la troisième carte porte une face noire et l’autre rouge. On mélange les trois 

cartes au fond d’un chapeau puis une carte est tirée au hasard, en est extraite et placée au 

sol. Si la face apparente est rouge, quelle est la probabilité que l’autre soit noire ? 

Réponse : Soient RR, NN, RN sont respectivement les événements, « la carte choisie est 

entièrement rouge », « entièrement noire » et « une face rouge et l’autre noire ».  Ainsi, R 

est « l’événement la face apparente de la carte tirée est rouge ».  

𝑃(𝑅𝑁 𝑅⁄ ) =
𝑃(𝑅𝑁 ∩ 𝑅)

𝑃(𝑅)
=  

𝑃(𝑅 𝑅𝑁⁄ )𝑃(𝑅𝑁)

𝑃(𝑅 𝑅𝑅⁄ )𝑃(𝑅𝑅) + 𝑃(𝑅 𝑅𝑁⁄ )𝑃(𝑅𝑁) + 𝑃(𝑅 𝑁𝑁⁄ )𝑃(𝑁𝑁)
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 =
(
1

2
)(
1

3
)

1(
1

3
)+ (

1

2
)(
1

3
)+0(

1

3
)
= 1/3 

6. Indépendance : 

6.1. Indépendance de deux événements 

Définition : Soit (Ω, ℑ, 𝑃)un espace probabilisé, on dit que les deux événements 𝐴 et 𝐵 

sont indépendants si e seulement si :  𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) 

Exemple :  

 On lance deux fois une pièce de monnaie, l’ensemble fondamental est : 

Ω = {(P, P), (P, F), (F, P), (F, F)}, 

 On désigne par A: «l’événement  le premier jet donne Pile ». D’où 𝐴 = {(P,P), 

(P,F)} et 𝑃(𝐴) = 2/4 = 1/2. L’événement B : « le deuxième jet montre Pile », alors 𝐵 =

{(𝑃, 𝑃), (𝐹, 𝑃)} et 𝑃(𝐵) = 2/4 = 1/2 

L’événement A et l’événement B sont-ils indépendants ? 

Nous avons l’événement  𝐴 ∩ 𝐵 = {(𝑃, 𝑃)}, alors P(𝐴 ∩ 𝐵)=1/4 ………(i) 

Et d’autre part 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) = (1/2)(1/2) = 1/4…………(ii) 

De (i) et (ii) nous déduisons que𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵), et de ce fait les deux événements 

A et B sont indépendants.  

Théorème15 : Si A et B sont deux événements indépendants, alors : 

1. 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) 

2. 𝑃(𝐴 𝐵⁄ ) =
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
=

𝑃(𝐴)𝑃(𝐵)

𝑃(𝐵)
= 𝑃(𝐴)  𝑠𝑖 𝑃(𝐵) ≠0 

3. 𝑃(𝐵 𝐴⁄ ) =
𝑃(𝐵∩𝐴)

𝑃(𝐴)
=

𝑃(𝐵)𝑃(𝐴)

𝑃(𝐴)
= 𝑃(𝐵)   𝑠𝑖 𝑃(𝐴) ≠ 0, 

Théorème 16 :Si A et B sont deux événements indépendants, alors 𝐴 𝑒𝑡 𝐵̅ le sont aussi  (de 

même  pour𝐴̅ 𝑒𝑡 𝐵 , 𝐴̅ 𝑒𝑡 𝐵̅) 
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Démonstration : indépendance entre 𝐴̅ 𝑒𝑡 𝐵 ? 

Nous avons : A et B sont deux événements indépendants, alors𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =

𝑃(𝐴)𝑃(𝐵)et, 𝑃(𝐴) = 1 − 𝑃(𝐴̅) 

La formule des probabilités totales donne : 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) ⟹ 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) 

D’où 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) ⟺ (1 − 𝑃(𝐴̅))𝑃(𝐵) =  𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) 

𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵)=P(B)- 𝑃(𝐴̅)𝑃(𝐵), Alors : 

𝑃(𝐴̅)𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) 

Donc 𝐴̅ et B sont deux événements indépendants 

6.1.Indépendance totale de trois événements : 

Théorème 17 : Trois événements A, B et C sont totalement indépendants (mutuellement 

indépendants) si et seulement si :  

i) 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵)𝑃(𝐶) 

ii) P(A∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) 

iii) P(A∩ 𝐶) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐶) 

iv) P(B∩ 𝐶) = 𝑃(𝐵)𝑃(𝐶) 

 

Exercices :  

Exercice 1 :  

 Quatre hommes déposent leurs chapeaux au vestiaire en entrant un restaurant et 

choisissent au hasard en sortant 1 des 4 chapeaux. Calculer les probabilités suivantes.  

i) Aucun des 4 hommes ne prend son propre chapeau.  

ii) Exactement 2 des 4 hommes prennent leur propre chapeau  

Réponse : les quatre chapeaux seront numérotés comme ci-dessous :  

1 : chapeau du 1ier  homme ; 2 : chapeau du 2ier  homme, 3 : chapeau du 3ier  homme ; 4 : 

chapeau du 4ier  homme.  
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Donc, le nombre d’issues possibles est :  4! =24.  [ (1,2,3 ,4), (1, 2, 4, 3), (1, 4, 2, 3), (4, 

1,2 , 3), ……, (4,3,2, 1) ] 

1. Soit   A : « l’évènement aucun des 4 hommes ne prend son propre chapeau » 

Le nombre d’issues favorables est  9, donc 𝑃(𝐴)  =  9/24 

2. Soit B « l’évènement  Exactement 2 des 4 hommes prennent leur propre chapeau  

Le nombre d’issues favorables est 6, donc 𝑃(𝐵)  =  6/24 

Exercice 2 :  

 Une urne contient 5 boules blanches et 6 boules rouges. On tire 3 boules au hasard 

en un seul tirage. 

i) Quelle est la probabilité pour que le tirage donne 3 boules blanches ? 

ii) Quelle est la probabilité pour que le tirage donne 1 boule blanche et 2 boules 

rouges ? 

Réponse :  

i) Soit l’événement A : « avoir trois boules blanches », donc 𝑃(𝐴) =
𝐶5
3

𝐶11
3  

ii) Soit B : « avoir 1 boule blanche et 2 boules rouges », alors 𝑃(𝐵) =
𝐶5
1𝐶6

2

𝐶11
3  

Exercice 3 :  

 Un dé truqué de telle façon que la probabilité d’apparaitre pour chacune des faces 

soit proportionnelle au point marqué sur cette face (par exemple, un 2 deux fois plus 

probable qu’un 1). On jette le dé une fois. Calculer la probabilité : 

i) De chaque événement élémentaire 

ii) D’obtenir un point impair ? 

iii) D’obtenir un point pair ? 

Réponse :  

i) Soient les évènements suivants :  

Ai : « Obtenir le point i » tel que i=1, 2, 3, 4, 5 et 6 

Nous avons : P(A1)+ P(A2)+ P(A3)+ P(A4)+ P(A5)+ P(A6)=1 

Ainsi : P(A2)=2P(A1) 
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P(A3)=3P(A1) 

P(A4)=4P(A1) 

P(A5)=5P(A1) 

P(A6)=6P(A6) 

Donc : P(A1)+ 2P(A1)+ 3P(A1)+ 4P(A1)+ 5P(A1)+ 6P(A1)=1⟹ 21P(A1)=1 

⟹P(A1)=1/21 

P(A1) P(A2) P(A3) P(A4) P(A5) P(A6) 

1/21 2/21 3/21 4/21 5/21 6/21 

 

ii) P(A1)+P(A3)+P(A5)=1/21 + 3/21 + 5/21 = 9/21 

iii) P(A2)+P(A4)+P(A6)=12/21 

Exercice 4 :  

 On considère une famille avec deux enfants. On suppose que la venue d’une fille 

est aussi certaine que celle d’un garçon. 

i) Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des garçons sachant que l’ainé 

est un garçon ? 

ii) Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des garçons sachant qu’au 

moins un des enfants est garçon ? 

 

Réponse :  

On désigne par f : fille et par g : garçon, alors l’ensemble fondamental des événements : 

𝛺 = {𝑓, 𝑓), (𝑓, 𝑔), (𝑔, 𝑓), (𝑔, 𝑔)} 

i) Soient A : « les deux enfants sont des garçons » et B : « l’ainé est un garçon », 

alors : 𝑃(𝐴 𝐵⁄ ) =
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
 où 𝐴 = {(𝑔, 𝑔)}, 𝐵 = {(𝑔, 𝑓), (𝑔, 𝑔)}, 𝐴 ∩ 𝐵 = {(𝑔, 𝑔)} 

𝑃(𝐴 𝐵⁄ ) =
1

4
2

4

  = 
1

4

4

2
=
1

2
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ii) soit C : « au moins un des enfants est garçon », alors 𝑃(𝐴 𝐶⁄ ) =
𝑃(𝐴∩𝐶)

𝑃(𝐶)
 

𝐶 = {(𝑔, 𝑔), (𝑓, 𝑔)(𝑔, 𝑓)}, 𝐴 ∩ 𝐶 = {(𝑔, 𝑔)} d’où : 𝑃(𝐴 𝐶⁄ ) =
1

4
3

4

=
1

3
 

 

Exercice 5 :  

 Une compagne d’assurance répartit les assurés en 3 classes : personnes à bas risque, 

risque moyen et haut risque. Ses statistiques indiquent que la probabilité qu’une personne 

soit impliquée dans un accident sur une période d’un an est respectivement de 0,05, 0,15 et 

0,30. On estime que 20% de la population est à bas risque, 50% à risque moyen et 30 à 

haut risque. 

1. Quelle est la proportion d’assurés qui ont eu un accident ou plus au cours d’une 

année donnée ? 

2. Si un certain assuré n’a pas eu d’accidents l’année passée, quelle est la probabilité 

qu’il fasse partie de la classe à bas risque ? 

 

Réponse :  

Soient les événements suivants : 

𝐴 : « Personnes à bas risque », 𝑃(𝐴) = 0,20 

𝐵 : « Personnes à moyen risque », 𝑃(𝐵) = 0,50 

𝐶 : « Personnes à haut risque », 𝑃(𝐶) = 0,30 

D : «  personne impliquée dans un accident », 𝑃(𝐷 𝐴⁄ ) = 0,05, 𝑃(𝐷 𝐵⁄ ) = 0,15, 

𝑃(𝐷 𝐶⁄ ) = 0,30 

𝐷̅ : « Personne non impliquée dans un accident », 𝑃 (𝐷̅ 𝐴⁄ ) = 0,95, 𝑃 (𝐷̅ 𝐵⁄ ) = 0,85, 

𝑃 (𝐷̅ 𝐶⁄ ) = 0,70 

1. T : « personnes ayant un accident au moins durant une année » 

𝑃(𝑇) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐷 𝐴⁄ ) + 𝑃(𝐵)𝑃(𝐷 𝐵⁄ ) + 𝑃(𝐶)𝑃(𝐷 𝐶⁄ )= (0,20)(0,05)+(0,50)(0,15)+(0,30)(0,30) 
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2. 𝑃 (𝐴
𝐷̅
⁄ ) =

𝑃(𝐴)𝑃(𝐷̅ 𝐴⁄ )

𝑃(𝐴)𝑃(𝐷̅ 𝐴⁄ )+𝑃(𝐵)𝑃(𝐷̅ 𝐵⁄ )+𝑃(𝐶)𝑃(𝐷̅ 𝐶⁄ )
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Chapitre III : Variables aléatoires et loi de probabilités 

1. Définitions 

Définition 1: une variable aléatoire réelle 𝑋 sur un ensemble fondamental Ωse définit 

souvent comme une fonction de Ω dans l’ensemble R des nombres réels, tels que l’inverse 

de chaque intervalle de R doit être un événement de Ω. Autrement dit ,X : Ω → R. Pour 

tout intervalle [a, b] ⊂ R, l’ensemble {X ∈ [a, b]} = {ω ∈ Ω : 𝑋(ω) ∈ [a, b]} est un 

événement. 

Définition 2 : l’ensemble {𝑥 ∈ 𝑅/ 𝑥 = 𝑋(𝜔),𝜔 ∈ Ω}   est appelé l’espace de la variable 

aléatoire X.  

Exemple :  

 On lance successivement deux fois une pièce de monnaie, on définit la variable 

aléatoire X correspond au nombre de « face » obtenu.  

Réponse : l’ensemble fondamental des résultats possibles est :𝛺 =

{(𝑃, 𝑃), (𝑃, 𝐹), (𝐹, 𝑃), (𝐹, 𝐹)}, 

Evénements élémentaires Variable aléatoire X 

(nombre de face) 

Probabilité 𝑃(𝑋 = 𝑥) 

(P,P) 0 1/4 

(P,F) 1 2/4 

(F,P) 

(F,F) 2 1/4 

 

 Donc les valeurs que peut prendre la variable aléatoire X, ou l’espace de X, sont les 

suivantes: 𝑋 = {0,1,2} 

Remarque :  

Si 𝑋 et 𝑌 sont des variables aléatoires définies sur le même ensemble fondamentalΩ, alors 

les nouvelles variables  𝑋 + 𝑌, 𝑋 + 𝑘, 𝑘𝑋, et 𝑋𝑌 sont aussi des variables  aléatoires (𝑘 ∈

𝑅). Car celle-ci sont des fonctions sur Ωdéfinies comme ci-dessous : 

(𝑋 + 𝑌)( 𝜔) = 𝑋(𝜔) + 𝑌(𝜔). 
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(𝑋 + 𝑘)( 𝜔) = 𝑋(𝜔) + 𝑘 . 

(𝑘𝑋)(𝜔) = 𝑘𝑋(𝜔). 

(𝑋𝑌)( 𝜔) = 𝑋(𝜔)𝑌(𝜔). 

Notation : les notations aux 𝑃(𝑎) et 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) seront utilisées pour désigner les 

probabilités des événements « 𝑋 𝑝𝑟𝑒𝑛𝑑 𝑙𝑎 𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟𝑎 » et 

« 𝑋𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑖𝑠𝑒𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒𝑙𝑒𝑠𝑑𝑒𝑢𝑥𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠𝑎𝑒𝑡𝑏 » 

2. Loi de probabilité d’une variable aléatoire 

2.1. Définition : la loi de probabilité d’une variable aléatoire X consiste à déterminer pour 

toutes les valeurs possibles de X leurs probabilités d’apparition. C’est-à-dire, si X est une 

variable aléatoire  sur un ensemble fondamental Ω fini, alors les événements élémentaires 

de Ω relatifs à 𝑋 sont définis comme suit : X(𝜔) = {𝑥1, 𝑥2, ……𝑥𝑛}. La probabilité pour 

que l’événement relatif à 𝑥𝑖sont réalisées et définies par 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)=f(𝑥𝑖). cette dernière est 

appelée loi de probabilité, ou encore densité de distribution de probabilité. Le tableau ci-

dessus résume une telle définition : 

Variable aléatoire 𝑋 𝑥1 𝑥2 .. ……𝑥𝑖  

 

 

𝑥𝑛 

Loi de probabilité 

𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) ( 𝑜𝑢 𝑃𝑖) 

𝑃(𝑋 = 𝑥1) 𝑃(𝑋 = 𝑥2) …….𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑛) 

 

En outre, toute loi de probabilité se représente graphiquement par diagramme en bâtons, 

comme ci-dessous : 
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Propriétés d’une loi de probabilité 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) : 

i) 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) ≥ 0,         

ii) ii)   ∑ 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) = 1𝑛
𝑖=1  

 

3.Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle : 

 3.1. Définition : La fonction de répartition d’une variable aléatoire 𝑋 est une 

application F de R dans [0,1]. Autrement dit, la fonction de répartition F permet de calculer 

les différentes probabilités d’une varaible aléatoire dont la valeur est inférieure strictement 

à un seuil donné(𝑥).Mathématiquement parlant, la fonction de répartition, noté F(x), est 

définie de la manière suivante : 

𝑿 : 𝑅 → [0,1]. 

 𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) 

3.2.Propriétés de la fonction de répartition :  

Toute fonction de répartition 𝐹(𝑥) doit remplir les critères suivants : 

i) 𝐹(𝑥) est une fonction croissante, autrement dit si 𝑎 et 𝑏 ∈ 𝑅, et 𝑎 < 𝑏, alors : 

𝐹(𝑎) < 𝐹(𝑏) 

ii) lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥)=1 

iii) lim
𝑥→−∞

𝐹(𝑥)=0 

iv) 𝐹(𝑥) est continue à droite.  

 

3.3.Relation entre fonction de répartition et la probabilité de 𝑿 :  

Les calculs de probabilités relatifs aux différentes valeurs de X peuvent être traités en se 

basant sur la fonction de répartition. 

i) 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎), tel que 𝑎 < 𝑏 

 

Démonstration : on peut écrire (𝑋 ≤ 𝑏) comme l’union de deux événements mutuellement 

disjoints. C’st à dire,{( 𝑋 ≤ 𝑏)} = {(𝑋 ≤ 𝑎)} ∪ {(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏)} alors :  

𝑃(𝑋 ≤ 𝑏) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑎) + 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) ⇒ 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ b) = P(X ≤ b) − P(X ≤ a) 
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Pour obtenir la probabilité 𝑃(< 𝑏) en utilisant la propriété de continuité, alors : 

𝑃(𝑋 < 𝑏) = 𝑃( lim
𝑛→+∞

{𝑋 < 𝑏 −
1

𝑛
}  = lim

𝑛→+∞
𝑃{ 𝑋 < 𝑏 − 1/𝑛}= lim

𝑛→+∞
𝐹(𝑏 −

1

𝑛
) 

Exemple :  

Soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction de répartition 𝐹(𝑋) est définie par :   

𝐹(𝑋) =

{
 
 
 

 
 
 
0     𝑠𝑖 𝑥 < 0 
𝑥

2
  0 ≤ 𝑥 < 1

2

3
   1 ≤ 𝑥 < 2

11

12
  2 ≤ 𝑥 < 3

1           𝑥 ≥ 3

 

 

 

La représentation graphique d’une telle fonction de répartition est la suivante : 

                        F(x) 

                              1 

                      11/12 

 

                           2/3 

                           1/2 

 

             -1                0                      1                   2 3 x  

 En se basant sur la fonction de répartition mentionnée ci-dessus pour calculer les 

probabilités suivantes :  

𝑃(𝑋 < 3), 𝑃(𝑋 = 1), 𝑃 (𝑋 >
1

2
) , 𝑃(2 < 𝑋 ≤ 4) 

Réponse :  

i) 𝑃(𝑋 < 3) = 𝑃( lim
𝑛→+∞

{𝑋 < 3 −
1

𝑛
} =  lim

𝑛→+∞
𝐹 (3 −

1

𝑛
) = 11/12 
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ii) 𝑃(𝑋 = 1 = 𝑃(𝑋 ≤ 1) − 𝑃(𝑋 < 1) = 𝐹(1) − lim
𝑛→+∞

𝐹 (1 −
1

𝑛
) =

2

3
−
1

2
 

= 1/6 

iii) 𝑃 (𝑋 >
1

2
) = 1 − 𝑃 (𝑋 ≤

1

2
) = 1 − 𝐹 (

1

2
) = 1 −

1

4
= 3/4 

iv) 𝑃(2 < 𝑋 ≤ 4) = 𝐹(4) − 𝐹(2) = 1 −
11

12
= 1/12 

 

 

3.4.Types de variables aléatoires : 

3.4.1. Variables aléatoires discrète : 

a). Définition : une variable aléatoire X est dite discrète si et seulement si que toutes les 

valeurs qui peuvent prendre X sont des quantités dénombrables.  Sa loi de probabilité est 

définie par 𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥). Donc si la variable aléatoire discrète X peut prendre les 

valeurs dénombrables 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3… alors 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) ≥ 0 tq. 𝑖 = 1,2, …. 

Théorème 18:∀𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3… . } alors ∑ 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) = 1∞
𝑖=1  

b) Fonction de répartition d’une variable aléatoire discrète :  

On exprime la fonction de répartition F d’une variable aléatoire discrète en fonction des 

valeurs prises par sa loi de probabilité : 𝐹(𝑎) = ∑ 𝑃(𝑥)𝑥≤𝑎 = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑎) 

Dans le cas précis où les valeurs possibles de la variable aléatoire sont 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3… avec  

𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3… , alors la fonction de répartition est une fonction en escalier. 

Exemple : à titre illustratif, on prend l’exemple d’une variable aléatoire X dont la loi de 

probabilité est donnée par :   

𝑃(𝑋 = 1) =
1

4
, 𝑃(𝑋 = 2) =

1

2
, 𝑃(𝑋 = 3) =

1

8
, 𝑃(𝑋 = 4) = 1/8 , donc : 

𝐹(𝑥) =

{
 
 
 

 
 
 
0          𝑥 < 1
1

4
    1 ≤ 𝑥 < 2

3

4
    2 ≤ 𝑥 < 3

7

8
  3 ≤ 𝑥 < 4

1    𝑥 ≥ 4      
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3.4.2. Moments d’une variable aléatoire discrète :  

a) L’Espérance mathématique : 

 L’espérance mathématique d’une variable aléatoire discrète est l’un des concepts 

les plus importants dans la théorie des probabilités. Pour une aléatoire discrète X de loi de 

probabilité 𝑃(𝑋 = 𝑥), l’espérance mathématique de X, notée 𝐸(𝑋), se définit par 

l’expression suivante : 𝐸(𝑋) = ∑ 𝑥𝑖𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1  

 En réalité, l’espérance mathématique d’une variable aléatoire X est la moyenne des 

valeurs que peut prendre X, et les poids sont les probabilités qui les associées.  

Exemple 1 : soit X une variable aléatoire dont les probabilités sont : 

𝑃(𝑋 = 0) =
1

2
, 𝑃(𝑋 = 1) = 1/2, alors 𝐸(𝑋) = 0𝑃(𝑋 = 0) + 1𝑃(𝑋 = 1) = 0 (

1

2
) + 1 (

1

2
) = 1/2 

Exemple 2 : on cherche l’espérance 𝐸(𝑋)de la varaible aléatoire X résultant du lancé d’un 

dé équilibré 

Réponse : 𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃(𝑋 = 3) = 𝑃(𝑋 = 4) = 𝑃(𝑋 = 5) = 𝑃(𝑋 = 6) =

1/6 

Alors : 𝐸(𝑋) = 1𝑃(𝑋 = 1) + 2𝑃(𝑋 = 2) + 3𝑃(𝑋 = 3) + 4𝑃(𝑋 = 4) + 5𝑃(𝑋 = 5) +

6𝑃(𝑋 = 6) = 7/2 

Exemple 3 : 𝑰 une variable aléatoire indicatrice pour l’événement A 

𝐼 = {
1 𝑠𝑖 𝐴 𝑠𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 
0                    𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛 

 

Réponse : 𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃{𝐴}, 𝑃(𝑋 = 0) = 1 − 𝑃{𝐴} alors : 

𝐸(𝐼) = 1𝑃(𝑋 = 1) + 0𝑃(𝑋 = 0)= P{A} 

b) Espérance mathématique d’une fonction de variable aléatoire :  

Théorème19 : 

 Si 𝑋 est une variable aléatoire discrète pouvant prendre ses valeurs parmi les 

valeurs 𝑥𝑖, i≥ 1, avec des probabilités respectives 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖), alors pour toute fonction 

réelle g on aura 𝐸(𝑔(𝑋)) = ∑ 𝑔(𝑥𝑖)𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)𝑖  
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Exemple : Soit 𝑋 une variable aléatoire qui prend une des trois valeurs suivantes : -1,0, 1, 

avec les probabilités respectives : 𝑃(𝑋 = −1) = 0,2, 𝑃(𝑋 = 0) = 0,5, 𝑃(𝑋 = 1) = 0,3 ; 

calculer 𝐸(𝑋2) ? 

Réponse :  𝐸(𝑋2) = ∑ 𝑥𝑖
2𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)

3
𝑖=1  

 𝐸(𝑋2) = (−1)2(0.2)+= (𝑂)2(0.5)+= (1)2(0.3) = 0,5 

Propriétés : 

Soient X et Y deux variables aléatoires, alors nous avons : 

i) 𝐸(𝑋 + 𝑌) =  𝐸(𝑋) +  𝐸(𝑌) 

ii) 𝐸(𝑎𝑋) =  𝑎𝐸(𝑋), 𝑎 ∈ 𝑅 

iii) 𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏) =  𝑎𝐸(𝑋) +  𝑏, (𝑎, 𝑏)  ∈ (𝑅, 𝑅) 

iv) 𝑆𝑖 𝑋 ≥ 0, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝐸(𝑋) ≥ 0 

Remarque : l’espérance mathématique E(X) est un opérateur linéaire  

c) Variance d’une variable aléatoire discrète : 

Soit X une variable aléatoire discrète, alors la variance de X  sera donnée par 

l’expression suivante : 

𝑉(𝑋) = 𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2 ⇒ 𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2  

Démonstration :  

𝑉(𝑋) = 𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2 = E[X2 − 2XE(X) +  2(E(X))2] 

                                                                    =𝐸(𝑋2) − 2E(X)E(X) +  2(E(X))2 

= 𝐸(𝑋2) − (E(X))2 

 

Exemple : On veut calculer la variance d’une variable aléatoire X relative au nombre 

obtenu lors du jet d’un dé équilibré. 

Réponse : Nous avons  les probabilités  𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃(𝑋 = 3) =

𝑃(𝑋 = 4) = 𝑃(𝑋 = 5) = 𝑃(𝑋 = 6) = 1/6 

Alors : 𝐸(𝑋) = 1𝑃(𝑋 = 1) + 2𝑃(𝑋 = 2) + 3𝑃(𝑋 = 3) + 4𝑃(𝑋 = 4) + 5𝑃(𝑋 = 5) +

6𝑃(𝑋 = 6) = 7/2 
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Et  𝐸(𝑋2) =  12𝑃(𝑋 = 1) + 22𝑃(𝑋 = 2) + 32𝑃(𝑋 = 3) + 42𝑃(𝑋 = 4) + 52𝑃(𝑋 = 5) +

62𝑃(𝑋 = 6) = 91/6 

Alors la variance : 𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 = (
91

6
) − ( 

7

2
)2 = (

35

12
) 

Propriétés :  

i) ∀ (𝑎, 𝑏) ∈ (𝑅, 𝑅), 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑉(𝑎𝑋) = 𝑎2𝑉(𝑋) 

ii) 𝑉(𝑎𝑋 + 𝑏)=𝑎2𝑉(𝑋), car 𝑉(𝑏) = 0 

iii) L’écart type : 𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) 

iv) 𝑉(𝑋) ≥ 0 

3.4.3. Variables aléatoires continues : 

a) Définition : soit une application 𝑋: Ω → 𝑅, on dit que 𝑋 est une variable 

aléatoire continue (parfois dite absolument continue), s’il existe une 

fonction 𝑓 ≥ 0 définie pour tout 𝑥 ∈ 𝑅 et vérifiant pour tout 𝐵 de nombre 

réel la propriété suivante : 

𝑃(𝑋 ∈ 𝐵) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥(𝑥)
𝐵

 

La fonction 𝑓 est appelé la densité de probabilité de la variable aléatoire 𝑋. 

Théorème 20: 

Soit 𝑋 une variable aléatoire continue, alors : 

𝑃(𝑋 ∈ ]−∞,+∞[) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1
+∞

−∞

 

Exemple : Si 𝐵 = [𝑎, 𝑏], alors : 𝑃(𝑋 ∈ 𝐵) = 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

Si 𝑎 = 𝑏, alors : 𝑃(𝑋 = 𝑎) =  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑎
= 0 

Par conséquent, pour toute variable aléatoire X, alors : 

𝑃(𝑋 < 𝑎) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−∞

 

Exemple : Soit 𝑋 une variable aléatoire continue dont la fonction de densité est donnée 

par l’expression suivante : 

𝑓(𝑥) = {𝑐
(4𝑥 − 2𝑥2) 𝑠𝑖 0 < 𝑥 < 2
0                    𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛                

 

i) Quelle est la valeur de c ? 

ii) Calculer 𝑃(𝑋 > 1)? 
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Réponse :  

i) 𝑓est une fonction de densité ⇒ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1
+∞

−∞
⇒ 𝑐 ∫ (4𝑥 − 2𝑥2)𝑑𝑥 = 1

2

0
 

 ⇒ 𝑐[2𝑥2 − (
2

3
) 𝑥3]0

2 = 1 ⇒ 𝑐 =
3

8
 

ii) 𝑃(𝑋 > 1) = ∫ 𝑓
+∞

1
(𝑥)𝑑𝑥 =

3

8
∫ (4𝑥 − 2𝑥2)𝑑𝑥 =

1

2

+∞

1
 

 

b) Fonction de répartition d’une variable aléatoire continue :  

La relation entre la fonction de répartition 𝐹(𝑥) est la fonction de densité 𝑓(𝑥)d’une 

variable aléatoire 𝑋 est donnée par : 

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

−∞

 

D’où : 𝑓(𝑥) = 𝐹′(𝑥) =
𝑑𝐹(𝑥)

𝑑𝑥
 

Exemple 1 : soit X une variable aléatoire continue dont la fonction de densité est donnée 

par :𝑓(𝑥) = 𝜆𝑒−𝜆𝑥     𝑥 > 0,  déterminer la fonction de répartition 𝐹(𝑥) 

Réponse :   

i) si 𝑥 ∈ ]−∞, 0] ⇒ 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 0 𝑑𝑡
𝑥

−∞

𝑥

−∞
= 0 

ii) si 𝑥 ∈ ]0,+∞[: 𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝜆𝑒−𝜆𝑡
𝑥

0
𝑑𝑡

𝑥

−∞
= 1 − 𝑒−𝜆𝑥 

Exemple 2 : la fonction de répartition d’une variable aléatoire continue 𝑋 est donnée par : 

𝐹(𝑥) = {

0                𝑠𝑖  𝑥 < 𝑎
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
   𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏          

1                      𝑥 ≥ 𝑏

  ,                       Déterminer la fonction de densité ? 

Réponse : nous avons 𝑓(𝑥) = 𝐹′(𝑥) =
𝑑𝐹(𝑥)

𝑑𝑥
, alors : 

i) 𝑠𝑖  𝑥 < 𝑎 : 𝑓(𝑥) = 𝐹′(𝑥) = 0 

ii) si 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏: 𝑓(𝑥) = 𝐹′(𝑥) =
1

𝑏−𝑎
 

iii) 𝑠𝑖   𝑥 ≥ 𝑏 : 𝑓(𝑥) = 𝐹′(𝑥)=0 

 

c) Espérance mathématique 𝑬(𝑿) et variance 𝑽(𝑿)d’une variable 

aléatoire continue :  

i) L’Espérance :  Si 𝑋 est une variable aléatoire continue ayant pour densité 𝑓, 

alors :     𝐸(𝑋) =  ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞
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Exemple :  Soit X une variable aléatoire dont la densité est donnée par : 

𝑓(𝑥) = 2𝑥, 𝑠𝑖 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

Alors : l’espérance 𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥𝑑𝑥 =
2

3

1

0

+∞

−∞
 

 

Théorème 21:  

 Si 𝑋 est une variable aléatoire continue de densité 𝑓, alors pour toute fonction réelle 

𝑔(𝑥) on aura : 𝐸(𝑔(𝑥)) = ∫ 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞
 

Exemple : soit X une variable aléatoire dont la densité est :  

𝑓(𝑥) = {
1   𝑠𝑖 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
0                𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

   et 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 

Alors : 𝐸(𝑒𝑥) = ∫ 𝑒𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
+∞

−∞
∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 =
1

0
𝑒 − 1 

d) Linéarité de l’espérance : 

Théorème 22:  

Pour tous réels𝑎 𝑒𝑡 𝑏, nous avons 𝐸(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎𝐸(𝑋) + 𝑏 

e) Variance d’une variable aléatoire continue 𝑽(𝑿) : 

Soit X une VA continue, alors : 𝑉(𝑋) = 𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2 = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 

Exemple : déterminer la variance de la variable aléatoire 𝑋 dont la densité : 

𝑓(𝑥) = {
2𝑥    𝑠𝑖 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
0                𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛 

 

Réponse :  𝐸(𝑋) =
2

3
 , 𝐸(𝑋2) = ∫ 𝑥2𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥2(2𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥3𝑑𝑥 =

1

2

1

0

1

0

+∞

−∞
 

D’où : 𝑉(𝑋) =  𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2= ½ -(
2

3
)2 =

1

18
 

 

Remarque : ∀(𝑎, 𝑏) ∈ (𝑅, 𝑅) alors : 𝑉(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎2𝑉(𝑋) 

L’écart type :  𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) 
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Exercices : 

Exercice 1 :  

 On jette trois fois une pièce de monnaie mal équilibrée et telle que 𝑃(𝐹) =

3/4 𝑒𝑡 𝑃(𝑃) = 1/4. Soit X la variable aléatoire représentant la plus grande succession de 

faces que l’on obtient. 

 Déterminer la loi de probabilité de X et représenter la graphiquement 

 Donner sa fonction de répartition et sa représentation graphique 

 Calculer l’espérance, la variance et l’écart type de la variable aléatoire X 

Exercice 2 : 

 Un joueur lance deux pièces de monnaie bien équilibrée. Il gagne 10 DA ou 20 DA  

selon qu’il obtient 1 ou 2 faces. Par contre, il perd 50 DA s’il n’obtient aucune face.  

 le jeu est-il favorable au joueur ? 

Exercice 3 :  

 Une personne possède 4 clefs parmi lesquelles une seule ouvre la porte. Elle les 

essaie au hasard en éliminant celles qui ne marchent pas. On pose X « le nombre d’essais 

pour ouvrir la porte ». 

1. Calculer la loi de probabilité de X, c’est-à-dire P(X = k) avec k = 1, 2, 3, 4. 

2. Calculer E(X) et Var(X). 

Exercice 4 :  

 On choisit deux cartes au hasard dans une boite contenant 5 cartes numérotées 1,1, 

2, 2, et 3. Soit X la somme et Y le maximum des deux nombres tirés. 

 Calculer la loi de probabilité de la variable aléatoire X et la variable aléatoire Y ? 

 Calculer la loi de probabilité de la variable aléatoire X+Y ? 

 Calculer l’espérance mathématique et la variance de X, Y et X+Y ? 

Exercice 5 : Soit X une variable aléatoire dont la fonction de probabilité est:  

𝑓(𝑥) = {𝑐
(1 − 𝑥2)   𝑠𝑖 − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1

0                𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛 
 

 Quelle est la valeur de c? 

 Quelle est la fonction de répartition de X, E(X) et V(X) ? 
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Chapitre IV : Lois de probabilité usuelles 

Le présent chapitre a pour objectif de présenter une liste de lois de probabilités les plus 

usuelles. En effet, pour chaque loi de probabilité usuelle nous allons donner ses 

caractéristiques, son non, son symbole, sa loi de probabilité ou sa fonction de densité, ainsi 

que ses moments.  Etant donnée la nature de la variable aléatoire, deux catégories de lois 

usuelles peuvent être distinguées, à savoir les lois discrètes ou des lois continues. 

1. Lois discrètes :  

 Par convention, en entend par une loi discrète, toute loi de probabilité associée à 

une variable aléatoire discrète.  

a. Loi discrète uniforme :  

Définition : soit 𝑋 une variable aléatoire discrète. On dit que 𝑋 suit une loi discrète 

Uniforme sur l’intervalle [1, 𝑛], notée 𝑋 ↝ 𝐼[1,𝑛], si est seulement si 𝑃(𝑋 = 𝑥) = 1/𝑛,    et 

ce pour toute valeur de 𝑥 = {1,2, … . 𝑛}. Cela implique 𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃(𝑋 = 2) = ⋯ =

𝑃(𝑋 = 𝑛).  

Exemple : On lance un dé, alors l’ensemble des résultats possibles est : 

Ω = {1,   2,   3, 4,    5,   6}, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠𝑃(𝑋 = 𝑥) = 1/6∀= {1,2, … . , 𝑛} 

Il est clair que 𝑛 = 6 points, alors (𝑋 = 𝑥) = 1/6. De ce fait, la variable aléatoire 𝑋 suit 

une loi uniforme et on note ↝ 𝐼[1,6] .Autrement dit, pour toute partie finie A de  Ω, 

alors :𝑃(𝐴) =
𝑐𝑎𝑟𝑑𝑑𝑒 (𝐴)

𝑐𝑎𝑟𝑑𝑑𝑒 (Ω)
=

𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠𝑑𝑒𝐴

𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑑𝑒𝑐𝑎𝑠𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠
 

Moments d’une loi discrète uniforme : 

 L’espérance mathématique𝑬(𝑿) :  

𝐸(𝑋) = (
1

𝑛
) (1) + (

1

𝑛
) (2) + ⋯+ (

1

𝑛
) (𝑛) = (

1

𝑛
) [1 + 2 +⋯+ 𝑛] =

𝑛 + 1

2
 

         D’où :                    𝐸(𝑋) =
1

𝑛
∑ 𝑥 =

𝑛+1

2

𝑛
𝑥=1  

 La variance 𝑽(𝑿) 

𝑉(𝑋) = 𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2 = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2, alors : 
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𝐸(𝑋2) = (
1

𝑛
) [1 + 4 + 9 + ⋯+ 𝑛2]=

1

𝑛

𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 

Par conséquent, 𝑉(𝑋) =
(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
−
(𝑛+1)2

4
 

D’où :            𝑉(𝑋) =
1

𝑛
∑ 𝑥2 − (

𝑛+1

2
)2𝑛

𝑥=1 = 
𝑛2−1

12
 

b. Loi de Bernoulli, notée 𝓑(𝒑): 

Définition : La loi de Bernoulli intervient dans le cas où la variable aléatoire 𝑋 prend 

uniquement deux valeurs, appelée par convention succès ou échec. En effet, la loi de 

Bernoulli de paramètre 𝑝 est celle associée à une varaible aléatoire discrète dont les 

valeurs ne peut être que 1 ou 0 avec les probabilités 𝑝 et (1 − 𝑝). 

 On note alors 𝑋 ↝ ℬ(𝑝), c'est-à-dire la varaible aléatoire X suit une loi de Bernoulli 

de paramètre 𝑝.  

Quelques Exemples relatifs aux variables aléatoires suivant une loi de Bernoulli:  

 On lance une pièce de monnaie, donc les résultats possibles sont : pile ou face 

 Un étudiant passe un examen, il se pourrait qu’il ait ou pas.  

 Le test de qualité d’un lot de pièces, des pièces défectueuses ou non 

défectueuses. 

  Une porte fermée ou ouverte.  

 

Pour une telle expérience, on va associer à la variable aléatoire 𝑋 la valeur 1 pour un 

succès, et la valeur 0 pour un échec. Alors on note : 

𝑋 = {
1: 𝑆𝑢𝑥𝑐è𝑠
0:  é𝑐ℎ𝑒𝑐

 

Si La probabilité d’avoir un succès : 𝑃(𝑋 = 1) = 𝑝 , alors la probabilité d’avoir un échec 

est 𝑃(𝑋 = 0) = 1 − 𝑝 = 𝑞 . on not alors 𝑋 ↝ ℬ(𝑝) 

Moments : Les moments d’une variable 𝑋 qui suit une loi de Bernoulli sont donnés par :  

 L’espérance mathématique 𝑬(𝑿) : 

𝐸(𝑋) = (1)𝑝 + (0)(1 − 𝑝) = 𝑝 

                                                  D’où : 𝐸(𝑋) = 𝑝 
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 La variance 𝑽(𝑿) : 𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 = (12)𝑝 + (02)(1 − 𝑝) − 𝑝2 

                                                                              = 𝑝 − 𝑝2 = 𝑝(1 − 𝑝) 

                                                  D’où : 𝑉(𝑋) = 𝑝𝑞 = 𝑝(1 − 𝑝) 

Exemple :  

On lance, une seule fois, dans l’air une pièce de monnaie, les résultats possibles sont ainsi : 

Ω = {pile, face} 

On désigne par 𝑋 = {
1: 𝑝𝑖𝑙𝑒
0: 𝑓𝑎𝑐𝑒

 

Il est clair que la variable aléatoire 𝑋 suit une de Bernoulli dont 𝑃(𝑋 = 1) =
1

2
 et        

𝑃(𝑋 = 0) = 1 −
1

2
=

1

2
  donc on note 𝑋 ↝ ℬ(

1

2
) 

L’espérance mathématique de 𝑋 :  𝐸(𝑥) = 𝑝 =
1

2
 

La variance de 𝑋 : 𝑉(𝑋) = 𝑝𝑞 = (
1

2
) (

1

2
)=

1

4
 

c. Loi binomiale :  

Soit X une variable aléatoire discrète dont les résultats possibles sucés ou échec. Si on 

répète la même expérience 𝑛 fois, alors  on dit que la variable 𝑋 suit une loi binomiale 

de paramètres 𝑛 et 𝑝, on note alors    𝑋 ↝ ℬ(𝑛, 𝑝) 

Remarque : ∑ℬ(𝑝) ↝ ℬ(𝑛, 𝑝), c’est dire répéter 𝑛 fois une loi de Bernoulli va donner 

une loi binomiale.  

La loi de probabilité d’une loi binomiale est définie par la formule ci-après : 

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝐶𝑛
𝑥𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑥 

Où𝑥 : est nombre de succès parmi les n durant les 𝑛 expériences.  

Moments d’une variable sui une loi binomiale :  

 L’espérance : 

Nous savons que ∑ℬ(𝑝) ↝ ℬ(𝑛, 𝑝), alors X ↝ ℬ(𝑛, 𝑝) ⇒ 𝑋 =∑𝑋𝑖, tel que 𝑋𝑖 ↝ ℬ(𝑝) 

Par conséquent, 𝐸(𝑋) = 𝐸(∑𝑋𝑖) = ∑𝐸(𝑋𝑖), (car les 𝑋𝑖sont indépendants) 
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= 𝑛𝑝 

                   D’où                           𝐸(𝑋) = 𝑛𝑝 

 La variance :  

𝑉(𝑋) = 𝑛𝑝𝑞 = 𝑛𝑝(1 − 𝑃) 

Exemple : 

On veut réaliser une étude clinique sur des malades se présentant à une consultation 

hospitalière. Pour cette étude, seuls les malades répondant à un ensemble de critères 𝐶 sont 

retenus. Des caractéristiques antérieures ont montré que 20% des consultations présentent 

les critères𝐶.  

            Dix malades viennent consulter le premier jour. Soit 𝑋la variable aléatoire relative 

au « nombre de malades retenus » c'est-à-dire répondant à l’ensemble des critères C. la 

variable 𝑋 alors suit la loi binomiale, c'est-à-dire 𝑋 ↝ ℬ(10;  0,20) 

La probabilité pour qu’aucun malade ne soit consulté ce jour est égale à : 

𝑃(𝑋 = 0) = 𝐶10
0 (0,20)0(0,80)10 = 0,107 

Par ailleurs, la probabilité pour qu’au moins un malade soit consulté :  

P(X ≥ 1) = 1 − P(X = 0) = 1 − 0,107 = 0,803 

 

d. Loi géométrique :  

La loi géométrique est la loi de la variable 𝑋, « loi de nombre d’essais nécessaires », 

pour qu’un événement de probabilité 𝑝 apparaisse la première fois après le nième essai. 

Les hypothèses étant les mêmes que la loi binomiale, en particulier, la probabilité 𝑝 

reste constante au cours des essais, alors :  

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝑝(1 − 𝑝)𝑥−1 𝑥 ∈ ℕ∗ 

Il y a (𝑥 − 1) échecs avant d’obtenir le succès au 𝑥𝑖è𝑚𝑒essai.  

 

Moments :  𝐸(𝑋) =
1

𝑝
 

𝑉(𝑋) =
1−𝑝

𝑝2
, 

Exemple :Un certain matériel a une probabilité 𝑝 = 0,02 constante de défaillance à chaque 

mise en service. On procède à l’expérience suivante, l’appareil est mis en marche, arrêté, 
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mis en marche, arrêté, jusqu’à ce qu’il tombe en panne. Le nombre d’essais nécessaires 

pour obtenir  la panne est une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramètre 𝑝. 

La probabilité pour que ce matériel tombe en panne (pour la première fois) au deuxième 

essai égale à : 

𝑃(𝑋 = 10) = (0,02)(1 − 0,02)9 = 0,0167 

Moments :  𝐸(𝑋) =
1

𝑝
=

1

0,02
 

𝑉(𝑋) =
1 − 𝑝

𝑝2
=
1 − 0,02

0,022
 

e. Loi de Poisson, notée 𝑷(𝜆) : 

 Cette loi a été découverte au début du XIX° par Siméon-Denis Poisson. Cette loi 

s’applique aux événements rares, c’est dire la probabilité de survenance d’un tel 

événement est très faible.  C’est le cas notamment de contrôle de qualité puisque on 

suppose que les erreurs sont rares, les risques liés aux crédits…etc. En effet, on dit qu’une 

une variable aléatoire entière𝑋, positive ou nulle, suit une loi de Poisson de paramètre𝜆 >

0, si et seulement si : 𝑃(𝑋 = 𝑥) =
𝜆𝑥

𝑥!
𝑒−𝜆 où 𝑥 ∈ ℕ. 

Démonstration : 

La loi de Poisson est une loi de probabilité  ⇒ ∑𝑃(𝑋 = 𝑥) = ∑
𝜆𝑥

𝑥!
𝑒−𝜆 = 1+∞

𝑥=0  

∑
𝜆𝑥

𝑥!
𝑒−𝜆 = 𝑒−𝜆 ∑

𝜆𝑥

𝑥!
=+∞

𝑥=0
+∞
𝑥=0 𝑒−𝜆𝑒+𝜆 = 𝑒0 = 1 , donc la loi de poisson est une loi de 

probabilité.  

Quelques exemples relatifs à la loi de Poisson : 

- Le nombre d’appels téléphoniques pendant un intervalle de temps.  

- Le nombre de pièces défectueuses dans une livraison importante, la production 

étant de bonne qualité 

- Risque de crédits 

-  

Moments :  

Théorème 23 : soit X une variable aléatoire suit une loi de Poisson de 

paramètreλ > 0, alors 𝐸(𝑋) = 𝑉(𝑋) =  λ. 
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Démonstration :  

𝐸(𝑋) = ∑ 𝑥𝑃(𝑋 = 𝑥) = ∑ 𝑥+∞
𝑥=1

+∞
𝑥=0

𝜆𝑥

𝑥!
𝑒−𝜆= 𝑒−𝜆∑ 𝑥

𝜆𝑥

𝑥(𝑥−1)!
=+∞

𝑥=1 𝑒−𝜆 ∑
𝜆𝑥

(𝑥−1)!

+∞
𝑥=1  

                                                                     = 𝜆𝑒−𝜆 ∑
𝜆𝑥−1

(𝑥−1)!

+∞
𝑥=1  

= 𝜆𝑒−𝜆 ∑
𝜆𝑘

𝑘!

+∞
𝑘=0 , (𝑜ù 𝑘 = 𝑥 − 1) 

= 𝜆𝑒−𝜆𝑒𝜆= 𝜆, (car ∑
𝜆𝑘

𝑘!

+∞
𝑘=0 = 𝑒𝜆) 

              D’où 𝐸(𝑋) = 𝜆 

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − (𝐸(𝑋))2=𝐸(𝑋2) − 𝜆2 

𝐸(𝑋2) = ∑ 𝑥2𝑃(𝑋 = 𝑥)+∞
𝑥=0 =∑ 𝑥2+∞

𝑥=1
𝜆𝑥

𝑥!
𝑒−𝜆 = ∑ 𝑥+∞

𝑥=1
𝜆𝑥

(𝑥−1)!
𝑒−𝜆 

On pose 𝑥 = 𝑥 − 1 + 1, alors :  

𝐸(𝑋2) =  ∑𝑥

+∞

𝑥=1

𝜆𝑥

(𝑥 − 1)!
𝑒−𝜆 =∑(𝑥 − 1 + 1)

+∞

𝑥=1

𝜆𝑥

(𝑥 − 1)!
𝑒−𝜆 

                                                    =∑ (𝑥 − 1)+∞
𝑥=2

𝜆𝑥

(𝑥−1)!
𝑒−𝜆+∑

𝜆𝑥

(𝑥−1)!
𝑒−𝜆+∞

𝑥=1  

                                                    =∑
𝜆𝑥

(𝑥−2)!

+∞
𝑥=2 𝑒−𝜆+ ∑

𝜆𝑥

(𝑥−1)!
𝑒−𝜆+∞

𝑥=1  

 =𝜆2𝑒−𝜆∑
𝜆𝑥−2

(𝑥−2)!

+∞
𝑥=2 + 𝜆𝑒−𝜆 ∑

𝜆𝑥−1

(𝑥−1)!

+∞
𝑥=1  

                                                   =  𝜆2𝑒−𝜆∑
𝜆𝑘

𝑘!

+∞
𝑘=0 + 𝜆𝑒−𝜆 ∑

𝜆𝑘

𝑘!

+∞
𝑘=0  

                                                  = 𝜆2𝑒−𝜆𝑒𝜆+ 𝜆𝑒−𝜆𝑒𝜆 

                                                  = 𝜆2 + 𝜆 

d’où : 𝑉(𝑋) = 𝜆2 + 𝜆 − 𝜆2 =  𝜆 

 

2. Lois continues :  

 Les lois continues sont celles associées à des variables aléatoires continues.  

 

a. Loi de Laplace-Gauss ( Loi normale) 

Définition :Une variable aléatoire X réelle, définie sur l’ensembleℝ, suit une loi 

normale de l’espérance(𝜇) et d’écart type(𝜎) si sa densité de probabilité est définie 

par : 𝑓(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
𝑒
−(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 Où : ∫ 𝑓(𝑥) = 1
+∞

−∞
alors on note𝑿 ↝ 𝚴(𝝁;  𝝈). 
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La loi normale est utilisée dans des cas très nombreux. Elle peut être appliquée pour 

des phénomènes physiques, en économie, en médecine, en contrôle de qualité….etc.  

 

Représentation graphique de la fonction de densité :  

 

Figure 1:fonction de densité d'une loi normale 

 

Par ailleurs, la fonction de répartition d’une loi normale de moyenne 𝜇 et d’écart type  𝜎 

est donnée par la formule suivante : 

𝐹(𝑋) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
∫ 𝑒

−(𝑡−𝜇)2

2𝜎2 𝑑𝑡
𝑥

−∞

 

Où sa représentation graphique prend la forme ci-dessous : 

 

Remarque :  

Si une variable aléatoire𝑋 ↝ Ν(𝜇;  𝜎), alors 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏 est une variable aléatoire de 

moyenne (𝑎𝜇 + 𝑏) et d’écart type (𝑎𝜎) et de variance 𝑉(𝑌) = 𝑎2𝜎2[avec (𝑎, 𝑏) ∈ (𝑅, 𝑅)] 

 

Démonstration : 

Nous avons 𝐸(𝑋) = 𝜇 ⇒ 𝐸(Y)=E(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝐸(𝑎𝑋) + 𝐸(𝑏) = 𝑎𝐸(𝑋) + 𝑏 = 𝑎𝜇 + 𝑏 

D’où : 𝐸(𝑌) =  𝑎𝜇 + 𝑏 

Par ailleurs, 𝑉(𝑋) = 𝜎2 ⇒ 𝑉(𝑌) = 𝑉(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑉(𝑎𝑋) + 𝑉(𝑏) = 𝑎2𝑉(𝑋) + 0 = 𝑎2𝜎2 
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D’où  𝑉(𝑌) = 𝑎2𝜎2.  

Moments : 

𝐸(𝑋) =  𝜇,         𝑉(𝑋) = 𝜎2 

 Variable aléatoire centrée réduite : 𝒀 ↝ 𝚴(𝟎, 𝟏) 

Définition : On dit que la variable aléatoire 𝑌 est centrée réduite associée à la variable 𝑋 

(où 𝑿 ↝ 𝚴(𝝁;  𝝈)) si est seulement si 𝑌 =
𝑋−𝜇

𝜎
 

La fonction de densité de la variable aléatoire normale centrée réduite :  

 

𝑓(𝑌) =
1

√2𝜋
𝑒
−(𝑦)2

2  

 

La fonction de répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite :  

 

𝐹(𝑋) = 𝑃(𝑌 ≤ 𝑦) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒

−(𝑡)2

2 𝑑𝑡
𝑦

−∞

 

Propriétés : 

Si 𝑌 ↝ Ν(0, 1), c'est-à-dire Y suit une loi normale centrée réduite de moyenne (0) et 

d’écart type (1), alors les propretés ci-dessous sont toujours vérifiées : 

i) ∀ 𝑦 ∈ 𝑅, 𝐹(𝑦) = 𝑃(𝑌 ≤ 𝑦) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑦

−∞
 

ii) ∀ 𝑦 ∈ 𝑅, 𝐹(−𝑦) = 1 −  𝐹(𝑦) 

iii) ∀ 𝑦 ∈ 𝑅, 𝑃(𝑌 > 𝑦) = 1 − 𝑃(𝑌 ≤ −𝑦) =  

iv) ∀ (𝑦1, 𝑦2) ∈ (𝑅, 𝑅), 𝑃(𝑦1 < 𝑌 < 𝑦2)= (𝑦2) − 𝐹(𝑦1), où𝑦1 < 𝑦2 

 

Les moments : 𝐸(𝑌) = 0,  𝑉(𝑌) = 1 

Démonstration : 𝐸(𝑌) = 𝐸 (
𝑋−𝜇

𝜎
) =

1

𝜎
𝐸(𝑋 −  𝜇) =

1

𝜎
[𝐸(𝑋) − 𝜇] =

1

𝜎
[𝜇 − 𝜇] =

0. 𝑉(𝑌) = 𝑉 (
𝑋−𝜇

𝜎
) =

1

𝜎2
𝑉(𝑋) =

𝜎2

𝜎2
= 1. 

Remarque :  

              La table ci-dessous donne les différentes probabilités relatives aux différents 

fractales appartenant à [0, +∞[ d’une variable aléatoire centrée réduite ( c’est l’air de la 
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𝐹(𝑥)situé à gauche). Par conséquent, le calcul des probabilités d’une variable aléatoire 

normale de moyenne 𝜇 et d’écart type 𝜎 se fait en utilisant la formule suivante : 

𝑌 =
𝑋−𝜇

𝜎
, où 𝑌 ↝ Ν(0, 1) 

 

 

Exemple :  

           Soit 𝑋 une variable aléatoire suivant la loi normale N(3,2), donc de moyenne 3, 

et d’écart type 2. Calculer : 

i) 𝑃(𝑋 < 4) 

ii) 𝑃(𝑋 < −1) 

iii) 𝑃(𝑋 > 1) 

iv) 𝑃(𝑋 < 𝑥1)=0,75 

v) 𝑃(𝑋 > 𝑥2 = 0,85 

Réponse : Nous avons  𝑋 ↝ Ν(3, 2) ⇒ 𝑌 =
𝑋−3

2
↝ Ν(0, 1) 

i) 𝑃(𝑋 < 4) = 𝑃 (
𝑋−3

2
<

4−3

2
) = 𝑃(𝑌 < 0,5) = 𝐹(0,5) = 0,6915 

ii) 𝑃(𝑋 < −1) = 𝑃 (
𝑋−3

2
<

−1−3

2
) = 𝑃(𝑌 < −2) = 1 − 𝐹(2) = 1 − 0,9772 

                                                                                                            =   0,0228 
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iii) 𝑃(𝑋 > 1) = 𝑃 (
𝑋−3

2
>

1−3

2
) = 𝑃(𝑌 > −1) = 1 − 𝑃(𝑌 ≤ −1) 

                                                                         =1 − [1 − 𝐹(1)] = 𝐹(1) =0,8413 

vi) 𝑃(𝑋 < 𝑥1)=0,75, ⟹ 𝑃(
𝑋−3

2
<

𝑥1−3

2
)=𝑃 (𝑌 <

𝑥1−3

2
) = 𝐹 (

𝑥1−3

2
) = 0,75 

⇒
𝑥1 − 3

2
= 0,6745 

⟹ 𝑥1 = 4,35 

vii) 𝑃(𝑋 > 𝑥2) = 0,85 ⟹ 𝑃(
𝑋−3

2
>

𝑥2−3

2
)=𝑃 (𝑌 >

𝑥2−3

2
) 

                                                                  = 1 − 𝑃(𝑌 ≤  −[
𝑥2−3

2
])=0,85 

                                                         = (𝑌 ≤  −[
𝑥2−3

2
]) = 0,15 

⟹ 𝑥2 = 0,9272 

 

b. Loi exponentielle, notée 𝝃(𝝀) : 

Définition : on dit que la variable aléatoire 𝑋 suit une loi exponentielle de 

paramètre𝜆si sa densité est définie de la manière suivante :  

 

𝑓(𝑥) = {𝜆𝑒
−𝜆𝑥      si 𝑥 ≥ 0

0            si 𝑥 < 0
 

Et  la fonction de répartition 𝐹(𝑥) :      𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 < 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 1 − 𝑒−𝜆𝑥
𝑥

0
 

Démonstration :  

𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝜆
𝑥

0

𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡 = [−𝑒−𝜆𝑡]0
𝑥 = 1 − 𝑒−𝜆𝑥 

D’où : 𝐹(𝑥) = 1 − 𝑒1𝑥 

Il est clair que lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(1 − 𝑒−𝜆𝑥) = 1 

                                                 =∫ 𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥
+∞

0
 =1 

Les moments :  

L’Espérance mathématique : 𝐸(𝑋) =
1

𝜆
 , La variance :𝑉(𝑋) =

1

𝜆2
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Démonstration :𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞
= ∫ 𝑥

+∞

𝟎
 𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥 (intégration par partie) 

    =[−𝑥𝑒−𝜆𝑥]0
+∞ − [

𝑒−𝜆𝑥

𝜆
]0
+∞=

𝟏

𝜆
 

Remarque : l’espérance mathématique d’une variable aléatoire qui suit une loi 

exponentielle est égale à son écart type, car 𝜎 = √𝑉(𝑋) = √
1

𝜆2
= 1/𝜆 = 𝐸(𝑋) 

Exercices :  

Exercice 1 :  

            Un épicier reçoit un lot de pommes dont 25 % sont avariés. Il charge un employé 

de préparer des emballages de 5 pommes chacun. Celui-ci, n´négligent, ne se donne pas la 

peine de jeter les fruits avariés. Chaque client qui trouve, dans l’emballage qu’il achète, 2 

fruits ou plus qui sont avariés, revient au magasin se plaindre. 

1. Soit X le « nombre de pommes avariées dans un emballage ». Déterminer la loi de 

probabilité de X. 

2. Quelle est la probabilité pour qu’un client donné se plaigne auprès de son épicier? 

3. Si l’´epicier a 100 clients qui achètent des pommes ce jour-l`a, combien y aura-t-il de 

plaintes? 

Exercice 2 :  

            Une équipe « A »  a la probabilité 2/3 de gagner chaque fois qu’elle joue. Sachant 

que l’équipe « A » joue 4 parties, calculer la probabilité pour que A gagne : 

 Exactement deux parties 

 Au moins une partie 

 Plus la moities des parties 

Exercice 3 :  

           Une famille a 6 enfants. Calculer la probabilité pour qu’il y ait : 

 3 garçons et 3 filles 

 Moins de garçons que de filles 

(On suppose que la probabilité pour qu’un enfant particulier soit un garçon est ½) 

Exercice 4 :  

 La durée de vie en heures d'un tube électronique est une variable aléatoire ayant 

pour densité :  𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥    𝑥 ≥ 0 

Calculer l'espérance de la durée de vie d'un tel tube ? 
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