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Introduction

Le présent support de cours de mécanique rationnelle, s'adresse aux ¢étudiants de deuxiéme
année des classes préparatoires aux grandes écoles et aux étudiants de deuxiéme année de
tronc commun de science et technologie. Le cours a été élaboré pour répondre au programme
de mécanique rationnelle de 1'école national supérieur des travaux publics. Le cours se
compose de trois chapitres, a la fin de chaque chapitre une série d'exercices est proposée.

Le premier chapitre se résume a un rappel mathématique destiné a donner a 1'é¢tudiant les
bases nécessaires a la bonne compréhension de la suite du cours, tel que les opérations sur les
vecteurs, les moments et torseurs.

Le deuxieme chapitre traite de la statique du solide. Il présente des notions fondamentales de
la statique, tel que: le point matériel, le corps solide parfait, les forces, les moments, les
torseurs, 1'équilibre d’un systéme de force, les liaisons, les réactions.

Le troisieme chapitre, s'intéresse a la cinématique du solide. On traite dans ce chapitre: les
trajectoires, vitesses et accélérations, les champs des vitesses et d'accélération, les angles
d'Euler, les solides en contact.

Le quatrieme chapitre présente des notions de géométrie des masse indispensables a la bonne
compréhension des chapitres a suivre, nous nous intéresserons d'abord au centre des masse
puis au moment et produit d'inertie d'un solide, nous enchainerons par les opérateurs d'inertie
et les axes principaux d'inertie pour terminer par la présentation des centres d'inertie, moment
d'inertie et produit d'inertie de quelques solides.

Le cinquiéme chapitre traite de la cinétique du solide, au début de ce chapitre nous verrons
les notions de quantité de mouvement et de moment cinétique pour aboutir sur le torseur
cinétique et quantit¢ de mouvement, nous acheéverons le chapitre par la présentation du
théoreme de KOENIG.

Le sixieéme et dernier chapitre de ce cours s'intéresse au principe fondamental de la
dynamique des systémes matériels. On se concentrera en début de chapitre sur les forces
appliquées a un solide puis sur la résultante des moments dynamiques pour pouvoir présenter
la notion de torseur dynamique. Dans la suit du chapitre nous présenteront le principe
fondamental et les théorémes généraux de la dynamique et en fin de chapitre nous
terminerons par la présentation des lois de conservation.



Introduction

La mécanique rationnelle, est une science qui €tudie I’équilibre des corps matériels et le
mouvement mécanique de la Matiere. Par mouvement mécanique, on entend le changement
de position relative des corps matériels qui se produit dans le cours du temps.

L'objectif de ce module est de permettre a 1’étudiant de saisir la nature d’un probléme
statique, cinématique ou encore dynamique et d'acquérir les outils lui permettant de résoudre
le probleme dans le cadre de la mécanique classique. Ce cours représente une plateforme pour
la résistance des matériaux et la mécanique analytique.

Le présent support de cours de mécanique rationnelle, s'adresse aux étudiants de
deuxieme année des classes préparatoires aux grandes €coles et aux étudiants de deuxieme
année de tronc commun de science et technologie. Le cours a été élaboré pour répondre au
programme de mécanique rationnelle de I'école national supérieur des travaux publics. Le
cours se compose de six chapitres, a la fin de chaque chapitre une série d'exercices est
proposée.

Le premier chapitre se résume a un rappel mathématique destiné a donner a 1'étudiant les
bases nécessaires a la bonne compréhension de la suite du cours, tel que les opérations sur les
vecteurs, les moments et les torseurs.

Le deuxieme chapitre traite de la statique du solide. Il présente des notions fondamentales
de la statique, tel que: le point matériel, le corps solide parfait, les forces, les moments, les
torseurs, 1'équilibre d’un systéme de force, les liaisons et les réactions.

Le troisieme chapitre, s'intéresse a la cinématique du solide. On traite dans ce chapitre: les
trajectoires, vitesses et accélérations, les champs des vitesses et d'accélération, les angles
d'Euler, les solides en contact.

Le quatrieme chapitre présente des notions de géométrie des masse indispensables a la
bonne compréhension de la suite des chapitres, nous nous intéresserons d'abord au centre des
masse puis au moment et produit d'inertie d'un solide, nous enchainerons par les opérateurs
d'inertie et les axes principaux d'inertie pour terminer par la présentation des centres d'inertie,
moment d'inertie et produit d'inertie de quelques solides.

Le cinquieme chapitre traite de la cinétique du solide, au début de ce chapitre nous verrons
les notions de quantité de mouvement et de moment cinétique pour aboutir sur le torseur
cinétique et quantit¢ de mouvement, nous acheverons le chapitre par la présentation du
théoreme de KOENIG.

Le sixieme et dernier chapitre de ce cours s'intéresse au principe fondamental de la
dynamique des systemes matériels. On se concentrera en début de chapitre sur les forces
appliquées a un solide puis sur la résultante des moments dynamiques pour pouvoir présenter
la notion de torseur dynamique. Dans la suit du chapitre nous présenteront le principe
fondamental et les théoremes généraux de la dynamique et en fin nous terminerons par la
présentation des lois de conservation.
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Chapitre I Outils mathématiques

CHAPITRE 1
OUTILS MATHEMATIQUES
Meécanique Rationnelle Dr.Bouzidi Med Amin

Page 1



Chapitre I Outils mathématiques

CHAPITREI. OUTILS MATHEMATIQUES

I.1 Introduction

Ce chapitre nous permettra de voir les principaux outils mathématiques que nous aurons a
utiliser pour 1'étude des chapitres suivants. Dans ce chapitre nous étudierons les opérations
mathématiques sur les vecteurs. Nous étudierons les torseurs qui sont des outils trés important
en mécanique rationnel. Nous verrons aussi le moment d'une force par rapport a un point et
par rapport a un axe.

1.2 Définition d'un vecteur

Certaines grandeurs ne peuvent pas étre décrites par des nombres réels ou scalaires car il est
nécessaire de préciser leur intensité, leur direction et leur sens. Ce qui nous pousse a utiliser

des vecteurs pour les représenter. On appelle vecteur ( E) un segment de droite possédant
une origine (A) et une extrémité(B) et définit par:

Sa direction (la droite (A));

(4)
B
Son sens (du point A vers le point B);
Sa longueur (la distance AB). /
(C)
/

Les vecteurs sont communément représentés par des fleches.

I.2.1 Types de vecteurs

» Un vecteur est dit lié si son point d'application est fixe.
Exemple : La position du vecteur est completement
définie sur la droite support (C).

» Un vecteur est dit libre si son point d’application et sa direction sont inconnus et que
ses autres composants sont connus

Exemple : Les vecteurs A—B,)C—D,)ﬁsont des

représentants d'un méme vecteur V.

c/

» Un vecteur est dit glissant si son point d’application
n’est pas fixé

5 //'F
B
~

Exemple : Les vecteurs A—B:ﬁsont des

représentants d'un méme vecteur V.

» Un vecteur est dit unitaire si son module est égal a 1.
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Chapitre I Outils mathématiques

1.2.2 Espace vectoriel

Un espace vectoriel sur R est un ensemble E de vecteurs, de sorte que 1'on puisse disposer de
deux opérations: 1’addition qui permet d'additionner deux vecteurs pour en former un
troisieme et la multiplication par un scalaire pour obtenir un vecteur.

Le R-espace vectoriel R est I’exemple fondamental, noté E; tel que R’ = {17 =y 2;x Y,
ZE R}.

I.2.3 Calcul vectoriel

1.2.3.1 Vecteurs égaux

—_— —_—
Deux vecteurs ABet CDsont considéré égaux s'ils ont la méme longueur, la méme direction

et le méme sens.
A B
Cette égalité fait que ABDC est un parallélogramme.
1.2.3.2 Addition de vecteurs C D

. —_— —_— _— —> 3
Soit deux vecteurs VyetV, avec VV;,V, € R° la somme de ces vecteurs est un vecteur
.
V;e R3

tel que :

Si (a4, a,, a3) et (bq, by, b3) sont les composantes des vecteurs V{eth respectivement

—

71) = ali)az]—)agk
VZ) = bl?sz_)bgl_()
La somme des deux vecteursV; + V, = Vs = (a; + by)i+ (ay + by)J’ + (as + by)k

« Propriétés
e la somme vectorielle est commutative : 71 + 72 = 72) + Vl)
e la somme vectorielle est associative : Vl) + @ + @) = m + 72)) + V?,
e Pour tout point A, le vecteur Adest appelé vecteur nul; il est noté:0 = (0,0,0).tel que
:71) +0= Vl)

e A chaque vecteur correspond un vecteur opposé, tel que: pourl_/: ~4B,
On écrit V= BAdit vecteur opposé de Vet satisfait —V+ ( —17) =0.
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Chapitre I Outils mathématiques
1.2.3.3 Soustraction des vecteurs
Pour soustraire un vecteur il suffit d'ajouter son opposé, tel que:
AB- CD= AB+ DC
1.2.3.4 Multiplication par un scalaire
Soit x un nombre réel et Vfun vecteur, la multiplication de prar X est un vecteur Vz)tel que :
V, = xb,i+ xbyJ + xbsk

e La direction du vecteur est conservée.
e Lalongueur du vecteur est multipliée par |x|.
e Six est positif, le sens du vecteur reste le méme, mais si x est négatif le sens change.

% Propriétés
Soit x et y deux réels et V; et V, deux vecteurs, les égalités suivantes sont vérifiées:

[ ] ]Vl) = Vl)
o x(y.Vi)=(xy).V.

° x.Vl) + y.71)= (x +y).71).

° x.Vl) + x.Vz) =X (71)+V2)).

1.2.3.5 Composantes d’un vecteur

Soit RO(OO,TO,]_}I_()O) une base orthonormée directe de l'espace vectoriel R’ . Soit V un

vecteur de cette base tel que V= (x, v, 2); x, ¥, ZE R, le vecteur % peut s'écrire sous la forme :
V=xi+ y] + zk

Les réel x, y, z sont alors appelé composantes du

vecteur V.
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Chapitre I Outils mathématiques

1.2.3.6 Norme ou module d’un vecteur

Le module d'un vecteurOA représente la distance entre le point A et B, noté ||Wl)|| tel que:

||Wl)|| =+vVO0A.04 Donc ||E4>|| =./x?+y?

Deux vecteurs sont dits orthogonaux si, et seulement si, leur produit scalaire est nul.
|08 = [[04]

Exemple

Soit A (2, 5) et B (-3, 1) deux points et AB un vecteur.

Déterminer les cordonnées et le module du vecteur AB.

w7
YB — Ya
(1)
“\1-5
- (_,)
T \—4

|4B]| = JCB7 T -0F Donc ||AB| = VA5

1.2.3.7 Produit scalaire de deux vecteurs

Le produit scalaire de deux vecteursV; et V,, est une opération qui associe aux deux vecteurs,

un scalaireVl. 72), tel que:
Vil = ¥, = 7] 73]l cos(@
Expression analytique
Vi=3Xx+2y—1Z
V,=4x+1y+72
ViV, = B3x4)+@2x1)+ (-1 x7)

171.172 = 7
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Chapitre I Outils mathématiques
< Propriétés
Soit 71), 7{ et 7; trois vecteurs, les égalités suivantes sont vérifiées:

« V.V, =W.V;

o V.V, +V5)=V .V, +V..V;
e VU=V

e 0.V=0

o x.(.V)=@V).V,

v Sil'un des deux vecteurs est nul ou que les deux vecteurs sont orthogonaux, leur
produit scalaire est nul.

1.2.3.8 Produit vectoriel de deux vecteurs

Le produit vectoriel est une opération vectorielle effectuée dans les espaces euclidiens
orientés de dimension 3, cette opération n'existe pas en 2 dimensions.

Soit deux vecteurs Vyet V, avec V V;,V, € R3
Le produit vectoriel de ces vecteurs est un vecteur 1736 R3 tel que :

173 est perpendiculaire éVl)et Vj
Vi AV, = U, = |75 []]. sin(a) 7

v" Si l'un des deux vecteurs est nul ou que les deux vecteurs sont colinéaires, leur produit
vectoriel est nul.

Expression analytique
V= ax+By—vZ

V,= 8X+oy+1Z

Meécanique Rationnelle Dr.Bouzidi Med Amin
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Chapitre I Outils mathématiques

X vy Z
AT 1 MAER Zy+|g oz
6 0 T
= (Bt +y0)X- (at +y0)y +(ac + o) 7
Exemple
V, = 3% +2y—1Z
V,= 4% + 1y + 72
it=ls 2 [ - A+l ¥z
4 1

= (14+1)X-(21+4) y+ (3-8)Z

VAV, = 15%-179-52

1.2.3.9 Combinaison linéaire des vecteurs

. —_— — —> —_— , . 3
Soit les vecteurs Vi, V5, V3, ..., 1, d'un espace vectoriel R°, x4, x5, X3, ..., X, des nombres
réels. Le vecteur W peut étre exprimé a partir d'une combinaison de vecteurs, tel que

w =x171>+ x272>+ x373)+---+ ann’

—

—_— = —
W est appelé combinaison linéaire des vecteurs V;,V,, Vs, ..., V;,. Les scalaires sont appelés
coefficients de la combinaison linéaire.

Exemple

Soit les vecteurs Vl) = (1;2; 5),72 = (7;2; 3), déterminer la combinaison linieére des deux

vecteurs.
. 1 7
W = (3) (2) + (=2) <2)
5 3

W = (-11,2,9)
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Chapitre I Outils mathématiques
1.2.3.10 Dépendance et indépendance linéaire

Soit les vecteurs V3, V,, V3, ..., V,d'un espace vectoriel R3, X1, X3, X3, ..., Xpdes nombres réels.

Les Vecteursvl,vz,ﬁ,...,vn, sont dits linéairement dépendants (la famille de

vecteurs(Vy, V,, Vs, ...,V )est dite liée), si l'un des vecteurs peut étre exprimé comme
combinaison linéaire des autres vecteurs. Si cette condition n'est pas réalisée on dit que ces
vecteurs sont linéairement indépendants.

L'indépendance linéaire d'une famille de vecteurs est vérifiée par 1'expression :

n — — L . . .o —_— —— — —
Y1 x;V, = 0, appelé combinaison linéaire des vecteurs V;, V5, Vs, ..., V,

Alors les x;sont nuls, si lesx;ne sont pas tous nuls on dit que les vecteurs sont linéairement
dépendants entre eux.

e Dans un ensemble de vecteurs indépendants, tout sous ensemble prélevé sur ces
vecteurs forme un systéme de vecteurs indépendants.

e Dans un systeme de vecteurs linéairement indépendants, aucun d’entre eux ne peut
étre un vecteur nul.
Exemple
Soit deux vecteurs Vl)et Vj . Si les deux vecteur sont paralleles, il existe un scalaire N tel que
Vl) =K 72) Ce qui peut aussi €tre écrit Vl) - K 72) =0

On dit que: 71) est une combinaison liniére de 7; ou que 72) et 7{ sont linéairement
dépendants.

Si par contre les deux vecteurs ne sont pas paralleles, 1'un ne peut pas étre écrit en fonction
de l'autre, les deux vecteurs sont linéairement Indépendants.

1.2.3.11 Projection orthogonale d’un vecteur sur un axe

Le vecteur projection du vecteur V sur un axe ( A ), définit par son vecteur unitairefi, est
un vecteur VA tel que:
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1.2.3.12 Projection orthogonale d’un vecteur sur un plan

Le vecteur projection orthogonale du vecteur V sur un plan (), de I'espace défini par la

normal i est le vecteur 7,; tel que:

—

V; est la composante dans le plan du

— —_—
vecteur V, la deuxieme composante V,

de V est perpendiculaire au plan. Ce
qui donne:

C=V- 7‘: = (V.[)i on retombe
sur la formule du double produit ()
vectoriel:

Ve = GAVARD)
1.2.3.13 Divergence dans un repere orthonormé

Le divergent d'un vecteur V dans unrepere orthonormé (O,Tjﬂ), est le produit scalaire de v

= 5 05,05, 07
par le vecteur V tel que: V= wit 3/ +£k

Noté: divV = V.V

1.2.3.14 Rotationnel dans un repére orthonormé

Le rotationnel d'un vecteur V dans un repere orthonormé (O,i’fl_c)), est le produit vectoriel de
= > = d > 0 > Jd 7
V par le vecteur V tel que: V= wtt E) + Ek

B —

Noté: 7otV = V)/\ %

Exemple

V, = 3%+2y—1Z

V,= 4% + 1y + 72
= AT Xy Z 2 -1 3 -1 3 2
AN, =13 2 _1=| 9?—| 37+| Z

4 7 4 1
4 1 7 L7
= (14+1)X-(21+4) y+ (3-8)Z
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VAV, = 15%-179-52
ViV, = Bx4)+@2x1)+ (-1 x7)
V,.V,= 7
I.2.4 LES MOMENTS

1.2.4.1 Définition

Un moment représente une grandeur physique vectorielle traduisant 1'aptitude de cette force
a faire tourner un systeme mécanique.

Les moments sont des vecteurs, et comme tout vecteur, ils sont définie par quatre parametres
qui définissent tout vecteurs : le sens, la direction, I'intensité et le point d'application.

Le sens du moment est déterminé en accord avec le sens trigonométrique (encore appelé sens
géométrique):

e Le sens trigonométrique positif correspond au sens de rotation contraire a celui des
aiguilles d’une montre.

e Le sens trigonométrique négatif correspond au sens de rotation identique a celui des
aiguilles d’une montre.

1.2.4.2 Moment d’un vecteur par rapport a un point

Le moment provoqué par un vecteur AB appliqué en un point O est un vecteur noté M A (ﬁ)

tel que MO (ﬁ) = OA"AB. Le moment I\_/I)o (ﬁ)est Independent de la position du vecteur AB
sur le droite AB.

M, (AB) T
o /
\\\Q,-’/ . AB
/(’_.-f
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1.2.4.3 Le théoréeme de VARIGNON
Le moment d'un vecteur par rapport a un point est égal a la somme des moments par rapport

a ce méme point due au composant de ce vecteur.

Mo (F) = Mo(Fy) + Mo (Fy)

1.2.4.4 Moment d’un vecteur par rapport a un axe

Soit O un point quelconque de I’axe (A) et (i son vecteur unitaire. Le moment d'un vecteur
AB par rapport a un axe (A) est la projection sur I'axe (A) du moment provoqué par le vecteur
ABen A.

¥ (AB) = (W, (AB). )i

I.2.5 Les torseurs

Un torseur représente la modélisation mathématique du mouvement ou d’une action
mécanique que subie un solide de la part de I’environnement extérieur. Ce sont des outils
privilégiés de la mécanique car ils permettent d’écrire les équations vectorielles de maniere
simplifiée.

Un torseur[t]est un champ de vecteurs équiprojectifs définis dans 1’espace géométrique qui
nous permet de classer une force et un moment :

A chaque point A, les deux champs du torseur font correspondre, respectivement, un

vecteurR indépendant de A, appelé moment du torseur et un vecteur mqui, lui, dépend de A,
appelé moment du torseur au point A.
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—

Le torseur [t]4est donc noté : [1] A={M£)

A

La résultante Ret le moment M 4, résultant au point A, constituent les éléments de réduction
du torseur au point A.

La résultante R est la résultante de n vecteursVy,V,, Vs ... V. Appliqués respectivement
aux points :B;,B,, Bs ,........ B,.tel que R = Zflv:

Le moment résultant au point A est exprimé comme suit : E) = YrAB " VZ, On peut alors
écrire :

R=31V,
[T]A: — n—) —
M, = Y4BV,

1.2.5.1 Opérations sur les torseurs

Propriété des torseurs

. R R, .
Soient les Torseurs[7]; et [], tel que : [T]1={_1, et [T]2={_2, et a un scalaire.
1 2

Somme de deux torseurs

La somme de deux torseurs est un troisieme torseur [7]; dont les éléments réducteurs sont la
somme des éléments réducteurs des deux torseurs [7],et [T],, tel que donné par I’expression
suivante:

Ry = Ri+Ry

[z]; = [7]; + [7], = {m _ E‘l' m

Multiplication d’un torseur par un scalaire
La multiplication d’un torseur par un scalaire est donnée par 1I’expression suivante:

a.R,
a. [T]1={ 4
a. M,

Produit scalaire de deux torseurs
Le produit scalaire de deux torseurs est donné par I’expression suivante:
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R_) R_) —_— —— _— ——
[T]ZZ {_1)}. {_2)} = Rl'MZ + RZ'Ml
1 2

1.2.5.2 Torseur nul

Le torseur nul est I’élément neutre pour I’addition de deux torseurs, un torseur est dit nul si
sa résultante et son moment sont nuls en tout point de I’espace. Si un torseur est nul en un
point, alors il est nul en tout point. Il est noté [0].

R, =0
[o]={ﬁ1 -
M1 = 0

1.2.5.3 Egalité de deux torseurs

Deux torseurs sont égaux s’il existe un point dans I’espace tel que :

R,=R,
7|, = [t|,Donc|t|,=4_ _=, .
[t], = [t].Donclt], {Mlez

1.2.5.4 Invariants du torseur

Tout torseur possede deux invariants indépendants du point de 1’espace ot ils sont calculés,
I’invariant vectorielle et scalaire.

e La résultantes R des vecteurs libres est indépendante du point ou elle est calculée et
représente 1’invariant vectoriel.

e La grandeur M.R, dite automoment, est elle aussi indépendante du point ou elle est
calculée et représente I’invariant scalaire du torseur.

1.2.5.5 Déplacement d’un torseur

La regle de transport des moments est la propriété la plus importante des torseurs, elle
permet, connaissant le Torseur [T]4 en un point A de I’espace, de retrouver les éléments de
réduction de ce mé€me torseur en un tout autre point de I’espace.

R=3M,
Soit le Torseur [7] 4en un point A de I’espace, tel que : [1] A:{_> Zl_l, -
My = YTAB NV,

Les éléments réducteurs de ce torseur en un autre point C de 1’espace peuvent étre exprimés
en fonction des éléments réducteurs du torseur exprimé au point A, comme suit :
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La résultanteR reste invariable car elle ne dépend pas du point ou elle est exprimée.

Le moment au point C peut étre exprimé comme suit :

—

M, = Y'CB "V, =Y"(AB,+ CA"V,= Y'AB,"V,+ Y!'AC"V, = YrAB "V +
CA ™ ¥™VDonc :

—
1

Mc=M, + CA~V,

1.2.5.6 Axe central d’un torseur

L’axe central d’un torseur est définit par I’ensemble des points P de 1’espace en lesquels le

i
moment Mpest parallele a la résultanteR. Sur la droite formée par ces points, le torseur garde
une valeur constante et le moment en ces points est minimum.

1.2.5.7 Détermination analytique de l'axe central

Soit un repere orthonormé et (A) I’axe central du torseur [7]. En sachent que [T],au point O.
est connu.

Soit P un point de 1'axe (A);nous avons :MP = a.Ret Mp = MO +PO"R d'OflﬁA(Mo +
PO*R) =0

R~M, + R"PO"R donc R"M, + AO"(R*) — R(R.A0) = 0

Rril, | RPO 3
o BPR

on obtientPO = ~—
R2 R2

Le premier terme est indépendant du point P, on peut le noter comme étant un vecteurP0,;

le deuxieme terme dépend de P et est parallele a R, donc il peut étre écritP0 = POy + «a. R

1.2.5.8 Pas du torseur

Pour un point P de 1'axe central, le moment est parallele a R

Donc: Mp = a. Rde ce fait l'invariable scalaire du torseur peut s'écrire 1\71>P.I_?) = a.R.Ron

— =

) Mp.R _ 3
obtientax = gz oud représente le Pas du torseur
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1.2.5.9 Torseurs élémentaires

Les torseurs élémentaires sont des torseurs dont 1’invariant scalaire est nul, il en existe deux
types:

e Le torseur couple.
e Le torseur glisseur.
RM : Si I'invariant scalaire n'est pas nul, le torseur est dit quelconque.

1.2.5.10 Torseur glisseur

Un torseur est un glisseur si et seulement s’il existe un point ot son moment est nul et sa
résultante est non nulle.

Son invariant scalaire est nul

M,.R=0VO0

<
S

[T]est un glisseur si {I 71

=v]]
H
ol

1.2.5.11 Torseur couple

Un torseur est un torseur couple si et seulement si sa résultants Rest nulle. Sachant que M.R
est invariant, donc pour un torseur couple le moment est invariant et ne dépend pas du point
d’observation.

3 0 telque : M_O)th

[T]est un glisseur si{ .
R=0
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1.3 Exercices sur les outils mathématiques

Exercice 1:
Soit les points dans le plan OXY : A(-2,3 );B(3,1);C(1 ,4);D( 5,3).

Déterminer les composantes des vecteurs AB, CD ainsi que le module, la direction et le sens
de ces vecteurs.

Représenter graphiquement ces vecteurs
Exercice 2:
Soit les points dans le plan OXY: A( 1, 4, 3);B( 2, 3, 5);C(5, 2, -1);D( -3, 4, 7).

Déterminer les composantes des vecteurs :AB,CD.

Déterminer:

° E+H5;
e AB.CD:

° E"ﬁ;

o |[4B].|[cD]};
« ||lAB~ D).

Exercice 3:

Soit les vecteurs 171, VZ, 173 et I_/>4tel que: vecteurs
Vi(a,4,2),V,(3,2,b),Vs(1,4,c)etV,(2,3,7)

— —
Déterminer a et b pour que les vecteurs VietlV, soient colinéaires ;

— —
Déterminer la valeur de ¢ pour que les vecteursVzet V, soient perpendiculaires;

Exercice 4:
Soit les vecteurs 171, 172, 173 et I_/>4te1 que: 171(1,7 ,5); 172 (3,4,6); 173 (2,3,3).
Déterminer la surface du parallélogramme dont les cotés sont les vecteursl71 etl_/;.

Déterminer le volume du parallélépipede dont les cotés sont les Vecteursl71,l72 etl73.

Exercice 5:

Soit les vecteurs V;, V,etVstels que: V,(2,5,4),V,(1,2.54)etV, (—3,4,1)

Calculer :

— —

o V"MV et 171 .172. Que peut-on dire de ces deux vecteurs ?
® l731 : (‘72 AVB)Q
® l731 A(Vz AI—/B)'
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Exercice 6:

Soit les vecteurs 171, 172 tels que: 171( 1,2,5), 172 (3,—-2,4).
Déterminer

. W{:I_/)l. 172 et déduire 1’angle entrel_/l, 172.

° W2=V)1, AI_/)Z )

. ||W1)||par deux méthodes.

Exercice 7 :

Dans un repere orthonormé (0,?]7_()), trois points A et B ont pour coordonnées :A(2,1,4),
B(7,2,3)et C (2,4 4).

Déterminer :

e Le moment du vecteur glissant AB par rapport au point O centre du repaire.

e [e moment du vecteur glissant AB par rapport a la droite (A)passant par le point O et
le point C.

e Construire le torseur [T],associé au vecteur AB.
e Déterminer les éléments de réduction des torseurs|z].

Exercice 8 :

Soit a et b deux scalaires et[t];et [T],deux torseurs dans un repeére orthonormé (O,Tfl_c)) tel

R, R,
que : [7] 1={ﬁln [7] 2={—2>,

1
R, =17+57+2k.R, =27 +4] +6k,M, =47 +2] +5ketM, =37 + 5/ + 7k.
Calculer :

o [z]; +[7];
o [t]i.[7]2
e a.[t]; +b.[T],

Exercice 9 :
Soit les vecteurs Vl, 172, 173 et 174 tel que: vecteur
V,(4,2,-5),V,(—1,4,-2),V5(1,-2,3)et V,(—4,—1,2)définis  dans un  repere

orthonormé (O,ﬁz). Appliqué respectivement au point B;(2,3,6); B,(5,2 ,3); Bs(1,
5,3); B4(6,4 ,3). Déterminer

e Les éléments de réduction du torseur associé au systeme de vecteurs.
e Le pas et I’axe central du torseur.
e ["automoment des torseurs.
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CHAPITRE II
STATIQUE DU SOLIDE
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CHAPITRE II. Statique du solide

I1.1 Introduction

La statique représente le domaine de la mécanique rationnelle qui s'intéresse a 1'étude de
I'équilibre des systemes mécaniques considérés au repos par rapport au repere dans lequel se
situe 1'observateur. Le systeme mécanique étudié peut représenter toute association de corps
physiques solides ou fluides, un point ou un ensemble de points matériels, une partie ou
I’ensemble d’un solide.

Le présent chapitre traite de la statique du solide. On y abordera les notions fondamentales
de la statique et les regles et opérations sur les vecteurs, nous verrons les liaisons et leurs
réactions. On s’intéressera dans ce chapitre a 1'équilibre d’un systeme de forces concourantes,
aux systemes de forces planes, a 1'équilibre des corps solides dans 1’espace et a 1'équilibre
analytique et équilibre graphique des corps solides.

On verra que les problemes de la statique peuvent étre résolus par la méthode graphique, la
méthode analytique ou la combinaison des deux méthodes.

I1.2Notions fondamentales de la statique

I1.2.1 Corps solide parfait

Un corps solide parfait représente un modele théorique du solide réel, la réalité
naturelle et technologique étant plus complexe. Un corps solide parfait est constitué d’un
ensemble de points matériels (particules matérielles possedent une masse et des dimensions
négligeables) agissent les unes sur les autres conformément au principe d’égalité de I’action et
de la réaction et qui gardent en toutes circonstances les mémes distances entre elles quelque
soient les systemes de forces extérieures appliqués. De ce fait un corps solide parfait ne subit
aucune déformation.

11.2.2 Force

Une force représente l'interaction quelconque d’un corps sur un autre, telles que les
interactions de contact ou a distance. En mécanique, les forces sont utilisées pour modéliser
des actions mécaniques diverses (pression, frottement actions de contact, force
électrostatique, force électromagnétique...). (A)

La force est représentée par un vecteur-force ayant les
propriétés générales des vecteurs : un point d'application (A),
48|,

une direction(A), un sens (de A ver B) et une intensité|

Il existe deux types de force, les forces exercées par d’autres corps en un point du solide,
appelées forces extérieurs, et les forces qui se développent entre les points matériels du corps
appelées forces intérieures.
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L'unité de la force est le Newton qui correspond a la force qui communique une accélération
de 1 metre par seconde au carré a un corps ayant une masse de 1 kilogramme.

I1.2.3 Diagramme des forces

Il s’agit d’une méthode graphique utilisée dans le cas des probléemes plans, servant a la
détermination de l'intensité de forces agissant sur un
systeme en équilibre.

Un corps soumis a deux forces est dit en équilibre si
ces forces sont de sens opposés et possedent la méme
intensité et la méme direction. Dans le cas ou le corps est soumis a trois forces pour satisfaire
a 1'équilibre du corps il faut que les trois forces soient concordantes. Cette relation vient de
I'équation dite « de la résultante » issue du principe fondamental de la statique ; les deux
glisseurs ont un méme axe central (les points d'applications des forces sont sur une droite
colinéaire a la direction des forces) ; cette relation vient de 1'équation dite « des moments »
issue du méme principe.

11.2.4 Reégles et opérations sur les vecteurs libres

11.2.4.1Somme vectorielle de deux forces

La résultante de deux forces Fl) et F? peut étre retrouvée en mettant bout a bout les deux
forces de sorte que le point terminal de Fl)co'incide avec le point initial de F? La résultante
relie le point initial de Fjau point terminal deF?. Dans le cas de deux forces concourantes, la
résultante peut étre obtenue en constituant un parallélogramme sur Fl) et Fz), la diagonale du

parallélogramme définie le module et la direction de la résultante des forces Fl) et F;

11.2.4.2Coordonnées rectangulaires
Dans un systeme de coordonnées rectangulaire o xyz, une force appliquée a 1'origine du

systeme peut étre décomposée en deux autres forces appliquées au méme point et produisent
le méme effet. Une composante verticale (F,) et une composante horizontale (Fp), tel que:
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Si on considere un plan (OBAC) vertical contenant le vecteur F. Ce dernier passe par l'axe
vertical y et son orientation est donnée par I'angle qu'il forme avec le plan xy. La direction de
F dans ce plan est définie par I'angle 6, formé entre I'axe y et F. On obtient:

E, = Fcos0, et F, = Fsin6,

(B)

()

En décomposant la composante horizontale en deux composantes Fet F, tel que:
F, = Fpcos ® = F sin6,, cos ®
F, = Fy sin® = Fsin 6, sin ®

Nous obtenons ainsi les trois composantes rectangulaires Fy, F,, F;.

11.2.4.3Cas de plusieurs forces

Dans le cas de plusieurs forces concordantes, la regle du parallélogramme peut étre utilisée
pour déterminer la résultantes des forces, en l'appliquant d'abord a deux des force puis a leur
résultante avec une troisieme force, ainsi de suite jusqu'a ce que toutes les forces soient
combinée.

La résultante de plusieurs forces peut aussi €tre retrouvée en utilisant la regle du polygone
des forces. Les forces sont mises bout a bout en respectant leur sens et leur direction. La
résultante de ces forces ferme le polygone en reliant I'extrémité de la derniere des forces au
début de la premiere.
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11.2.5 Les liaisons et les réactions

11.2.5.1Degrés de liberté d'un solide libre

Un solide est dit libre s’il peut se déplacer en toute direction sans restriction. Six
mouvements de directions indépendantes sont
considérés:

e Trois degrés de translation. !
e Trois degrés de rotation.

Les degrés de liberté sont souvent présentés sous
la forme d'une matrice, ou les colonnes donnent un
type de mouvement (translation ou rotation) et les
lignes, la direction considérée (x, y ou z)

X

11.2.5.2 Définition d'une liaison

Les liaisons sont des corps matériels qui s’opposent au mouvement du solide. On dit qu'il
existe une liaison entre deux solides, quand un solide ne peut pas se déplacer librement par
rapport a un autre, ce qui diminue ses degrés de libertés par rapport a un corps libre. Les
forces qui s'exercent sur le solide sont appelées réactions de liaison.

11.2.5.3Modeélisation d'une liaison

Pour la modélisation des liaisons, nous considérons, sauf spécification, que les liaisons sont
parfaites, ce qui suppose:

e Surfaces de contact géométriquement parfaites;
e Contact supposé sans adhérence;
e Jeu de fonctionnement nul entre les surfaces de contact.

11.2.5.4Représentation normalisée des liaisons usuelles

On associe a chaque liaison normalisée une représentation schématique (représentation plane
ou tridimensionnelle).

Le tableau suivant récapitule les liaisons les plus courantes normalisées par I’AFNOR et
ISO, dans le but de définir les possibilités de mouvement autorisées pour chaque une de ces
liaisons ainsi que leurs particularités et leurs caractéristiques géométriques.
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Tableau.2. Liaisons usuelles — norme NF e 04-015 et norme NF en ISO 3952-1

Degrés
de Nom de la liaison Schématisation Caractéristiques géométriques Particularités
liberté
0T Tiaisan Encastrement o A Aucune - Pour tout point P de l'espace
OR : - Dang toute base
! -
0 -
& o
H Liaison Pivot — Axe (0%} - Pour tout point P appartenant a
A : 3
L& (nf) zi . laxc(O,x}
; au (i{ x%y - Dans toute base contenant ¥
" o B3
IS E
(iso)
1T Liaisan glissiére 2 M . Direction ¥ - Pour tout point P de l'espace
OR % Pt i - Dans toute base contenant ¥
_:'_ ® B \
1R+T S .. ﬁ ’.'\ Axe (O, ;} - Pour tout point P app artenant 4
[
Hoe o4 . o
2w o
ﬁ' & ﬁ“ - Dans toute base contenant &
o o
@ o p :pag de Ihélice
EL ‘ e signe dépend du sens de I'hélice
g A " Le signe dépend d de Iheli
2, =
:” i i3y H Jﬁ:‘ %
[ &)
1T Liaison Pivot glissant A Axe (03} - Pour tout point P appartenant a
1R laxe {05}
- Dans toute base contenant ¥
oT Liaisan sphérique a doigt - Centre © - Aucentre O de la liaigon
2R . .
- plan de la rainure (y0z)
M - direction du doigt z
S
oT Liaizon Rotule ou Centre O - Aucentre O de la liaison
3R - Dans toute base
3phérique &
2T Tiaisan Appui Plan MNortnale 7 - Pour tout point P de l'espace
1R - Drans toute base contenant la
nonmale au plan (el 7 )
1T Liaison Linéaire annulaire Axe(OF) - Aucentre O de la sphére
3R ou Sphére- cylindre - Dans toute base contenant ¥
e
2T Liaison Linéaire rectiligne - Droite de contact (O} - Pour tout point P du plan (x0z)
2R r /f-""-
{?// - Plan tangent au contact
2T Liaizon Ponctuelle ou i - Point de contact O - Pour tout point P de l'axe (0,5}
3R Sphere-Plan | - Norrnale au plan de contact

- Dans toute base contenant ¥
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11.2.5.5Diagramme des corps libres

Les diagrammes des corps libres sont un outil essentiel dans la résolution des problemes de
mécanique rationnelle. Il s'agit d'isoler un corps ou une partie d'un corps en fonction des
éléments recherchés, de dessiner un schéma simplifié€ des parties considérées, en indiquant:

e Les axes de cordonnes;
e Dimensions utilisées;

e Les forces appliquées;
o Les réactions.

Exemples

I1.2.6 Equilibre d'un systéme de forces concourantes

Dans le cas d'un systeme de forces concourantes au centre O, le moment est nul par rapport a
0, il reste seulement trois équations pour la projection de la résultante:

11.2.6.1 Méthode de résolution graphique

La résolution graphique d'un systeme de forces permet une résolution rapide sans avoir
recours a des calcules. Cette résolution se fait en deux étapes:

Tracé du dynamique
Tracer le dynamique permet de vérifier 1'équation : R= Yi ﬁi =0

Le dynamique est tracé en mettent bout a bout toutes les forces pour obtenir la résultante en
partant de l'origine de la premiere force et en arrivant sur I'extrémité de la derniere. En tracant
la dynamique on obtient l'intensité et la direction de la résultante des forces.

Tracé du funiculaire:
— —
Tracer le funiculaire permet de vérifier 1'équation : Y.; Mp; = 0

Le funiculaire est tracé en commencent par tracer sur le dynamique les rayons polaires,
choisir un point P appelé pole et on relie ce point aux extrémités des différents vecteurs.
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Chaque segment ainsi tracé est un rayon polaire. On lui attribue un label et on trace le
funiculaire proprement dit. Sur le funiculaire, tracer les paralleles aux rayons polaires.
Déterminer le point I, intersection des cotes extrémes du funiculaire.

11.2.6.2Cas d'un solide soumis a l'action de deux forces

Pour qu’un corps soumis a deux forces soit en
équilibre, ces deux forces doivent avoir la méme
ligne d'action, la méme intensit¢ et des sens
différent.

11.2.6.3Cas d'un solide soumis a trois forces concourantes

Dans le cas d'un solide soumis a l'action de trois forces concourantes, les problemes de
statique se posent généralement sous la forme suivante :

e Une force est entierement connue,

e Ja ligne d'action de la deuxicme force est = 7 % _
— 2
connue, - 3
e le point d'application de la troisieme force a
est connu. 3 =

On commence par déterminer la résultante de deux
des forces pour ramener le probleme a celui d'un corps soumis a l'action de deux forces.

La direction de la troisieme force pour laquelle seul le point d'application est connu est
déterminée en trouvant le point de concours de toutes les forces. On construit le dynamique en
commencant par la force entierement connue puis la direction des deux autres forces. Enfin on
mesure sur le dynamique les vecteurs-forces recherchés en fonction de 1’échelle utilisée.

11.2.6.4Cas d'un solide soumis a l'action de quatre forces ou plus

Dans le cas d'un solide soumis a l'action de quatre forces ou plus, le nombre d'inconnus ne
peut dépasser trois, sauf dans le cas ou les forces sont paralleles. On peut distinguer deux cas:

e Une direction et deux forces sont inconnues

Dans ce cas toutes les forces sont connues sauf deux forces qui possedent des éléments
inconnus. On commence par ramener les conditions d'équilibre a celle d'un corps soumis a
I'action de deux forces, en combinant chaque paire de forces afin d'avoir deux résultantes
égales et opposées, ayant la méme droite de support.

On construit les dynamiques des paires de forces, qu’on compile, pour enfin mesurer sur le
dynamique les vecteurs-forces recherchés en fonction de I’échelle calculée.
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e Trois forces inconnues
Dans ce cas une des forces est completement connue ainsi que la direction des deux autres.

On commence par déterminer la résultante des forces connues afin de se ramener a trois
forces concourantes. On trace la résultante des forces connues appliquées en leur point de
concordance puis on combine les résultantes obtenues a la dynamique des forces inconnues et
on mesure sur le dynamique les vecteurs-forces recherchés en fonction de I’échelle calculée.

11.2.6.5 Conditions analytiques d'équilibre

Un systeme de forces concourantes, coplanaire ou dans I’espace, est en équilibre si la
résultante de toutes les forces du systeme est nulle.

ﬁ:Zﬁl:B

i

11.2.6.6 Forme générale des équitations de projection

La projection d'une force sur un axe est la grandeur scalaire égale avec le produit scalaire
entre le vecteur force et le verseur de I'axe.

- . . s
Soit un axe caractérisé par le vecteur unitaire (i, la projection de la force F sur cet axe est

- =

F, =F.fi =F.p cos(F,u) =F cos(F,u)

Les projections de la force F sur les trois axes ox, oy, oz avec 0y, 0,, 6,les angles formés par
ces axes avec la forces F, donc respectivement on obtient:

—

FE, = F cos 0,
Fy) = F cos 0,
F; = F cos 6, > T
o
Si 7,7,k sont les vecteurs unitaires du repaire o xyz alors
F=Fi+Ej+Fk
F = F(cos 0,7+ F cos 6y J + cos b, k). On obtient donc:
cos® @, + F cos? 0, + cos® 6, = 1
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I1.2.7 Systeme de forces plan
11.2.7.1 Conditions d'équilibre d'un systeme de forces plan

Les conditions d'équilibre d'un solide soumis a un systeme de force plan se réduisent a trois
équations. Pour (xoy), le plan contenant les forces appliquées au solide, on obtient :

YE =0:XE =0; %M, =0, quelque soit le point O dans le plan.

Ces trois équations donnent donc une solution pour un maximum de trois inconnues. Les
forces inconnues incluent des réactions dans le nombre dépend du type de liaisons.

Exemple

Soit le solide S qui glisse le long d'un plan incliné d'un angle 6. Le solide est retenu par une
corde de longueur L. donner les trois
équations d'équilibre du solide S.

D:
Y. F, =F sinf+F,cos0 =0 AL
Y F,=F cos0 +F,sinf —F; =0 fﬁ
XMy =F,.L—F;.Lcos6 =0 " k¥
g

11.2.7.2Solide soumis a l'action de deux forces

Soit un solide soumis a deux forces. On dit de ce solide qu'il est en équilibre si les deux
forces possedent:

e e méme module,
e [.a méme direction et
e Des sens opposé.

11.2.7.3Systeme de forces paralleles

La résultante d'un systeme de forces paralleles de méme sens ne peut pas €tre en
équilibre si toutes ces forces ne sont pas nulles. La résultante de ces forces est obtenue
en sommant les intensités de ces forces.

Dans le cas ou ces forces ne sont pas de méme sens, le systeme est en équilibre si la
résultante de ces forces est nulle. La résultante de ces forces est obtenue en sommant
les intensités des forces de méme sens jusqu'a obtenir deux résultantes partielles de
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sens opposé, puis l'intensité la plus faible et soustraite de l'intensité de la plus grande
résultante. Si les deux résultantes ont une méme intensité, on parle alors de couple.

I1.2.8 Equilibre des corps solides dans I'espace
11.2.8.1Réduction d'un systeme de force quelconque

Soit un systeme de forces quelconque de I’espace,  un plan non parallele a I'une des forces
considérés et A un point de I’espace n'appartenant pas au planr.

En faisant glisser chaque force (Fl)sur sa ligne d'action jusqu'a ce qu'elle soit appliquée enB;,

le point d'intersection de sa ligne d'action avec le plan m, toute force Edu systeme de force
peut étre décomposée en deux forces:

e Une composante située sur le plan m, notéea
e la deuxieme composante est Fy, qui est la projection de la force Fsur la droite B;A.

En déplaganta sur B; A jusqu'a ce qu’elle soit appliquée en A, on obtient que le systeme de
forces puisse €tre décomposé en deux composantes partielles:
e Les composantes F;admettent une résultante unique sur le planm.

P ——

For = Fpy + Fpp + Fpz + -+ Frpyy

e Les composantes concourantes au point A admettent également une résultante unique.
Fap = Fa1 + Fgp + Fpz + -+ Fyyy

11.2.8.2Déplacement paralléle des résultantes partielles

P——

Une fois le systeme de forces quelconques réduit a deux résultantes partielles Fr et m,
différentes possibilités se présentent:

e Si les lignes d’action de Fg et m sont concourantes, le systtme de forces admet
une résultante unique F_R) =Fyp +met un couple principal nul.

e Si les résultantes a et msont paralleles, de méme module et de sens opposés, la
résultante du systeéme de forces est nulle et fait apparaitre un couple principal de
moment M.

e Si les résultantes m et msont placées sur la méme ligne d’action et sont opposées,
la résultante générale F_R)et le couple principal sont nuls. Le systtme de forces est
équilibré.

e Siles résultantesm et mne sont ni concourantes, ni opposées, I’une des résultante

peut étre déplacée parallelement a elle-méme jusqu’a ce qu’elle atteigne la ligne
d’action de l'autre résultante, pour permettre de faire la somme des deux résultantes.
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.29 Equilibre analytique des corps solides
11.2.9.1Conditions générales d'équilibre

Pour qu'un corps solide soit en équilibre deux conditions doivent étre vérifiées:

e La résultante de toutes les forces extérieures appliquées au solide, est nulle ;
® Le moment résultant de toutes ces forces en un point O, est nul.
La vérification de ces deux conditions équivaut a dire que le torseur représentant I’ensemble

de ces actions est un torseur nul. La projection des éléments du torseur des forces extérieurs
nulles nous donne les six équations scalaires suivantes:

Ry M,
R=0o1{R, ;M=0>M,
R, M,

Trois équations liées a la résultante des forces extérieures et trois équations liées au moment
des forces par rapport aux axes du repere.

11.2.9.2Méthodes de résolution

La méthode de résolution analytique permet d'obtenir des résultats plus précis que ceux
obtenus avec la méthode graphique, et s'applique indépendamment du systeme de force en
place. La méthode analytique peut étre associée a la méthode graphique pour résoudre
certains problemes.

Dans un probléme de statique, les inconnus sont généralement la direction ou le sens et
l'intensité d'une force. Un probleme est statiquement dit isostatique si le nombre d’inconnus
est inférieure ou égale aux nombres d'équations d’équilibre, sinon il est considéré comme un
systeme hyperstatique et ne peut étre résolut sans faire appeler a des relations existant dans le
systeme.

11.2.10  Equilibre graphique des corps solides

Un solide est en équilibre statique si le polygone formé par toutes les forces qui lui sont
appliquées est fermé. Autrement dit, I’extrémité de la derniere force coincide avec I’origine de
la premiere force.

Pour résoudre graphiquement I’équilibre du solide, on procédera comme suit :
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e On représente le diagramme du corps solide en représentant toutes les forces connues
et toutes les forces inconnues par des grandeurs vectorielles en choisissant une échelle
appropriée pour les intensités tout-en respectant la direction, le sens et l'intensité de
ces forces.

e On construit le dynamique en commencant par représenter tout d’abord les forces
connues, les unes a la suite des autres, et fermer le polygone des forces avec les forces
inconnues.

I1.2.11  Equilibre des solides en présence du frottement

I11.2.11.1  Frottement de glissement

Le frottement de glissement est la force qui s'oppose au glissement de deux corps 1'un par
rapport a l'autre. La force de frottement est de sens opposé a la force motrice et de direction
parallele aux surfaces de contact. L'intensité de la force de frottement de glissement est
proportionnelle a la force normale exercée sur le corps, a 1'état de surface et 1'état de propreté
des surfaces, elle est indépendante de l'aire de contact.

Amontons  puis  Coulomb  ont établi  Sems du mouvement
expérimentalement les lois du frottement entre '

deux surfaces en contact, d’apres la loi AN
Amontons- Coulomb la valeur maximale du

module de la force de frottement statique (ﬁ s)est

F, F
définie en fonction du coefficient de frottement / / / / /’ s e 7 / / / / / /

statique (us) et de la force normale exercée sur le P

corps (IV), tel que,ﬁs: ps.N. v

11.2.11.2  Frottement de roulement

Le frottement de roulement, est un phénomene qui s'oppose au roulement d'un solide sur un
autre, d@ a la déformation de la surface d’appui sous 1’action du poids.

Considérons un cylindre de poids P et de rayon R. Le
cylindre roule sur un plan horizontal réel, lancé a une
certaine vitesse, pour éviter qu'il ne ralentisse sous l'action du

frottement le cylindre est sollicité par une force F. Le
cylindre est alors soumis a trois forces:

e Le poids du cylindre P;
e laforce F :
e Laréaction du plan.

Sens du mouvement

Ces trois forces se coupent en un méme point, appelé centre
du rouleau. La réaction du plan se trouve décalée vers 1’avant

de la distance e. Cette réaction peut étre décomposé en deux composantes: F_N)perpendiculaire
au plan etFy,dans le plan.
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Les équations d’équilibre du rouleau sont:

le cylindre et donc soumis a deux couples, le premier couple (E, F ) tend a mettre le

cylindre en mouvement alors que le deuxieme couple (Fy, P) tente de résister au mouvement.
On appele ce deuxieéme couple moment de résistance au roulementM,., tel que M,= Fy.e

Le moment résistant atteint sa valeur maximale a I’instant ou le solide se met en mouvement.
Cette valeur est proportionnelle a la réaction normale et au coefficient de frottement de
roulement fr, mesuré en unité de longueur.

M, < M,(max)

f

r
11.2.11.3  Frottement d'un cdble sur une poulie

Soit une céble sur une poulie et T; et T, les tensions dans le cable de parte d'autre de la

T
poulie, alors — = ef sk Avec :
T2 Sens du mouvement

e [ l'angle d’arc de contact du cable sur la
surface de la poulie.
e f.le coefficient de frottement statique.

La résultante de la force de frottement entre le cable
et la surface de la poulie, est donnée par:

F= Tl - Tz, AVCCTl > Tz.
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I1.3Exercices sur la statique du solide

Exercice 1

Une sphere homogene de poids 10 KN; repose sur deux
plans inclinés perpendiculaires entre eaux, déterminer les
réactions des plans inclinés sur la sphere.

Exercice 2

Soit un cylindre de poids P = 100KN et solicité par
une force F = 50KN

Calculer la tension T dans le fil et la réacrion R

analytiquement et graphiquement.

Exercice 3

A

Un poids P, attachés a une point matériel libre C est
suspandu pa deux cordes AC et AB.

Déterminer les tensions des cables analytiquement et C
graphiquement.

100 KN

Exercice 4

Une barre uniforme de longueur 5 m et de masse 50
Kg retient une masse M=200Kg en son extrémité

Calculer la tension T dans le fil et la réaction R de
I'articulation (B).

Exercice 5

Un réservoir métallique de poids W = 48KN, de rayon r = 0.9m,
repose sur les arétes de deux murs comme le montre la figure 5. La
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distance entre les deux murs / = 1.4m. En négligeant le frottement entre les surfaces de
contacts, déterminer les pressions du réservoir sur les arétes des murs en A et B.

Exercice 6

e Déterminer les tensions dans les cordes et P1

pour que le systeme soit en équilibre :
a, =30etaz; =60

P2=15 KN

Exercice 7

Une échelle d'une longueur de 9 m et d'un poids de 500 N est

I 03 m

appuyée sans frottement sur un mur au point B et sur le sol au point B
A avec un coefficient de frottement sol échelle de 0.25.
e Déterminer les réactions aux points de contact de I’échelle .
avec le mur et le sol. =
e Un homme grimpe a 2/3 de I’échelle et s’arréte. Quelle est le A
poids maximal que peut peser cet homme sans que 1'échelle ne glisse?
Exercice 8
Soit un cylindre d'un rayon de 2 m et d'un pois de 50 F a
KN, Ie cylindre est sollicité par une force F en son centre
qui augmente progressivement.
e (Séquence 1) Déterminer la force F maximale que B
peut supporter le cylindre avant de se mettre en
mouvement, sachent que le coefficient de E
frottement de roulement du cylindre sur le sol est @
de 0.3 m. A
e (Séquence 2) Le cylindre s'arréte une fois appuyé
sur le point A. Déterminer la force F maximale B
que peut supporter le cylindre avant de se mettre
en mouvement en négligeant les frottements.
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Exercice 9

Soit le systeme décrit par la figure,
constitu¢é d'un poids Ql=15 KN
glissent sur un plan avec un
coefficient de frottement usl= 0.20 et
un cylindre Q2=25 KN de rayon

R=1m, roulant sur le sol avec un

coefficient de frottement de roulement ps2=0.30 m.

L’angle d’arc de contact des cébles sur la surface des poulies est f = 120° et le coefficient de

frottement statique sur la surface des poulies est pus3=0.25.

Déterminer P pour que le systeme soit en équilibre sachant que : a=30°.

Exercice 10

Soit un systeme mécanique composé d'une barre
coudée reposant sur deux appuis cylindriques A et
B, un cylindre de rayon R=2m est fixé sur la barre
au point C; un cable est relié au cylindre formant
un angle Q=20 ° avec l'horizontale.

Deux forces F_l> = 15KN et F; = 20 KN sont
appliquées a la barre avec des angles a=30° et
B=45°.

Déduire les réactions aux appuis et la tension
dans le cable.

Exercice 11

Soit une barre coudée a 90 en A et B, elle fixé au
mur par des articulations sphérique. Elle est
maintenue dans une position horizontal par deux
cables. Au milieu de la barre on place un poids de
100 N.

On donne AB=CD=1m, BC =2mAE=DF=0.5m.
La densité longitudinale de la barre est de 10 Kg

1 - Etablir les équations d'équilibre statique de la
barre

2 - Déduire la tension dans les cables.
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CHAPITRE III
CIN EMATIQUE DU SOLIDE
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CHAPITRE III. Cinématique

II1.1Introduction

La cinématique est une branche de la mécanique qui étudie le mouvement d'un point de vue
géométrique, sans se préoccuper de ses causes, son objectif est la détermination de la position,
de la vitesse et l'accélération des points d'un solide dans le temps, par rapport a un repere
donné.

Dans la suit de ce chapitre on considere un référentielle orthonormé direct fixe
R0(00, l_>0,]_)1k0) et un repére fixé au solide Rl(Ol’l_)lljlkl)'

Le solide est considéré indéformable, ce qui suppose que la distance entre deux points du

solide reste constante a tout temps. L'étudier le mouvement d’un solide par rapport au repere
fixe revient a étudier le mouvement du repere li€ a ce solide par rapport au repere fixe.

Le repérage du solide indéformable peut é&tre réalisé en utilisant des coordonnées
cartésiennes, cylindrique ou sphérique.

II1.2 Cinématique du solide
II1.2.1 Cinématique du solide: Position d'un solide

II1.2.1.1  Lois de composition des mouvements

Soit (S) un solide avec un repere lié Rl(Ol,Tl,fll_c)l). Le solide (§) est en mouvement

quelconque par rapport au repere fixe de référence Ry(0y, 7o, J1 Eo). Soit (P) un point du solide
S). A chaque point du solide (S) nous pouvons associer un vecteur position:

4
Oop = 0001 + 01P
0,0;: Caractérise la trajectoire de R;dansR,
0, P: Caractérise la trajectoire de P dans R,
Oy P: Caractérise la trajectoire de P dans R, #G: :
" - e - "

.I-J e Sy

i &
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II1.2.1.2  Loi de composition des vitesses

Par dérivation de l'expression de O, P par rapport au temps

= d°0oP _ d°0,0,; , d°0,P
0 — o _ 0% 1 .
Vo(p) ” T tel que:
. . . i, T dlo,p
La vitesse du point P par rapport au repere R; s'écrit: V1(P) = "
) . . o 0 d®0,P
La vitesse du point P par rapport au repére R, s'écrit: VO(P) = 0
. N N Lie. 70 d'000,
La vitesse du centre du repere R;par rapport au repere Rys'écrit: V°(0,) = 0
A% d'%p | =0, - .
On a: < -7t Q7 A ude cette expression
. e d%000; , d*04P | =0 . 7 1
On obtient: VO(P) = % + d—tl +Q9A0,P

Donc VO(P) = VI(P) + V9(0,) + G° A O, P

On peut écrire cette expression sous la forme: W(P) = W(P) + V—OL)(P)
W(P) est dite vitesse absolue de P dans Ry;

W(P) est dite vitesse relative de P dans R;en mouvement par rapport a Ry;

V0,(P) représente un terme complémentaire dit: vitesse d'entrainement de P considérée
immobile dansR;.

I11.2.1.3  Loi de composition des accélérations

A partir de la vitesse absolue W(P) on obtient 1'accélération E(P) du point P.

P —

VO(P) = VI(P) +V9(0,) + 02 A O, P

En dérivant cette expression par rapport au temps on obtient :

_ d°vo(p) d°Vi(P) d°VO(0,) d°(Q9A0,P
iy VOB VAP | dOVE0) | dO( AOLF)
dt dt dt dt
En développant cette expression on obtient:
> —_— —_ do(ﬁ)g) B — —)0 _)0 _— _)O e
a’(P) = a'(P) + | a®(0,) + T AOP+ Q7 A(QF AOLP) |+ 207 AVI(P)

On peut écrire cette expression sous la forme suivante :
a%(P) = al(P) + a% (P) + 20°(0,) A aS(P)

ad(P) = al(P) + a% (P) + @ (P)
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a®(P) =: est dite accélération absolue de P dans R, elle peut étre décomposée en trois
parties :

— — 0(qo _— — — e —
al(P)a®(0,) + % AOP + QY A (Q9 A O,P): est dite accélération relative de P dans

R;en mouvement par rapport a R;

a’ (P) = 25(1’ AV1(P): représente un terme complémentaire dit: vitesse d'entrainement de
P considérée immobile dansR;;

a,(P): représente l'accélération complémentaire de Coriolis.

II1.3Les angles d'Euler

Les angles d'Euler sont trois angles, (¢, 8 et y) définis par le mathématicien Leonhard
Euler, comme étant les éléments permettant de décrire les paramétrages de la rotation d’un
solide dans l'espace. La variation de ces angles dans le temps engendre la rotation du solide.
Les angles d'Euler trouvent surtout leur utilité pour paramétrer un repereRy, (O, Xk, Vi, Zx) 1ié
a un solide mobile par rapport a un référentiel considéré comme fixe R;(0;, X, ¥i, Z;). Les
centres des deux reperes sont considéré confondus.

I11.3.1 Angle de précession(y)

[ 2 . Py
Léanégle de Precessmn est‘ défini par - A >

Y (x;, X1), en faisant une rotation pautour & Vi ¥,
de ’axe Z; = Z;, on obtient un nouveau '
repere R;(04,%1,¥1,2,1). Les axes (Z;et Z;)

des deux reperes étant confondus. 1/)
_ La vitesse de rotation est donc | ;l
1=YZ =Yz ] R
La matrice de passage du repereR;au 5
repereR; est: N \ lp ;
cosyp siny O o B
Mgpiop1 = (—sin Y cosy 0> Z =z_:
0 0 1
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II1.3.2  Angle de nutation(0)

On fait subir au repere RI,

précédemment obtenu, une rotation ; A 2_-:
autour des axes X; = X,d'un angle 0 dit % 2
de nutation, défini parf (Z;,Z,),on
obtient un nouveau
repereR, (05, X5, V2, Z,). N
La vitesse de rotation est donc : 9 Y2
0} =0% =043, & e
La matrice de passage du repere R;au i =
repereR,est: . \ & N
&= B
1 0 0 - -
Mpig2 =0 cos6 siné ®y =5
0 -—sinf cosH
II1.3.3  Angle de rotation propre(¢)
On fait subir au repere R2,
précédemment obtenu, une rotation o A >
autour des axes Z, = Z;d'un angle @dit & Vi Y,
de rotation propre, défini parg (Z,, Zy),
on retombe sur le
repereRy (O, Xi, Vi, Zic)
\ —
La vitesse de rotation est donc : \ (,0 X,
O =97, = ¢ VSl P
cosgo sing 0 - .
Mpa—ri = <—Sin ¢ cos¢g 0) \| \ @ %
0 0 1 5 s B
z,=2,

e En utilisant les trois matrices de passage vues précédemment on peut obtenir la
matrice de passage du repere R; vers Ry:

—sin @ cos ¢ —siny cos B sin ¢ —sin@ cosyP +siny cos B cos ¢ cos @ sin 6

cos @ cos Y — siny cos 0 sin @ cospsiny +singpcosfcos P sinesin 0
Mpi-rk = ( )
sin @ sin @ —sin @ sin ¢ cos 6
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IT1.4 Champs des vitesses et des accélérations d'un solide

Soit (S) un solide avec un repere Ry(0;,75,71k;)
lié au solide S, Ry(0y, Ty, jiko) un repere fixe, A
et B deux points du solide S. A chaque point du
solide (S) nous pouvons associer un vecteur
position, vitesse et accélération. Il s'agit de
trouver une relation entre les vecteurs des points
du solide, sachant que le solide est indéformable. ; it

III1.4.1  Champs des vitesses s

A chaque point du solide (S), on peut associer son vecteur vitesse, défini par :

a° 00A1 a° 0031

VO(A1) = et VO(B1) =

En utilisant les expressions vues précédemment avec la loi de composition des vitesses :

—_— dOOOAl —>0 —_—
VO(Al) = + Ql A OOAl

dt

bppd dOOOBl —>0 —_—
VO(Bl) = + Ql N OOBl

dt

d°( 094, —-0,B;)

L0 4 (09 A (OpAy — 00By)

Doc : V9(4,) — VO(B,) =

Comme OOAl - OOBl = AlBl .

V9(Ay) —VO(B,) = ——— + Q9 A A B;

dt

Sachant que le solide (S) est indéformable, la distance entre deux de ses points est fixe, donc
la dérivé de cette distance est nulle, on obtient la loi de distribution des vitesses:

Elle montre que le champ des vitesses d’un solide est un champ antisymétrique.

Le champ des vitesses d’un solide (S) en mouvement par rapport a un repere R est représenté

QR
par un torseur appelé torseur cinématique : {V} = {ﬁ S }
VR(A),

Tel que :

e 0 estinvariant, il ne dépend pas du point considéré.

e VO(A,) qui varie pour chaque point, mais qui peut étre déduit par une relation dite de
torseur.

En projetant 1'expression obtenue pour le champ des vitesses pour un solide indéformable

sur le vecteur AB, ceci nous donne la vitesse suivant la direction AB.
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AlBl'W(Bl) = AlBlm(Al) + AlBl' (.(_ig FAN AlBl)

A4B;. (52 /\AlBl) = 0 Car le produit donne un vecteur orthogonal aux deux termes du
produit vectoriel, on obtient l'expression qui propriété d'équiprojectivité du champ des
vitesses du solide:

AlBl-W(Bl) = AlBl-W(Al)

II1.4.2  Champs des accélérations

A partir de la loi de distribution des vitesses et par dérivation nous obtenons que :

— d°vo(4,) d°vo(B,) d°0° . . d°4,B,
a’(4,) = = + AAB; + Q9 A
(40 dt dt dt LTI de
0A-B. 14 B, — B — B —
Ona:? 2;31 =2 2;81 + Q) AAL B, Sachant que la distance A;Bjest constante; on
obtient:
AE =y ——
% = 0% A A; B, de la on obtient la relation qui lie 1'accélération de deux point du méme
corps:

00
Qq

dt

III.5SMouvement plan d'un solide

Un mouvement plan est la combinaison d'un mouvement de rotation autour d'un axe et d'un
mouvement de translation suivant ce méme axe.

e Un mouvement est dit de translation, si le vecteur taux de rotation est nul et la vitesse
est la méme pour tous les points du solide.

Q=0
{17(,4) = V(B);V(4,B) € Solide

e un solide est en rotation autour d'un axe, si chaque point du solide décrit une
trajectoire circulaire autour de cet axe.
Si le point O appartenant a l'axe est
fixe, alors :

Meécanique Rationnelle Dr.Bouzidi Med Amin

Page 41



Chapitre III- Cinématique du solide

III.6Mouvement plan sur plan

Soit Ry(04,75,]1k,) un repere lié au solide (S1) et Ry(0y, T'o, J1ko) un repere fixe. Le solide
(ST) est animé d’un mouvement plan sur plan si tous les points de (S1) se déplacent dans des
plans paralleles au plan de référence (n°) & distance fixe du plan tout au long du mouvement.
Les vitesses de tous les points du solide sont alors paralleles au méme plan, résumant 1'étude
du mouvement plan sur plan a 1'étude du mouvement d’une surface plane rigide, qui est la
projection sur le plan du solide étudié.

Soit A et B deux points du solide SI, l_/)A et l_/)Bles vecteurs vitesses des points A et B
appartenant au plan ().

Le vecteur taux de rotation ﬁgest normal au plan (1°), ce qui signifie que 1’axe instantané de
rotation A(t) est perpendiculaire a (no). De ce fait la vitesse du point d'intersection entre le
plan (7°) et I'axe instantané de rotation est nulle. Ce point est appelé centre instantané de
rotation (CIR).

e Si0? = 0le mouvement est une translation rectiligne sur le plan(no).

e Si ﬁ(l’ # Odans ce plan, il y a un centre instantané de rotationorthogonal au plan.

II1.7 Mouvement d'un solide ayant un point fixe

Le déplacement le plus général d'un solide ayant un point fixe O est une rotation autour de ce
point, on peut montrer cette affirmation en considerent une sphere de centre O, le mouvement
de cette sphere caractérise completement celui du corps dont la position peut étre définie par
la présence de trois points, le centre de la sphere O et les points A; et B; situés sur la surface
de la sphere, ces deux points donnent la position de la sphere dans le corps a l'instant ¢;. La
distance entre les points A; et B; est constante dans le temps du fait que le corps est
indéformable.

Tentons de prouver que le point A; peut étre amenée a A, et B; a B, en une seul rotation.
Prenons le cas ou la position finale de A est la position initiale de B, donc A, = B; tracent les
arcs A;B; , A,B,et A1A,, B1B,. Soit C le point d'interaction de A;A4,, A;B,. On a A,C =
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A,C = B,C. Donc les triangles sphériques A;CA, et B;CB, sont concourants et les angles
A,CA, et B{CB, sont égaux. Soit 0 la valeur de ces angles. Donc la sphere peut étre amenée
de sa position initiale a sa position finale par une seule rotation € autour de 1'axe OC.

La vitesse angulaire d'une particule du solide peut étre obtenue en formulant le produit
vectoriel de w et du vecteur position de la particule r.

dr
V=—=wXT
dt

Par dérivation, I'accélération de la particule
donne:

_da)
T dt

Dans le cas du mouvement d'un corps rigide avec

a

un point fixe, la direction de w de I'axe de rotation
varie dans le temps. L'accélération angulaire
reflete donc la direction de w et sa variation de
grandeur. L'accélération angulaire représente la
vitesse de I'extrémité du vecteur w.

II1.8 Cinématique des solides en contact

Soient (S1) et (S2) deux solides en contact ponctuel au point M,

RO, R1 et R2 trois référentiels tel que R1 et R2 sont lié respectivement au deux solides (S1)
et (S2) et RO est fixe.

Si les deux solides restent en contact pendent un temps t, une trajectoire T1 se trace sur la
surface limitant le solide (S1) et une trajectoire T2 sur la surface limitant le solide (S2). Une
troisieme trajectoire €2 est tracée sur le plan (m) tangent au deux solide au point de contact M.
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Le point de contact (M) entre les deux solides n'appartient a aucun des deux solides (S1 et
S2). M1 et M2 sont respectivement les points appartenant au deux solides (S1) et (S2) qui
partagent la méme position avec le point M a l'instant t.

La vitesse de glissement d'un solide sur l'autre appartient au plan (w), en puisant dans les
acquis sur les champs des vitesses, nous pouvons écrire dans le repere RO:

VO(M1) = VO(P,) + Q0 AP, M,
VO(M2) = VO(P,) + G2 A P, M,
La vitesse de glissement du solide (S2) par rapport au solide (S1) est donnée par :
VO(M) = VO(M,) = VO(M,)
Comme les points (M,M;, M,) occupent la méme position a l'instant t; on obtient:

VO(M) = VO(M,) — VO(M,) + QS AP,M, — Q% AP, M,

Le vecteur rotation du solide (S2) sur le solide (S1) se compose de deux composantes: 1'une
tangent au plan, appelé vecteur rotation de roulement de (S2) par rapport a (S1) (€) et
l'autre parallele au plan, appelé vecteur rotation de pivotement (S2) par rapport a (S1) (€£2y).

Ainsi le mouvement du solide (S2) par rapport au solide (S1) peut se composer d'un
glissement, d'une rotation et d'un pivotement.
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II1.9Exercices sur la cinématique du solide

Exercice 1

Un disque (1) de centre B et de rayon R qui roule sur 4
un autre disque (2) fixe de centre A et de méme rayon.
Le repere R1 (B,X;,y;) est lié au premier disque (1)
alors que le repere R (A, X, V) est fixe. On demande de: . x5

_qlxﬂ

Déterminer le torseur cinématique au point B

v

Déterminer la vitesse et 1'accélération au point M sur 2
la périphérie du disque 1 /

Exercice 2

Soit un cone plein de masse m, de hauteur H et de rayon R. Le sommet O du cone reste fixe
au cours de son mouvement. 0z, est l'axe du cone.

Le repere R1 (0,X{,y;,Z;) est une repere z A
orthonormé direct lié au cone, alors que le repere RO
(0,X0, Y0, 29) est fixe orthonormé direct supposé
galiléen.

Le cone tourne autour de son axe de révolution 0z,
avec un angle de rotation 0. Le cone tourne autour de

l'axe 0Z, avec un angle B.
On demande de:
Déterminer le torseur cinématique au point A.

Déterminer la vitesse et 1'accélération au point B sur
la périphérie du cone.

Exercice 3

Une sphere plaine de centre C et de rayon R roule sur un plan incliné. La rotation de la
sphere se fait autour de 1’axe 0%, est définie par I’angle 0. On demande de:

1-Ecrire le torseur cinématique au centre C de la sphere.

2-Déterminer les vecteurs vitesse et accélération du point M sur la périphérie du disque.

3-Ecrire la condition de roulement sans glissement au point de contact / de la sphere avec le
plan.
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Exercice 4

Soit un systeme constitué d'une tige T et d'un disque D de rayon R et de centre O. Le repere
R1 est li¢ a la tige, la position de R1 dans RO est S
o
repérée par 1'angle 0. Yo

Déterminer le torseur cinématique de la tige.
Déterminer le torseur cinématique du disque.

Calculer l'accélération du point A par rapport a Y
R1 et RO.

o
Calculer l'accélération de coriolis du point A
par rapport a R1 et RO.

Xp ﬁ

Xo

Exercice 5

Soit un systeme composé d'une tige et d'un disque, la tige est homogene de densité linéaire
de L = 10 kg/m et de longueur 6 m. la tige tourne autour de son extrémité fixe.

Un disque de densité surfacique o = 15 kg/m? et de rayon R=2 m.

Le systeme est dans un repere orthonormé direct Ry (0,Xy, Yo, Zo) paramétré par les trois
angles d'Euler (¥, 6, @). Le repere R(0,X,y,Z) est lié au systeme et R; (0,X{,V;,2;) et
R, (0,X3,¥3,2,) sont les deux repere intermédiaires.

1- Représenter le systeme S et présenter les trois rotations représentants les angles d'Euler
qui font passer de Ry a R

2-Déterminer le vecteur rotation.
3-Calculer le vecteur vitesse.

4-Calculer le vecteur accélération.
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Exercice 6

Soit un double pendule constitué d'une tige OA de longueur L en liaison pivot d'axe 0Z avec

le bati.

Une tige AB de longueur L', en liaison pivot d'axe AZ avec la tige OA.

Un disque de rayon R en liaison pivot d'axe
BZ avec la tige AB.

On considere les trois représentations
suivantes:
Ry(0,Xg, V0, Zg) est lié au bati.

R, (0,X7,y7,2;) est lié a la tige OA tel que
La rotation du pendule se fait autour de
I’axe Oz, est définie par I’angle 0.

R, (0,X3,V5,2,) est lié a la tige AB tel que
La rotation du disque se fait autour de 1’axe
0z, est définie par I’angle B.

R; (0,X3,V3,23) est lié au disque tel que
La rotation du disque se fait autour de 1’axe
0z, est définie par I’angle ¢
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CHAPITRE 1V. Géométrie des masses

IV.1Introduction

Ce chapitre concerne les notions sur la masse, le centre de masse, le moment d’inertie et le
produit d’inertie. Les notions étudiées dans ce chapitre seront exploité dans les chapitres
suivant (cinétique, dynamique).

IV.2 Centre de masse

Le centre de masse est un point de référence situé a la position moyenne de la masse du
solide. Le centre de masse du solide n'est pas toujours confondu avec le centre géométrique
du solide et ne fait pas toujours partie de la géométrie du solide.

Le centre de masse d'un solide effectue un mouvement de translation alors que le reste du
corps effectue une rotation autour de lui lors d'un mouvement libre.

IV.2.1 Détermination du centre de masse

Iv.2.2 Détermination expérimentale

Le centre de masse peut €tre déterminé expérimentalement en appliquant sur le corps une
force dans trois directions différentes sans que celui-ci ne subisse de rotation. L'interaction
des droites qui portent ces forces donne la position du centre de masse.

IV.2.3 Détermination par calcul

La masse d'un corps représente la quantité de matiere contenue dans ce corps, elle est
constante dans le temps, elle peut étre exprimée en fonction de la densité qui représente la
masse moyenne par unité de langueur de surface ou de volume:

w: Densité linéaire de masse [kg/m] avecm = u X L

o: Densité surfacique de masse [kg/m’] avecm=o0 XA
p: Densité volumique de masse [kg/m’] aveem=pXxV
m : Masse du corps. [kg].

L: Longueur du corps. [m].

A: Surface du corps. [mz].

V: Volume du corps. [m3].
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Systeme discret

Le centre de masse pour un corps discret peut étre obtenu en calculant la moyenne des
positions (x;, ¥;, z;) des éléments qui constituent le corps pondéré parleur masse (m;).

Yrmix;
Centre de masse en X : Xy, = _— -
ximg
Yimiy;
Centre de masseeny: Yom = = n
Zi m;
X miz;
Centre de masseen z: Zgy, = ln
Zi m;

Xcm - Position du centre de masse selon I’axe x (m).
Yem - Position du centre de masse selon 1’axe y (m).
Zm - Position du centre de masse selon I’axe z (m).
m; : La masse de I’élément 1 (kg).

x; : La position selon I’axe x de I’élément i (m).

y; : La position selon I’axe y de 1’élément i (m).

z; : La position selon I’axe z de I’élément i (m).

n : Le nombre d’éléments qui constituent le corps.

Systéme continu

La position du centre de masse d'un corps continu peut étre déterminée par intégration en
utilisant les expressions suivantes :

1
Centre de masse en X : Xgp = ;fl x dm
t
1
Centre de masseeny : Yoy, = p— fl ydm
t
1 rn
Centre de masse enz: Zgy, = ;fl zdm
t

n
Masse totale du corps :m; = fl dm
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IV.3Moments et produits d'inertie d'un solide

Le moment d'inertie est une grandeur physique qui caractérise la distribution des masses
autour d'un élément de référence (un point, droit, plan). Le moment d'inertie est d'autant plus
grand qu'il ya de masses éloignées de la référence. Il est é€gal a la somme du carré de la
distance entre les éléments de référence et les masses élémentaires par leur masse, comme le
montre I'équation suivent:

[ =Y"m;.d? Pour un systéme discret
I = fl.n m;. d; Pour un systéme continu
I: Moment d'inertie.

m: Masse

d: Distance entre les €léments de référence et les masses €lémentaires.

Exemple

Calculer le moment d'inertie d'un cylindre plein

homogene de masse volumique p et de hauteur h et de ]
rayon r, par rapport au plan d'axe Oxy, tel que O est le
centre de gravité du cylindre.

Calculer le moment d'inertie de ce cylindre par rapport a
l'axe OZ.

Solution

1- moment d'inertie par rapport au plan Oxy

dm = p(nr?)dz

On aque:
h h

Ioxy = [5 2% dm = [%, 2% p(mr®)dz
2 2
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= prrt L = mh
12 12
2- moment d'inertie par rapport a I'axe Oz
I,=[r?’dm
Avec :
dm = pdV = p(2nr)h dr
D'ou:
I,=2prmh[°rdr

2

prhr* 21T
I,=——=pnr“h—
z 2 p 2
2
mr
I,=—

ec?

IV.4 Théoreme de Konig-Huyghens

Le Théoreme de Konig-Huyghens permet de déterminer le moment d'inertie d'un élément
par rapport a un axe, en connaissent le moment d'inertie de cet élément par rapport a un axe
passant par son centre de gravité et parallele au premier axe.

Soit D1 et D2 deux droites paralleles tel

que D1 passe par le centre de gravité du corps C.

Pour chaque points P; du solide, un plan m; perpendiculaire a ces deux droites, M; et N; sont
les points de percé des droites sur le plan m;,

— 5,2
Ic= ) m||P.M]|

= z m;P,M, .P,M,

=Zmi(PlNl .N.M,).(P,N, .NM,)

= z m;P,N, .P,N, + z m;(N,M, .N,M,) + 2 Z m;P,N, .N,M,

— 2 —_ s
= I+ m||daqg||” +2 (z m,-PlN,) N,M,

¥ m;P,N, = 0 Etant la projection de CG sur le plan normal de la relation de définition du

centre de masse. Nous obtenons alors:

IC = ICG +md2
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Le moment d'inertie d'un corps par rapport a un axe paralleéle a un axe passant par son centre
de gravité est égale au moment d'inertie par rapport a l'axe passant par le centre de gravité
plus le carré de la distance entre les deux axes par la masse du corps, de ce fait le plus petit
moment d'inertie d'un corps est celui calculé par rapport a un axe passent par son centre de
gravité.

Exemple

Déterminer le moment d'inertie d'un cylindre plein, homogene, de hauteur h et de rayon r,
par rapport a un axe tangent a une génératrice du cylindre.
I
Z

Solution _L_H\J

3 —
Onaque:I; = Emr2
On appliquant le théoreme de Konig-Huyghens on obtient que : - ) .

2
mr
IA= T+mr

3
I, =Emr2

IV.5 Opérateurs d'inertie et axes principaux d'inertie

IV.S.1 Produit d'inertie

Le produit d'inertie caractérise le degré de déséquilibre dynamique des masses du corps
lorsque celui-ci tourne autour d'un axe, tel que:l,, et I,, autour de OZ; I, et I, autour de

OX;lyy et I, autour de OY.

Un équilibre parfait lors de la rotation autour d'un axe est obtenu lorsque les deux produits
d'inertie qui caractérisent la rotation autour de cet axe sont nuls. Dans ce cas, cet axe est
appelé axe principale d'inertie du corps par rapport au point O.si cet axe passe par le centre
d'inertie, il est appelé axe central principal d'inertie.

Iy, = [xy.dm
Pour un systéme continu 4 I,,, = [ yz.dm
I,,=[zx.dm

I,y =Yhxy.dm
Pour un systeme discret § I,,, = Y, yz.dm

I, =Y.zx.dm
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Le théoréeme de Huyghens peut aussi étre appliqué au produit d'inerties, ce qui donne:

Iyp = lgpe + md,d,
IV.5.2 Opérateur d'inertie

L'opérateur d'inertie est une fonction I'linéaire qui permet de résumer toutes les propriétés

N

d'inerties d'un solide. Appliquée a un vecteur wvconstant dans(X,y,Z), l'expression de
l'opérateur d'inertie au point O du solide S est la suivante:

1(0,5) = f(ﬁ’ A (D A OP))dm

P: point quelconque du solide S.
dm: I'élément de masse entourent P.

L'opérateur d'inertie est symétrique et liniere ce qui rend possible sa représentation sous la
forme de matrice d’ordre 3 symétrique, dans une base cartésienne(e_x), e_y), ej) associée au

repéreﬁ(?f, ¥,Z).Les éléments de la matrice 1(0,S) de 1'opérateur d'inertie au point O du solide
S sont donnés par :

I;(0,8) = ?,’f(ﬁ A (e, AOP))dm

Ixx _Ixy _Ixz

10,9\ -1, 1,, -1,,

_Ixz _Iyz Izz

La matrice d'inertiel (0, S)est réelle, Symétrique et diagonisable, elle se compose d

Les éléments diagonaux sont appelés moments d’inertie par rapport aux axes 0X, 0y etoz,
les valeurs propres sont appelées moment principaux d'inertie, les directions propres sont
quant a elle appelées axes principaux d'inertie.

Les éléments de la matrice s'écrivent comme suit:
Moments d’inertie par rapport a 'axe0X:I,, = [(y?. z%)dm

Moments d’inertie par rapport a 'axeoy:I,, = [(x*. z®)dm

Meécanique Rationnelle Dr.Bouzidi Med Amin

Page 54



Chapitre IV Géométrie des masses

Moments d’inertie par rapport a 'axe0z:1,, = [(x*. y?)dm

Moments d’inertie par rapport au planOXY:1I,, = [ x.ydm (Produit d'inertie)
Moments d’inertie par rapport au planOXZ:I,, = [ x.zdm (Produit d'inertie)

Moments d’inertie par rapport au planOYZ:I,, = [ y.zdm (Produit d'inertie)

IV.S.3 Cas particulier de solide présentant des symétries

Les solides qui présentent des symétries ce qui a certaine implication sur les opérateurs
d'inertie du solide:

Pour chaque plan de symétrie, les produits d'inertie sur les deux autres plans sont nuls:
Plan de symétrie OXY — I, = I,, =0

Plan de symétrie OXZ — I, = Iy, =0

Plan de symétrieOYZ - I, =1,, =0

Pour un solide présentant un axe de révolution (cylindre, cone, disc,...), la masse est
uniformément distribuée autour de cet axe. Si 1’axe OZ est un axe de révolution alors:

Iy =1y, =1,

-

Pour les solides avec une symétrie sphérique tous les axes du repere jouent le méme rdle, les
moments d’inertie sont donc égaux:

Ly=I,=1,=0etl,=1,,=1I,.

= W

e
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IV.6 Centre de masse, moment, et produit d'inertie de quelques solides

IV.6.1 Cas d'un rectangle de coté h et de base b.

. B} . -b
On utilise les coordonnées cartésiennes > > X =

)

b —h h
2, =>y>- Ay
2 Z_y_Z ¥

h
= 2
— (2 42 _ mh
Iy = [5G y“dm = —
2

b
2 mb?
I, = [3x*dm = -

[
2 =

h%+b?
I,=[(x*+yHdm =" >
m= [dm = [ odxdy
2
mh” o 0 ]
12
2

Le tenseur d’inertie au centre d'un disque I, =| 0 % 0

IV.6.2 Cas du disque de rayon R de centre O et de densité surfacique o:

Du fait que le solide est un disque on a que :

Iy =1y, =1,,=0,I=1,etyc=x;=0 4

b }1-
L'élément de masse est: dm = pdv = od@dr
Avec:0<r<R;0<0 < 21 o
La masse du disque: m = [ dm = [ ad@dr =
4pmR3 -
3
Onaque: I=[r’dmetx?+y?=R
Donc :
R 2n mR?
Izz=f(x2+y2) = aj r3dr.j do =
0 0 2
2
Lix + Iy = I, Donc: L, =1, ="%
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mR?
|[T

Le tenseur d’inertie au centre d'un disque I, = l 0

0

0

mR?

IV.6.3 Cas d'une sphere de rayon R de centre O et de masse volumique p:

Du fait que le solide est une sphere on a que :

Iy =1, =1,, =0, Iy, =1,,=1,,etyc=x=0

L'élément de masse est: dm = pdv = prd0@ rdy dr cos 0

dm = pr?d0 diy dr cos 0
Avec:OSrSR;?SGSS;OSdJS 21

La masse de la sphere:

3
m = [dm = [ pr?d0 dy dr cos 6 = 22=%

Onaque: I=[r*dm

Donc :

W

Ixx+Iyy+Izz=2f(x2+y2+zz)dm=Zfrzdm

R 7 2m R
= pr r4dr.f cosede.j dy = 2p?41t
0 = 0

5

2 2
ILy=1,,=1I, EmR
F mR: 0 0 }
Le tenseur d’inertie au centre d'une sphere I, = 0 %mR2 0
0 0 —mRZJ
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IV.7 Exercices sur la Géométrie des
masses

Exercice 1

1-Une particule de 5 kg de coordonnée (1,7), un particule
de 10kg est située a la position (3,5), un particule de 7kg est
située a la position (2,3) et une autre de 9 kg située a la
position (6,2). Déterminer les coordonnées du centre de
masse du systéme composé des trois particules.

2- Un fil en métal homogéne de densité linéaire 5 kg/m, est
plié afin de former un triangle. déterminer les coordonnée du
centre de masse du triangle.

Exercice 2

Une palque carrée de masse volumique 300 kg/m2 est percée
d'un demi sercle de rayon 0.7m.

On a b=80 m et a=50.

Déterminer la position du centre d’inertie de la plaque
rectangulaire découpée ci-dessous par la définition du CdG.

Exercice 3

Une palque carrée de masse volumique 300 kg/m’ est percée
d'un cylindre de rayon 0.5m a une distance de 1 m du centre de
la plaque a 45° par rapport a 1'horisantale et d'un paralélipéde
de 0.8 m a une distance de 3 m centre de la plaque a 90° par
rapport a l'horisantale. évaluez le centre de masse de la plaque
par rapport au coin inférieur gauche de la plaque. Avec L=4m

et e=0.1.
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Exercice 4
Déterminer le centre d’inertie des corps solides homogenes suivants:

a) un demi-cercle matériel de rayon R; b) Un demi disque matériel de rayon R ; ¢) Une demi
sphere matérielle creuse de rayon R ; d) Une demi sphere matérielle pleine de rayon R .

a) b) x¥ ©

Exercice 5
1- Déterminer la masse m des solides.
2-Déterminer les coordonnées des centres de masse (C) des solides.

3-Déterminer numériquement la matrice d’inertie des solides en son centre de
masse C dans pour: R=20 mm, h=a =40 mm, b = 30 mm et ¢ = 40 mm, a=30°.

Y oA

s h!
.
/NN
¥ ™~ =
- /*/ \\\-> {
?/-/'//.' /IGP\ '/EI A
L L \/
Lz b |
4 a
y z ;
R E E
7% h ‘ E A o
9 el P r 2
P .
¥ 0 -
X S = :
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CHAPITRE IV
CINETIQUE DU SOLIDE
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CHAPITRE V. Cinétique du solide

V.1 Introduction

La cinétique est la partie de la mécanique qui a pour objet 1'étude du mouvement des
systtmes matériels en prenant en compte leur masse sans s'intéresser aux causes qui
produisent le mouvement.

Dans ce chapitre nous

V.2 Quantité de mouvement

Si deux corps de masses différentes se déplacent a la méme vitesse, 1'objet le plus lourd est le
plus difficile a arréter, de ce fait, pour étudier le mouvement en prendre en compte ce
phénomene, il ne suffira pas de considérer la vitesse seule, il est nécessaire de prendre en
considération la masse des corps. La grandeur physique qui prend en charge ce phénomene est
la quantité de mouvement.

La quantité de mouvement (le vecteur F) d'un corps matériel ponctuel (M) est le produit de

sa masse (le scalaire m) par sa vitesse (le vecteur V).
P =m VM

Du principe de conservation de la masse, qui implique qu'au cours d'une expérience la masse
d'un solide reste invariable dans le temps, et du fait que dans un systeme isolé, aucune force
extérieur non compensées n'est appliqué, la quantit¢ de mouvement dans un systéme isolé
demeure constante quoiqu’il se produise entre les éléments du systeme.

V.2.1Quantité de mouvement d’un systéeme matériel (S)
Systeme matériel discret

La quantité de mouvement d'un systeme matériel discret constitué¢ de n points matériels (F,-),

de masse m; et de vitesse Vy,: P=3%; mjVy,
Systeme matériel continu

La quantité de mouvement d'un systeme matériel continu :

szVMdm
S
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V.3Moment Cinétique

Le moment cinétique est une quantité trés importante en physique, son role est tout aussi
important que celui de la quantité de mouvement, il est son analogue en rotation.

Le moment cinétique d'un point matériel M par rapport a un point O est le moment de

la quantité de mouvement P par rapport a ce méme point O, ce qui donne le produit vectoriel :

o

Systéeme matériel discret

Le moment cinétique d'un systeéme matériel discret :

G, = Z OM, A m;Vy,
i

Systéeme matériel continu

Le moment cinétique d'un systeme matériel continu :

S

V.4 Torseur cinématique

Le moment cinétique obéit a la loi de transport du moment, ce qui nous permet de constituer
un torseur cinétique. Ce torseur se compose pour un systeéme matériel en un point O, d’une
premiere composante dite quantité de mouvement (résultante cinétique) et d’'une deuxieme
composante, le moment cinétique du systeéme.

F = fS VMdm
[Clo =3 - Systéme matériel continu
0 - y

P= i miVMi N P
= _ steme materiel discre
[Clo Syst tériel discret
O, = ZlOMlA miVMi

P = ) VMdm ou:P = i miVMi : Résultante cinétique du systeme.

—

G,= [OM A VM dmouo, =Y O0MA m,-VMi: Moment cinétique du systéme au point A.
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V.5 Théoreme de KOENIG

Considérons R, un repere orthonormé fixe et Rgle référentiel de Koénig d'origine G (centre
d'inertie du solide). Les axes de ces deux reperes restent paralleles dans le temps. La vitesse
du repereR par rapport au repere fixe Ry est nulle.

Soit M un point du systeme matériau, tel que:

Sa vitesse dans le repere R est donnée par W(M) = V—Gd + V—MG)

Son moment cinétique au point G par rapport a Ry est T/Ro’ = | GM A WM dm
Son moment cinétique au point G par rapport a Rg estm = [ GM A WM dm
De 1a nous obtenons :

Vu que [ GM dm = 0 on obtient que : 75/ = [GM AVEy dm = Go/c

96/Ro = OG/Rg
Le moment cinétique en G est le méme indépendamment de sa présentation dans Ry ou Rg

Pour un point quelconque (P) de 1'espace

GP/RO = GP/RG +PGAmV°G

Ce qui donne la formule du théoréme de Koenig pour le moment cinétique.
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V.6 Exercices sur la cinétique du solide

Exercice 1

Soit le solide composé des deux éléments
survant: ¥

Un Disque de masse ml de centre C et de
rayon R et une tige de masse m2 de centre C et
de langueur 2 L.

Le disque roule sans glisser sur l'axe OX1, le zl
point I est le point de contacte entre le disque et

le repere OXT1.

1- Déterminer les torseurs cinématique, cinétique du solide en C.

2- Déterminer la condition de roulement sans glissement du solide sur l'axe OX1.

3- Déterminer 1'énergie cinétique du solide.

Exercice 2

Soit le cylindre (C) fixe d'axe O et de rayon y A
R, de masse m et le cylindre (C') d'axe O' et
de rayon R', de masse m' qui roule sans

glissé sur le pourtour du premier cylindre. y1

Le repere R1 (B,X;,y;) est lié au premier (<)
disque (1) alors que le repere R (A,X,y) est
fixe. On demande de:

1- Déterminer le torseur cinématique et
cinétique aux points O et O'.

2- Déterminer les conditions de roulement
sans glissement.

3- Déterminer 1'énergie cinétique du solide.
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Exercice 3

Soit le systeme matériel composé de deux

éléments: ©

Un cerceau rigide homogene de centre C et
de centre d'inertie I par rapport a lI'axe OZ W

normal a son plan. 0 &
0

Et un disque homogene de masse m de \

moment d'inertie J et de centre A. A
|

Par rapport a l'axe AZ parallele a OZ P

passent par son centre d'inertie. )
Xi

Le disque tourne sans frottement autour de
O. On donne: OA= a, AP=b.

Le contact entre les deux éléments permet le glissement sans frottement pour permettre le
roulement sans glissement mais on néglige le couple de résistance au roulement.

On demande:
1-Le moment cinétique de D par rapport a AZ.
1-Le moment cinétique de D par rapport a OZ.

1-Le moment cinétique de C par rapport a OZ.
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CHAPITRE VI

PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA
DYNAMIQUE DES SYSTEMES MATERIELS
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CHAPITRE VI. Principe fondamental de la
dynamique des systemes matériels

V1.1 Introduction

La dynamique étudie le mouvement des corps matériels en prenant en compte les forces a
l'origine des mouvements.

Le but de ce chapitre est d'énoncer le principe fondamental de la dynamique ainsi que son
influence sur 1'étude du mouvement. Nous d'introduirons aussi la notion de torseur des efforts
extérieurs, nécessaire a I’écriture du principe fondamental de la dynamique.

V1.2 Résultante dynamique et moment dynamique (Torseur dynamique)

Le torseur dynamique au point O d’un systeéme matériel en mouvement par rapport a un
repere fixe R est définit par :

- Systeme matériel continu.
8,= [OM AYy dm

—

D =¥ mi¥y,

=9 _ _, Systeme matériel discret.
80 = Z OM A ml']/Mi

D= [ ¥mdmou D=Ym", m;Yy,: Résultante dynamique du systeme.

8, = [OM Ay dmoud, = 3. OM A m;Yy,: Moment dynamique du systéme au point A.

1 Lo . ‘ dVy
L’accélération du point O est donnée par ¥, = d—tM

VI.2.1 Théoreme de Koénig relatif au moment dynamique

Considérons Ryun repere orthonomé fixe et R le référentiel de Koénig d'origine G (centre
d'inertie du solide). Les axes de ces deux reperes restent paralleles dans le temps. La vitesse
du repere R par rapport au repere fixe Ry est nulle.

Soit M un point du systeme matériau, tel que:
Son accélération dans le repere Ry est donnée par y°(M) = y° + yu©

Son moment dynamique au point G par rapport a Rg est 8¢/y = ) GM A WM dm
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Son moment dynamique au point G par rapport a Rg est 8¢y = ) GM A FM dm

De la nous obtenons

Sem = fGMA(FM+WG) dm = IW’AWG dm+fﬁw’A)7Mdm
quuefmdm=Oon0btientque:66/6= fm/\y_dM dm = 6y,

56/6 = 50/0

Le moment dynamique en G est le méme indépendamment de sa présentation dans
RO ou RG

Pour un point quelconque de 1'espace
m = m +PGA mﬁc
Ce qui donne la formule du théoréme de Koenig pour le moment dynamique.
VI.2.2 Relation entre torseur cinétique et torseur dynamique

Les deux torseurs dynamique et cinétique présentent la méme construction avec dans I’un les

vitesses et dans le second les accélérations. Il est logique de voir s'il n’existe pas des
relations de dérivation entre les deux.

Soit M un point du systeme matériel et O un point quelconque du repere. Le moment
cinétique au point O est:

La dérivée de cette expression donne :

1 [ L @0 nTuam = [ 2 G+ [o0 AL
dt ) dt M) = | a0 mam a M

doo _ dm/\?d +7o
dt | dt mamvo

doM _ - =
Sachent que o Vu—Vo

Onaque:%=f(7M—70)A7Mdm+ﬁ

Donc:‘%o = VoAmVs+ 7g
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De 13, on obtient la relation qui lie le moment cinétique et le moment dynamique

80=W+V0/\mVG

VI.2.3 Théoreme de Koénig relatif a I’énergie cinétique

Considérons R un repere orthonomé fixe et R le référentiel de Koénig d'origine G (centre
d'inertie du solide). Les axes de ces deux reperes restent paralleles dans le temps. La vitesse
du repere R par rapport au repere fixe R est nulle.

Soit M un point du systeme matériau tel que:

R I

Sa vitesse dans le repere Ry est donnée par W(M) =V +Vvy€

En exploitant cette expression pour 1'énergie cinétique on obtient:

E% = fE(VGM+VOG) dm = E(VGM)Zf dm+fV°G.VGMdm+Ef (Vo) dm

= d’GM
Vu queV6, = —

E% = IE(VOG)Zfdm+V06.EIGMdm+Ef(VGM) dm

on obtient que :

Vu que [ GM dm = Oon obtient que :
1 1(,— \2
E% = E(VOG)Zjdm+Ej(VGM) dm
o_ 125 ., G

L'énergie cinétique d'un systeéme en mouvement quelconque par rapport au repereRyest égale
a I'énergie cinétique du systeéme dans son mouvement autour de son centre d'inertie plus
I'énergie cinétique du centre d'inertie affecté de la masse du systeme.

VI.24  Lois de Newton dans un référentiel galiléen

V1.2.4.1 Premiere loi de Newton

Dans un repere absolu, une particule M de masse m totalement isolée reste au repos si elle
était initialement au repos, ou bien est animée d'un mouvement de translation rectiligne
uniforme si elle était initialement en mouvement. Cette particule possede une quantité de
mouvement constante.
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F =m VM
VI1.2.4.2  Deuxieme loi de Newton

Une particule M est soumise a des actions de la part d'une autre particule; a l'instant t; ces

actions sont représentées par le vecteur force F s'exercent sur M.

dm VM

=F
dt

P =

—

F=m Ym
V1.2.4.3 Troisieme loi de Newton

S’il ya action d'une particule M; sur une autre particule M, a l'instant t, la force exercée par
M, sur M et la force exercé par M, sur M, sont de méme intensité, parallele mais de direction
opposée

FA/B = _FB/A
VI.3 Principe fondamental de la dynamique

Le Principe fondamental de la dynamique correspond a une généralisation de la premiere loi
de Newton. Il permet de lier les actions mécaniques a leur conséquence, le mouvement.

L'énoncé général du Principe fondamental de la dynamique dit que : il existe au moins un
repere privilégié R, appelé repere galiléen, pour lequel tout systeme matériel en mouvement
par rapport a lui posseéde un torseur dynamique €gal au torseur des force extérieurs

Cette égalité entre torseurs se traduit par une égalité entre résultantes.
Soit:

F
M,

(/]

D
[D]p = [Flp < {6—0
V1.4 Théoreme généraux de la dynamique

Ces théoremes découlent directement du principe fondamental de la dynamique.

Vi4.1 Théoreme de la résultante dynamique

La résultante des forces extérieurs agissent sur un systéme matériel en mouvement dans un
référentiel galiléen est égale a résultantes dynamique du systeme.

P—

Fexe =D
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La somme des forces extérieures d'un systeme matériel est €gale a la résultante dynamique
de son centre d’inertie affecté de la masse

- .
Fexy = myg

V14.2 Théoréeme du moment dynamique

Soit M un point quelconque du systeme matériel en mouvement dans un référentiel galiléen.
Le moment dynamique au point M est €gal au moment des forces extérieures agissant sur le
systeéme matériel en ce point.

R —

My ext = 8y
Précédemment nous avons vu que:

De ce fait, si M est confondu avec G ou que M est fixe ou que sa vitesse est parallele a la
vitesse de G, le moment dynamique au point M est égal au moment cinétique du systeme
matériel en ce point.

. doy
M= dt

VI14.3 Théoreme du moment cinétique par rapport a un axe
fixe

Soit M un point de l'axe x 1ié a un repere galiléen tel que X le vecteur unitaire de cet axe.

Précédemment nous avons vu que:

X.My =x.——
M dt

— dX.oy
i _ dG.on)

M dt

—

Donc:

Le moment des forces extérieures par rapport 1'axe x du systeme matériel est €gal a la
dérivée du moment cinétique du systéme par rapport a cet axe.

V14.4 Théoreme de ’action et de la réaction

Soit S;et S, deux systemes matériels fermés tel que Sqet S, forment le systeme fermé S. De
la statique, nous avons que le torseur des actions exercées parSy sur Spest opposé a celui
exercées parS, surSy.

En suivant le méme résonnement pour la dynamique, dans un systéme galiléen
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Pour S;:
Ts,-s, = Ds,
Sachant que ce qui constitue l'extérieur de Sq est l'extérieur deS + S, donc:
Tsos, T Ts,os; = Dy,
Pour S, :
Tsos, T Tsy»s, = Ds,
Comme Sqet S, forment le systeme fermé S:
Tsos;, T Tsos, T Tsyos, T Ts,os; = Ds
Ts.s + Ts,os, + Ts,os, = Ds
Ts,-s, — Ts,-s;
VI1.4.5 Théoreme de I’énergie cinétique

VI.4.5.1 Travail et puissance d’une force

Le travail d'une force mesure 1'effort a fournir pour déplacer un objet le long d'un trajet. Le
travail est proportionnel a la taille de 1'objet et a la distance a parcourir. Il est aussi affecté par
les caractéristiques de la trajectoire suivie.

Un travail est dit moteur (dans le sens du mouvement) lorsque il est positif et résistant
lorsque il est négatif (s'oppose au mouvement).

Soit le travail élémentairedw;de la forcef,)appliqué sur une particule M;de massem;. Le
vecteurdOM déplacement élémentaire de M;durant un tempsdt considéré tres petit. La force

—

F,peut étre considérée constante et la trajectoire peut €tre assimilée a sa tangente.

_ —

Sachant que F; =F, it T Foxt

Le travail élémentaire estdw; = Fl doM

La puissance que recoit cette particule

dWi — dOMl —
Pl = dt = Fl dt - F;,VML
Pour I'ensemble du systeme on obtient:
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W= Zﬁ.m[y
P=>FVy

V1.4.5.2 Théoreme de l'énergie cinétique dans un référentiel galiléen

Soit un point matériel M de masse met de vitesse vy;décrivant une trajectoire entre les
points A etB dans un repere galiléen, la variation d'énergie cinétique du point matériel soumis

ala force F est égal au travail de la force sur l'arc de trajectoire AB

Ec(B) — Ec(A) = W,_5(F)

1 __
EC = Z Eva
VI.4.5.3 Théoréme de l'énergie cinétique dans un référentiel non galiléen

Dans le cas des reperes non galiléen, le théoreme de 1'énergie cinétique est applicable mais
en doit ajouter un terme correspondant au travail des force d'inertie.

Ec(B) — Ec(A) = W,_5(F) + Wa_p(Frneno)

VI1.4.6 Energie potentielle

La force Fest conservative si elle ne dépend que de la position et le travail de cette force
entre deux points quelconques A et B ne dépend que des points A et B et non du chemin suivi
entre A et B.

Si une force est conservative, on peut dire que cette force dérive d'une énergie potentielle
Dans ce cas, le travail de cette force entre les points A et B est :

a__, d_, 0_,
W,_p = fgradEp.dOM = —j(aux+5uy+5uz) = Ep(A) — Ep(B)

Avec:
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Chapitre VI Principe fondamental de la dynamique des systemes matériels

d ]
gradE, = au_x’ +5 u, +- _’En coordonnées cartésiennes
e E, _, 10E, _, 0E, _, o
rad E, = —2u, + -—2uy + —2u,En coordonnées cylindriques
OE, 1 0E,
rad E, = -2 — 2u,En coordonnées sphériques
9 p ap p+ 9+psmtp dp ¢ P q
Exemple
. . . . . =4 Mm — e,
Soit la force d'interaction gravitationnelle, F grqpitation = —G —z Urcette force est dirigée
. . .- N . . . JoE m
vers un point fixe O. On utilise le systeme de coordonnées sphériques. De— a—: = -G —= *

C™ on déduit que E, = —G—+C“”

Un calcul tres voisin s'effectue pour la force d'interaction électromagnétique et on trouve de

. . . . . 1
nouveau une énergie potentielle qui varie en-.

V1.5 Lois de conservation

VI.5.1 Energie mécanique

L'énergie mécanique d'un systeéme dans un référentiel donné est donnée par la somme de
I'énergie cinétique et de ses €nergies potentielles, tel que : Ey, = E¢ + E,

Systéeme conservatif

Un systeme est conservatif lorsqu'il est mécaniquement isolé et n'est soumis qu'a des forces
intérieures conservatives.

L'énergie mécanique totale est conservée dans tout systeme soumis uniquement a des forces
conservative ou non travaillant.

E,, = E¢c + E, = constante

La variation d'énergie cinétique d'un systeme conservatif est égale a I'opposé de la variation
de son énergie potentielle.

Systéeme non conservatif

La variation d'énergie mécanique d'un systeme non conservatif est égale au travail des forces
intérieures et extérieures non conservatives appliquées au systeme. Nous pouvons écrire que :
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AE,, = AE¢ + AEp = z W(Fnon conservatiev)

AEC = _AEP + Z W(Fnon conservatiev)
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Chapitre VI Principe fondamental de la dynamique des systemes matériels

V1.6 Exercices sur le principe fondamental de la dynamique des systemes
matériels

Exercice 1

Soit un systeme composé de deux
ié 3 Y

masses P et Q, reli€es par un cable P ¥
inextensible passant par une poulie de P

rayon R et de masse m. ,w‘"'#

La masse P glisse sur un plan incliné
d'un angle 0. Les frottements sont _
négligés; déterminer :

1-Ecrire les torseurs cinématique, cinétique, dynamique et les forces extérieures dans le
centre des deux corps solides

2- écrire le principe fondamental de la dynamique et déterminer 1’accélération du systeme.

Exercice 2

Soit le solide composé de trois éléments
suivant:

Un Disque de masse M1 de centre C et de rayon
R et une tige de masse M2 de centre C, de
langueur L et une masse E de rayon r.

Le disque roule sans glisser sur 1'axe OX1, le 2
point I est le point de contacte entre le disque et le i',

repere OX1.

F

1- Déterminer les torseurs cinématique, cinétique et dynamique du solide en C.

2- Déterminer la condition de roulement sans glissement du solide sur 1'axe OX1.

3- Déterminer 1'énergie cinétique du solide.
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Exercice 3

Soit un double pendule constitué d'une tige OA
de longueur L en liaison pivot d'axe 0Z avec le
bati.

Une tige AB de longueur L', en liaison pivot
d'axe AZ avec la tige OA.

On considere les deux représentations suivantes:

Ry(0,Xg, V0, Zg) est lié au bati.

R, (0,X7,y1,27) est lié a la tige OA tel que la
rotation de OA se fait autour de ’axe 0z, est
définie par I’angle 6.

R, (0,X5,V5,2,) est lié a la tige AB tel que La
rotation du OA se fait autour de I’axe 0Z; est
définie par I’angle B.

Yo

1-On demande de Déterminé les torseurs cinématique, cinétique et dynamique :

a)- En O de la tige OA dans son mouvement par rapport a RO
b)- En O de la tige AB dans son mouvement par rapport a RO

¢)- En O du double pendule dans son mouvement par rapport a RO

2- Appliquer le théoréme du moment dynamique en O pour obtenir une premiere équation du

mouvement.

5- Appliquer le théoréme du moment dynamique en O pour obtenir une deuxieme équation

du mouvement.
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