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Préface

Ce polycopié est destiné aux étudiants de premiére année du domaine Sciences
et Technique dans le cadre du systeme L.M.D. Le manuscrit couvre le programme
officiel du module Mathématiques I qui est consacré au programme du premier
semestre. On a inclus dans ce cours de nombreux exemples et exercices typiques
avec corrigés.

Le programme officiel du matiére Mathématiques I du premier semestre
est composé de six chapitres comme suit :

Chapitre 1 : Méthodes du raisonnement mathématique.

1.1 Raisonnement direct.

1.2 Raisonnement par contraposition.
1.3 Raisonnement par I'absurde.

1.4 Raisonnement par contre exemple.

1.5 Raisonnement par récurrence.
Chapitre 2 : Les ensembles, les relations et les applications.

2.1 Théorie des ensembles.
2.2 Relation d’ordre, Relations d’équivalence.
2.3 Applications : Définition d’une application,
Application injective, surjective, bijective, image directe,
image réciproque, caractéristique d’une application.
Chapitre 3 : Les fonctions réelles & une variable réelle.

3.1 Limite, continuité d’une fonction.

3.2 Dérivée et différentiabilité d’une fonction.
Chapitre 4 : Application aux fonctions élémentaires.

4.1 Fonction puissance.

4.2 Fonction logarithmique.
4.3 Fonction exponentielle.
4.4 Fonction hyperbolique.
4.5 Fonction trigonométrique.

4.6 Fonction inverse
Chapitre 5 : Développement limité.
5.1 Formule de Taylor.

5.2 Développement limité.

5.3 Applications.
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Chapitre 6 : Algebre linéaire.

6.1 Lois et composition interne.
6.2 Espace vectoriel, base, dimension
définitions et propriétés élémentaires.

6.3 Application linéaire, noyau, image, rang.

J’espére que ce support aidera ’étudiant de premiere année a assimiler les
mathématiques et plus particuliérement 1’Analyse et Algebre I qui constituent
la base des mathématiques & I'université.

Enfin, des erreurs peuvent étre relevées, merci de me les communiquer par
Email a Dladresse : (rachid boukecha@yahoo.fr) ou (rachid.boukoucha@univ-

bejaia.dz).
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Chapitre 1

Méthodes du raisonnement

mathématique



1. Méthodes du raisonnement mathématique 4

1.1 Eléments de la logique mathématique

Les mathématiques sont un langage pour s’exprimer rigoureusement, adapté
aux phénomeénes complexes, qui rend les calculs exacts et vérifiables. Le raison-
nement est le moyen de valider ou d’infirmer une hypothése et de I'expliquer
a autrui. Dans ce chapitre, on présentera les notions élémentaires de la logique

mathématique et les différents modes de raisonnement.

1.1.1 Proposition logique

Définition : On appelle proposition logique toute assertion (phrase ou ex-
pression,...) a laquelle on peut répondre sans ambiguité, sans hésitation ni ren-
seignement complémentaires par vrai ou faur, pas les deux en méme temps.

Les propositions sont distinguées par des lettres majuscules : P, @, R, ...

Exemples :

P:" 6+ 3=9" est une proposition vraie.

@ : "17 est un nombre pair" est une proposition fausse.

R:"v € Z: 2% —4 = 0" n’est pas une proposition puisqu’il est impossible
de décider si elle est vraie ou fausse tant que ’on connait pas x.

Négation d’une proposition logique : Toute proposition logique admet
une négation notée par P ou (non P) est une proposition vraie lorsque P est
fausse et fausse lorsque P est vraie. P et P ne sont jamais toutes les deux vraies
simultanément.

On résume ce qui précéde dans une table de vérité suivante :

P
1
0

Vrai < 1 et Fauxr < 0.

Les valeurs 1 et 0 ont les appelles les valeurs de vérité.

1.1.2 Connecteurs logiques

Dans les raisonnements mathématiques, on utilise & la fois plusieurs proposi-
tions qui sont reliées entre elles par des relations appelées connecteurs logiques. 11

en existe quatre principaux : conjonction, disjonction, implication, équivalence.
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Conjonction A (et)

Soient P et () deux propositions logique.
La conjonction des propositions P et (), notée P et () ou P A () est une
proposition qui n’est vraie que si P, () sont toutes les deux vraies. On résume

cecl en une table de vérité suivante :

PlQlPArQ
1]1] 1
1]o] o
0ol1] o
010/ 0

Remarque : (P A ?) est toujours fausse.

Disjonction Vv (ou)

Soient P et () deux propositions logique.
La disjonction de deux propositions P et ), notée (P ou @) ou bien (P V Q)
est une proposition logique vraie si I'une au moins des propositions P, () est

vraie. On résume ceci en une table de vérité suivante :

rlQlrvQ
1]1] 1
1o 1
011 ] 1
010/ 0

Remarque : (P Vv F) est toujours vraie.

Implication logique (P = Q)

Soient P et () deux propositions logique.
La proposition (PV @ ) est appelée implication logique et on la note P = Q :

se lit P implique ). On résume ceci en une table de vérité suivante :

Plo|lP|PvQ|lP=0Q
1]1]0] 1 1
1]o]o] o 0
ol1]1] 1 1
olof1] 1 1
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Remarque : On remarque de cette table qu’une proposition vraie n’implique

pas une proposition fausse.

Equivalence logique (P < Q)

Deux propositions P, () sont équivalentes si (P = @) et (Q = P) et on
écrit P <= () : se lit P est équivalente a Q).

Toutes les définitions précédentes peuvent étre résumées dans la table ci-

dessous
PlQ|P|Q|PVQ|PAQ|P=Q|Q=P|P+=Q
1 /11010 1 1 1 1 1
1700 |1 1 0 0 1 0
01110 1 0 1 0 0
0011 0 0 1 1 1

Remarque : Deux propositions sont équivalentes si et seulement si elles ont
la méme valeur de vérité.
Exemples :
1) (3 < 15) est une proposition vraie.
2) (3 > 15) est une proposition fausse.
3) (2 <5)A(7=2+4) est une proposition fausse.
)
)
)

=~

(1342 =15) V (1 > 3) est une proposition vraie.

5) (3+12=15) = (4 x 5 = 11) est une proposition fausse.

6) (2> 5) <= (7 =2+ 4) est une proposition vraie.

Propriétés : Soient P, () et R trois propositions logique. On a :
Pe=P. 2)PAQ<=DPVQ. 3)PVQ <> PAQ.

P— Qet Q= R| = (P = R).

(PVQ)VR] <= [PV(QVR),et ([PANQ)ANR]<[PA(QAR)].
(PVQ)AR] <= [(PAR)V(QAR),
(PANQ)V R < [(PVR)AN(QV R)|.

7)(P= Q) < Q= P.

Exercice : Monter que : (P = Q) <= Q = P

1)
4) |
5) [
6) [
et [

|

Contraposée
On utilisons la table de vérité :
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P=Q|Q=P|(P=Q) < (Q=P)

»—AO»—O(Q|

o|lo|F|FN
ool O

= O
_ = O =

— | = = =

Remarquons que la derniére colonne est toujours 1, ceci montre que P = ()
est équivalent & Q = P.

Tautologie

Une proposition qui est vraie quelles que soit les valeurs de vérité des propo-

sitions qui la composent est appelée une Tautologie.

Exemple 1.1 Considérons la proposition P.
Cette proposition P peut prendre la valeur de vérité vrai ou faux.
Considérons la proposition composée P\ P, cette proposition est toujours
vraie. Vérifions-le :

P P|PVP
110 1
0|1 1

La proposition PV P est une tautologie.

1.1.3 Quantificateurs mathématiques V , 4 et !
Forme propositionnelle

Définition 1.1 FEtant donné un ensemble E. On appelle forme propositionnelle
a une variable définie sur E, toute expression P(z) mathématique contenant une
variable x, telle que quand on remplace cette variable par un élément de E, on
obtient une proposition.

Ezemple 1.2 L’énoncé suivant : P(n) : « n € Z : x* —4 = 0» est une forme
propositionnelle sur 7. car il devient une proposition lorsqu’on donne une valeur
an. En effet,

-P(2) : «2€Z:2%—4=0» est une proposition vraie.

-P(3) : «3 €Z:3*—4=0» est une proposition fausse.
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Remarque. On peut avoir une forme propositionnelle & deux variables notée
P(z,y),x € E,y € F ou E et F sont deux ensembles.

A partir d’une forme propositionnelle P(x) définie sur un ensemble E, on
construit de nouvelles propositions dites propositions quantifiées en utilisant les

quantificateurs «quel que soit» et «il existe».

Quantificateur universel V

Définition 1.2 Le quantificateur «quel que soit», noté ¥, permet de définir la
proposition «Nx € E, P(x)» qui est vraie si pour tous les éléments x de E, la

proposition P(x) est vraie, (sinon elle est fausse).

Exemple :
"Wz € R, 22 +1 > 0” est une proposition logique vraie puisque : pour tout

élément = de R, I'inégalité 22 + 1 > 0 est vraie.

Quantificateur existentiel 3, J!

Définition 1.3 Le quantificateur « il existe au moins», noté 3, permet de défi-
nir la proposition «3x € E, P(x)» qui est vraie si on peut trouver au moins un
élément x € E tel que la proposition P(x) soit vraie.

S’il existe un et un seul élément x, on pourra écrire x € E, P(x)

On dira dans ce cas qu’il existe un élément unique = vérifiant P(x).

Exemple : "3z, 2 € Z, 2> —4 = 07 est une proposition logique vraie puisque :

Il existe au moins un élément x = 2 de Z, pour lequel 22 — 4 = 0 est vraie.

Les Reégles de négation

Soit P(z) une forme propositionnelle sur un ensemble £.

La négation de Vo € E, P(z) est 3z € E, P (x)

on écrit : [Vz, P (z)] <= 3z, P ().

La négation de 3z € E, P(x) est Vo € E, P (x)

on écrit : [3z, P (z)] <= Yz, P (z).

Propriétés :

1) vz, (P (2) A Q (x)) <= (Y, P (z)) A (Yo, Q (x)).
2) 3z, (P (z) AQ(2)) = (Fu, P (x)) A (T, Q (2)).

3) Vi, (P (2) v Q (x)) = (Var, P (2)) V (V. Q (x))-
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Remarque : La réciproque dans 2) et 3) n’est pas toujours vraie.

Exemple 1.3 Soient P(z): (z€R:2>T)etQ(z): (zeR:2<7).

Cette proposition (Jz € R : x > 7) est vraie car : 3x, v = 10 tel que 10 > 7
est vraie.

La proposition (3x € R:x < 7) est vraie car : 3x,x = 5 tel que 5 < 7 est
vraie.

Mais, n'existe pas un x dans R tel que : (x > 7) et (x <7) sont vraies a la
fois, c’est a dire Jx € R, (x > T7) A (x < 7) est toujours fausse. ceci montre la

réciproque dans la propriétés 2) n'est pas toujours vraie.

Les Quantificateurs multiples

Définition 1.4 Soit P(z,y) une forme propositionnelle & deux variables avec

reFletyelF.

- La proposition quantifiée : Vo € E,Vy € F, P(x,y) est vraie lorsque tous
les éléments x de E et tous les éléments y de F vérifient P(x,y).

- La proposition quantifiée : 3z € E, Jy € F, P(z,y) est vraie lorsqu’il existe
au moins un élément x de F et lorsqu’il existe au moins un élément y de F

vérifiant P(z,y).
Exemple 1.4 La proposition quantifiée : Yn € N,V € Ry, 1+nx > 0 est vraie.

- La proposition quantifiée :¥n € N,V € R, 1 + nxz > 0 est fausse.
- La proposition quantifiée : dz € R, dJy € R, 2z — 5y = 1 est vraie.

Reégles d’utilisation

On peut combiner des quantificateurs de natures différentes. Par exemple,
I’énoncé « tout nombre réel positif posséde une racine carrée» s’écrit Yy €
Ry, 3z e R,y = 2?

mais attention, il faut respecter les régles suivantes :

- On peut permuter deux quantificateurs identiques :

(Ve € E\Vy € F,P(x,y)) & Yy € F,Vx € E, P(z,y))
(Jx € E,qy € F,P(x,y)) < (Jy € F,3x € E, P(x,y))

- Mais ne pas permuter deux quantificateurs différents :
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(Jy e F\Vx € E,P(x,y)) ¢ (Vo € E,Jy € F,P(z,y))

Remarque importante :
Les relations (Vz € E,Jy € F, P(z,y)) et (Jy € F,Vx € E, P(z,y)) sont dif-
férentes car dans la premiére y dépend de x alors que dans la seconde y ne dépend

pas de .

Exemple 1.5 La proposition (Vo € N, Jy € N : 22 < y) est vraie
(car : soit v € N, Jy =122+ 1 € N tel que : 2> < 2> + 1 est vraie).
Mais la proposition (Jy € N,Vo € N: 2?2 < y) est fausse.

(car : nexiste pas un y dans N, tel que Vo € N: 22 <y soit vraie).

1.2 Meéthodes de raisonnement mathématique

Il existe plusieurs méthodes classiques de raisonnement mathématique, on va

traiter dans cette partie les plus utilisés

1.2.1 Raisonnement direct

Pour démontrer qu’'une proposition P = () est vraie, on suppose que P est
vraie et on montre qu’alors () est vraie. C’est la méthode a laquelle vous étes le
plus habitué.

Exemple : Montrer que si a,b € Q = a+b € Q.

Démonstration : On suppose que a € Q et b € Q.

Ona:
a € Qc’estadireazz—?avecpEZethZ*.
q
p/
b € Qcestadireb== avecp € Zetq €Z".
q
/ / //
Donc:a+b= M = p_// € Q, car le numérateur p” = pqg’ + gp’ est bien
aq q
un élément de Z et le dénominateur ¢” = ¢q¢’ est aussi un élément de Z*. Ainsi

a+beqQ.
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1.2.2 Raisonnement par 1’absurde

- Pour démontrer qu’une proposition est vraie, on suppose qu’elle est fausse
et on aboutit & une contradiction.

- Cas d’une implication : Pour démontrer qu'une implication P = () est
vraie, on utilise le principe suivant : on suppose a la fois que P est vraie et que
(@ est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si P est vraie alors () doit
étre vraie et donc P = () est vraie.

Exemple : Montrer que Vo € N, x + 1 #£ 0.

On suppose que P est fausse : 3x € N, x +1 = 0 donc x = —1 et x € N.

Contradiction avec la définition de N.

1.2.3 Raisonnement par contraposition

Si I'implication P = @ s’avere difficile & démontrer alors compte tenu de
I'équivalence (P —= Q) <~ (@ — ?), donc il revient au méme de démontrer
que Q = P.

Exemple 1.6 Soit n € N. Montrer que, (n? est pair) = (n est pair).
Démonstration. On va démonter (n est impair)= (n? est impair) est vraie

Supposons que n est impair et donc il existe k € N tel que n = 2k + 1. Alors

n = 2k+1=n%=(2k+1)°
= nP=4k*+4k+1
= n>=2(2k*+2k) +1
= n? =2 +1/K €N, ou k' =2k* + 2k.

Donc, n?est impair. Alors : (n est impair)= (n* est impair),Vn € N est vraie et

2

d’aprés principe de contraposition on a : Vn € N, (n® est pair) = (n est pair) est

vraie.

Remarque importante :

Dans la plupart des raisonnements mathématiques, pour progresser dans les
démonstrations, on est souvent amené & montrer des implications logiques. La
preuve d’une implication donnée peut s’effectuer par I'une des trois maniéres

suivantes :
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- Raisonnement direct,
- Démonstration par la contraposée,

- Démonstration par la contraposée.

1.2.4 Raisonnement par contre exemple

Pour démontrer que la proposition (Vo € E, P (x)) est fausse, il suffit de

trouver un xy de E tel que P () est fausse.
Exemple 1.7 Soit la proposition P
P:"Vxe€Z, 2> —4=0".

Si on prend xo =3 ona :3* —4=>5+#0, donc P est fausse.

1.2.5 Raisonnement par récurrence

Soit P une proposition dépendant de I’entier naturel n, s’il existe un entier
naturel ng > 0 pour lequel P (ng) est vraie et que pour tout n > ng P (n) =

P (n+ 1) est vraie, alors P (n) est vraie pour tout n > ny.

Exemple 1.8

Montrer que

Vn>1: 14+2+ .. +n=

On note la propriété par P (n) :

- Vérifions que P (1) :

Pourn =1 on a:

premaier membre = 1
1(141)
2

deuxieme membre = =1

premier membre=deuxiéme membre, donc P (1) est vraie.............. (1)

- Démontrons que : P (n) = P (n + 1) est vraie pour n > 1
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On suppose que P (n) est vraie a un rang n € N fixé, c’est a dire :

Hypothése de récurrence

et on montre que P (n + 1) est vraie, c’est a dire

IT4+24 +n+n+1)= 1+24 ... +n+(n+1)

diapres hypothése

:—+(n+1):n(n+l)42—2(n+1) _ (n+1)2(n+2).

Donc P (n+ 1) est vraie, d’ou limplication : P (n) = P (n+ 1) est vraie pour
toutn > 1......... (2)
De (1) et (2) on a :
~n(n+1)

\V/?’LZ]_ 1+2+ ............... ‘I’TL—T

Exemple 1.9 Soit « € |—1,400[. Montrer que, Vn € N: (1+ «a)" > 1+ na.
On note la propriété par P(n): (14+ )" > 1+ na

-~

P(n)
- Vérifions que P(0) : Pourn=0ona:

premier membre = (1 4+ a)® =1 car a # —1 }

deuxieme membre =1+ 0.a =1

Comme : 1 > 1 est vraie, donc P (0) est vraie.............. (1)
- Démontrons que : P(n) = P (n+ 1) est vraie pour n >0 :
On suppose que P (n) est vraie a un rang n € N fixé, c’est a dire :

(1+a)" > 1+ na

(.

~-
Hypothése de récurrence

et on montre que P (n + 1) est vraie, c’est a dire

1+a)" >1+(n+1)a
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On a:

1+a)"™ = (1+a)(1+a)"
1+a)"+a(l+a)"

> l4+na+a(l+a)
> l+na+a
> 1+(n+)a

Comme o € |—1,+00[ , on a :a(l +a)" > «

Donc P (n+ 1) est vraie, d’ou limplication : P (n) = P (n+ 1) est vraie
pour tout n > 0......... (2)

De(1l)et(2) ona: YneN: (14+a)" > 1+ na.

1.3 Exercices

Exercise 1.10 1) Montrer par récurrence que :

u 1 1
* —=1- .
VHEN’;k(k;Jrl) 1+n

2) Soient a et b deux réels tel que : a # —3b. Montrer par contraposition que :

—14b _ 2a+b
a7 @+ 3b

£5

3
3) Montrer par l'absurde que : ¥V x € R*, 4+ 23 # 2+ %
Corrigé de l’exercice

1) Montrons par récurrence que :

u 1 1
Vn € N*, — =1- .
" ;k(k+1) 1+n
P(n)
Pourn=1, on a
i L DR S
k(k 1(1+1) 2 1+1 2

1

ke
1 1 :
=1———. Alors, P (1) est vraie.

Done, ey E(k+1) 1+1
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Soit n > 1. On suppose que P (n) est vraie & un rang n € N* fizé, c’est &

dire :
1

- 1
Y e~
— k(k+1) 1+n

et on montre que P (n+ 1) est vraie, c’est a dire :

o= 1 1 n+1
;m=1—1+<n+1):n+2.
Ona:
n+1 1 o n 1 1 . _ 1 1
2D PP D i Dy Tt e DY)
C(n+1)(n+2)—(n+2)+1  nP4+2n+1 (n4+1)2  n+1
B (n+1)(n+2) C(n+1)(n+2) (m+1)n+2) n+2

Alors, Vn € N*, P (n) est vraie.

2) Soient a et b deux réels tel que a # —3b. Montrons par contraposition que :

—14b 26+ b
—_— = 5.
"7 3 at37
2a+0b —14b
1l s’agit d t : =5 = —.
s’agit de montrer 2que ba % == a 3 14b
On suppose que aa—|—+3b =5 et on montre que a = _T On a
2a+0b
a+ 3b ot (a+3b)
= —3a = 14b
N —14b
a=—-":
3

3) Montrons par l'absurde que : ¥V x € R*, 4+ a3 #2+ %3,
On suppose que : 3o € R*, 4+ 23 =2+ %.

VAT =2+% — 443 =442 443
— =0

= 1« =0 (ce qui est une contradiction, car x € R*).

Alors, on a :Vx € R*, 4+ a3 #£2+ %.
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Exercise 1.11 1) Soient a,b € N* tels que a # b. Montrer par récurrence que :
Vn € N*, a™ — b" est divisible par a — b.

2) Soient x,y € R. Montrer par contraposition que :

4 1
x+y>1:>y>50ux>g.

Corrigé de l’exercice

1) Soient a,b € N* tels que : a # b. Montrons par récurrence que :
Vn € N*, a" — b" est divisible par a — b.

Il s’agit de montrer que : Yn € N*, Ik € Z, a™ — b" = k(a — b).
Pour n € N*| notons par P(n) la propriété : Ik € Z, a" — b" = k(a — b).
a) Pourn=1,ona:a' —b' =a—b=1(a—0).
Donc, Ik =1€Z:a" —b" = k(a—b). D’ou P(1) est vraie.
b) Soit n € N*.

On suppose que P (n) est vraie a un rang n € N* fizé, c’est a dire :
dkeZ, a"-b"=k(a—0)
et montrons que P(n + 1) est vraie, c¢’est a dire
3K €Z, "™ — " =k (a—b).

On a

n+l bn—i—l

aa™ — bb"
= a(b" + k(a — b)) — bb™ (grace a U’hypothése de récurrence)
ab” + ka(a — b) — bb" = (0" + ka)(a — b).

Donc, k' = (0" + ka) € Z, a™™ — b" ™ = k/(a — D).
Alors, on a montré par récurrence que : ¥Yn € N*, a"—0b" est divisible par a—b.

2) Soient x,y € R. Montrons par contraposition que :

4 1
r+y>1=y>—-ouxr > —.
5 5
? o . 4 1
Il s’agit de montrer que : y < zetx < :=zr+y< 1
On a
y<tetr<i = y+zx<i+l
= z+4+y<1l
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Exercise 1.12 Montrer par récurrence que
Vn e N*, 3 x 5271 12372 est divisible par 17.

Corrigé de l’exercice

Montrons par récurrence que :
Vn € N*, 3 x 521 4+ 232 st divisible par 17.
1l s’agit de montrer que :
Vn e N*, 3k € N:3 x 5271 42372 — 17},

Pourn =1, ona :3x 5214232 =17 = 17 x 1, Donc, 3k = 1 € N :
3 x 5¥71 42372 = 17k,

On suppose que P (n) est vraie a un rang n € N* fizé, c’est a dire :
Jk € N:3 x 521 2372 = 17k

et montrons que : Ik’ € N : 3 x 52+l 4 23+l — 17}/,
On a

3 x B2 423 — 35 25 x 52 42372 8
= 8(3x 5%t 42372) 4 17 x 3 x 521
= 8x 1Tk + 17 x k" avec k" = 3 x 5?1
= 17k avec k' = (8k + k")

Donc, ¥n € N*, 3 x 5201 4 2372 ¢st divisible par 17.
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2.1 Généralités sur les ensembles

2.1.1 Ensemble

Définition 2.1 Un ensemble est une collection d’objets qui ont la méme pro-

priété. Chaque objet est un élément de ’ensemble.

Remarque 2.1 Un élément x est distinct de l'ensemble {x} c’est a dire x #

{z}

Exemple 2.1 Soit E l’ensemble des entiers qui divisent 20, on aura :
E =1{1,2,4,5,10,20} .

N : [’ensemble des entiers naturels. Z : l’ensemble des entiers relatifs.
Q : l’ensemble des nombres rationnels. R : [’ensemble des nombres réels.

C : l’ensemble des nombres complexes.

Appartenance, Inclusion et Egalité

Soit E un ensemble non vide.

a) Si x est un élément de E on dit aussi que = appartient & E et on écrit
r e k.

Si z n’est pas un élément de F, on dit que x n’appartient pas & E et on écrit

b) Un ensemble E est inclus dans un ensemble F' si tout élément de E est un

élément de F' et on a
ECF<+= Vr,o e E=2z2¢€F].

On dit aussi que F est une partie de I’ ou bien E est un sous ensemble de F'.
c) E et F sont égaux si F est inclus dans F' et F' est inclus dans E et on
écrit :
E=F < (ECF)et (FCE)
— [Vr,x € E<= 2z € F].

L’ensemble vide noté () (ou {}) est un ensemble sans éléments et de plus il

est inclus dans tout ensemble F.
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Réunion et intersection

a) L’intersection de deux ensembles E et F' est I'ensemble de leurs éléments

communs et on écrit
ENF={z/reEetxeF}.

Et si ENF =, on dit que E et F sont disjoints.
b) La réunion de deux ensembles E et F' est I’ensemble de leurs éléments

comptés une seule fois et on écrit

EUF={x/re Fouxe F}.

Différence de deux ensembles

On appelle différence de deux ensembles F et F' et on note E — F' I’ensemble

des éléments de E qui n’appartiennent pas a F' et on écrit
E—-F={x/reFEeta¢F}.

Si F C E, alors E — F est dit complémentaire de F' dans F et il est noté CL ou

F ouCgF.Onnote ) = E — E.

Différence symétrique

On appelle différence symétrique de deux ensembles E et F' et on note EAF)
I'ensemble défini par : EAF = (E — F)U (F — E).

2.1.2 Propriétés

Soient F un ensemble non vide, A, B et C' trois ensembles, alors les relations

suivantes sont vraies

1) ANB=BnNnAet AUB=BUA, 2) Anf=0et AUD=A.

)
3) (ANB)NC =AN(BNO), 1) (AUB)UC=AU(BUC).
5 (ANB)UC = (AUC)N(BUC), 6) (AUB)NC=(ANC)U(BNC).
7) A—(BNC)=(A-—B)U(A—-C), 8 A—(BUC)=(A-B)N(A-C).
9) AN(BAC)=(ANB)A(ANC),  10) AAD= A et AAA = 0.

11) Si: A, B des parties de F, alors on a :

CE (AﬂB) = OEAUCEB et OE (AUB) = CEAQOEB
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2.1.3 L’ensemble des parties d’un ensemble
Etant donné un ensemble E. On désigne par P (F) 'ensemble de toutes les

parties de E et on écrit : P (E) = {A tel que : A C E}.

Remarque 2.2 a) L’ensemble vide et E sont toujours des éléments de P (E).
b) Soit E = {1,2,3,4}, donc

p(B) — {w,{l},{2}7{3},{4},{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},}.
{3,4},{1,2,3},{1,2,4} ,{1,3,4}.,{2,3,4} ,{1,2,3,4}

2.1.4 Partition d’un ensemble

Définition 2.2 Soient E un ensemble non vide et B une famille des parties de
E. On dit que B est une partition de E si :

1) Tout élément de B n’est pas vide.

2) Les éléments de B sont deuzx & deuz disjoints.

3) La réunion des éléments de B est égale a E.

Exemple 2.2 Soit E = {1,2,3,4}, on a : B = {{3},{4},{1,2}} est une par-
tition de E.

2.1.5 Produit cartésien

Définition 2.3 L’ensemble des couples (x,y) tels que x € A ety € B est appelé

produit cartésien de A et B et on le note A x B et on écrit :
AxB={(z,y)/ x€ Aetyec B}.

Propriétés : Soient A, B, C et D des ensembles, alors les relations suivantes

sont vraies.

1) AxB=0= A=0ouB=0.

2) AxB=BxA<=A=0ouB=0ouA=B.
3) Ax(BUC)=(AxB)U(AXxC(C).

4) (AUC)x B=(AxB)U(Cx B).

5) (AxB)N(CxD)=(ANnC)x(BND).

6) (AxB)U(CxD)#(AUC)x (BUD).
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Remarque Si cardE = n fini, A, B des parties de F, alors on a :

card (P (E)) = 2¢erdF = gn A x B = cardA.cardB
card (AU B) = cardA + cardB — card (AN B)
card (AAB) = cardA + cardB — 2card (AN B)

Exemple 2.3 Soient E = {~2,-1,0,1,2,3,4}, A= {1,3,4}, B = {-2,0,1,2,3}
et C ={0,2}. Déterminer

ANB, AUB, CpA, CxgB, A—B, B—A, AAB, AxC, CxA

Ona:ANB={1,3}, AUB={-2,0,1,2,3,4}, CpA={-2-1,0,2},
CgB={-1,4}y, A—-B={4}, B-A={-20,2}, AAB={-2,0,2,4},
AxC=1{(1,0),(1,2),(3,0),(3,2),(4,0),(4,2)},
C'xA=4{(0,1),(2,1),(0,3),(2,3),(0,4),(2,4)}.

2.2 Exercices

Exercise 2.4 Soient E un ensemble non vide, A et B deux parties de ensemble

E. Montrer que :

1) Cg(ANB)=CgAUCEB 2) Cp(AUB)=CgANCgB.
Solution

1) Montrons que : Cp (AN B) = CgAUCgB.
Soit v € Cp (AN B).

reCg(ANB) reFEetaxd¢ (ANDB)
re€Felt(xr¢g Aoux ¢ B)
(xreFetxg¢gA) ou(reFetx¢ B)
x € CgA oux e CgB

LL’GCEA UCEB

S

Done, Vx € Cgp(ANB) < v € CgAUCEB.
Alors, Cp (AN B) = CpAUCEB.
2) Montrons que : Cp (AU B) = CgANCgB



2. Ensembles, Relations et Applications 23

Soit v € Cp (AU B).

r€Cg(AUB) reFetx ¢ (AUB)
re€Fet(r¢Aetx¢ B)
(xeEetxgA)et(xcEetx¢B)
r€CgAetxecCgB

SL’ECEA OCEB

Done, Vx € Cp(AUB) & € CgANCEB.

Alors, Cp (AU B) = CkANCgB.

3) Montrons que : (A C B) = CgB C CgA.

On suppose que A C B et on démontre que : Cg B C CEgA.
Soit v € CgB.

r€CgB = x€Fetxé¢B
= xe€letx¢ A (car ACB)
= x € CgA,
donc, CpB C CrA. Alors, (AC B)= CgB C CgA (est vraie)
4) Montrons que : ANB=0= AC CgB.
On suppose que AN B = () et on démontre que : A C CgB.
Soit © € A.

S I

r€A = x¢BcarANB=10
= x € (B,
doncVr:x € A= x € CgB, dou A C CgB.
Alors, ANB=0=AC CgB (est vraie)

Exercise 2.5 Soient A, B et C trois ensembles.
Montrer que :
1) A—-(BNnC)=(A-B)U(A-0C).
2) A—(BUC)=(A-B)Nn(A-0C).
Solution
1) Montrons que : A— (BNC)=(A-—B)U(A-C).
Soitx € A—(BNC).

reA—(BNQO) r€A et x¢ (BNCO)

re€A et (x¢ Boux¢C)

(xreA et v¢B)ou(reA etx¢C)
r€(A-B) ouxr e (A-C)

re(A-B)U(A-C)

S I N
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Done, Ve:x€e A—(BNC)erxe(A-B)U(A-0C).
Dow A—(BNC)=(A-B)U(A-C).

2) Montrons que : A— (BUC)=(A—-B)N(A-C).
Soitzre A—(BUC).

Ona:x2€ A—(BUC) & z€A et x¢ (BUC)

r€A et (xr¢gBetx¢C)

(xeA et t¢B)et(xeA etxé¢C)
€E(A-DB) etxe(A-C)
re€(A-B)N(A-0C).

Done, Ve :x2 € A—(BUC)=zxze(A-B)Nn(A-C).

Dou: A—(BUC)=(A—-B)n(A-C).

t o0

Exercise 2.6 Soient A, B,C et D des ensembles.

Montrer que :

1) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC().

2) (AxB)N(CxD)=(ANC)x(BND).
1) Montrons que : Ax (BUC)=(Ax B)U(Ax ().
Soit (z,y) € Ax (BUC).

(x,y) e Ax (BUC) reAetye (BUCQ)

reAet (yeBouyel)
(xreAetyeB) ou (reAetyel)
(z,y) € (Ax B) ou (z,y) € (AxC)
(x,y) € (Ax B)U(AxC(C)
Done, ¥ (z,y) : (z,y) € Ax (BUC) & (x,y) € (Ax B)U(Ax ()
Alors, Ax (BUC) = (AXB) (AxC)

2) Montrons que : (Ax B)N(C' x D)=(ANC)x (BND).

Soit (z,y) € (Ax B)N(C x D).

Ona: (z,y) € (Ax B)N(C x D)

(I A

& (x,y) € (Ax B) et (z,y) € (C x D)
& (reAetyeB) et (xelCetyeD)
& (reAetxel) et (yeBetyeD)
& xeAnCetye BND

& (r,y) € (ANC)x (BND)
Done, ¥ (z,y) : (z,y) € (AxB)N(Cx D)< (ANC)x (BND).
Alors, (Ax BYN(C x D)= (ANnC)x (BND).
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2.3 Relations binaires dans un ensemble

2.3.1 Définition et Propriétés

Définition 2.4 Soient E un ensemble, x ety deux éléments de E. S’il existe un
lien qui relie x et y on dit qu’ils sont reliés par une relation R et on écrit xRy

ou R (z,y).
Exemple 2.7 E =R, Vz,y € E, 2Ry <= |z| — |y| =z —y.
Propriétés

1) Réfléxivité : On dit que R est réflexive dans F si :

Ve € E : a¥x.
2) Symétrie : On dit que R est symétrique dans F si :
Ve,y € E: 2Ry = yRx.
3) Antisymeétrie : On dit que R est antisymétrique dans F si :
Vr,y € E: (zRy et yRz) —= = = y.
4) Transitivité : On dit que R est transitive dans E si :

Va,y,z € E: (xRy et yRz) = aRz.

2.3.2 Relation d’équivalence

On dit que R est une relation d’équivalence sur E si R est a la fois réflexive,

symétrique et transitive.

Classe d’équivalence

Soient R une relation d’équivalence sur F et a € E. On appelle classe d’équi-
valence de a notée @ ou @, I’ensemble des éléments x de E qui sont en relation

R avec a, c’est a dire :

a = {re€F:z2Ra}={zr € E:aRe}.
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Ensemble quotient

Soit R une relation d’équivalence sur E. On définit ’ensemble quotient de F
par la relation R I’ensemble des classes d’équivalence de tous les éléments de F,
not¢ E/Retona: E/R=1{a,ac E}.

Propriétés

Soit £ un ensemble et R une relation d’équivalence dans E. Soit = un élément

de E, alors on a :

l)Vae€ E:ac€a. NVa,be E:atbsanb=0

Y Va,be E:aRbea=b (aebs a=D). ) E= Ua
Exercise 2.8 Dans R, on définit la relation binaire % par :
Ve,yeR: aRy <= 22—y =2 —y.

1) Montrer que R une relation d’équivalence.
2) Soit a € R. Préciser la classe d’équivalence de a.
Solution
1) Montrons que R une relation d’équivalence
R est réflexive ?  (Vx € R: aRx)?
Soit x € R.
Ona:aRer e (22 —22=2—-12)& (0=0),
donc, Vo € R : ¥z, alors N est réflezive....... (1)
R est symétrique ? (Vr,y € R: 2Ry = yRx)?
Soient x,y € R, on suppose xRy et on démontre que : yRx.

Ona :
Ry = 22—y =zx—y

= —(W-2) ===
= y—t=y—=x
= yRx.

Donc, Vr,y € R: 2Ry = yRx, alors R est symétrique....... (2)
R est transitive ? (Vx,y,z € R: 2Ry et yRz = xRz2)?
Soient x,y,z € R, on suppose xRy et yRz et on démontre que : xR z.
On a :
Ry =2 -y =x—y (2.1)
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et
YRz = 1P — 22 =y — 2. (2.2)
2D+ (122) = 2>—y*+y*—=z—y+y—2
= 22— =x—=z
= zRz.
Done, Vx,y,z € R: xRy et yRz = xRz, alors N est transitive....... (2)
De (1),(2) et (3), on a bien R une relation d’équivalence.
2) Soit a € R, on a

a = {reRaRa} ={reR, 2> —a*>=2—a}
= {zeR (z—a)(z+a)=z—a}={reR,(z—a)(zr+a—1)=0}
= {zeRr=aoux=1-a} ={a,1—a},

done, a = {a,1 —a}.

2.3.3 Relation d’ordre

Une relation binaire 8 dans un ensemble E est dite relation d’ordre si elle

est & la fois réflexive, antisymétrique et transitive.

Ordre partiel, ordre total

Soient £ un ensemble et R une relation d’ordre dans E. On dit que R est
d’ordre total si : Vz,y € E: 2Ry ou yRz.
Et on dit qu’elle est d’ordre partiel si elle n’est pas d’ordre total, c’est & dire :

dx,y € ' : x n’a pas de relation avec y et y n’a pas de relation avec x.
Exercise 2.9 On définit sur R* la relation binaire Ry par :
Ve,y € R*, 1Ry <= JkeN:y=kx.

1) Montrer que Ry est une relation d’ordre.

2) L’ordre Ry est-il total ¢

Solution :

1) Montrons que Ry est une relation d’ordre.

Réflexivité de R,7: (Vx € R*, aRyx)?

Soitx € R*. Ona :x = 1.z, donc, Gk =1 N:xz = 1l.z, d’ot, xR x.
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Donc Vo € R*, xRix, alors la relation Ry est réflexive....... (1)
Antisymétrie de R1 ¢ (Vz,y e R*, 2Ry et yRix = = =y)?
Soient x,y € R*.

On suppose TRy et yRix et on démontre v = y.

On a:
TRy dkeN:y=kx
et — et
yRix Jk' e N:x=Fky

— dk, K eN:y=Fk(ky)
— dk, kK e N:y=(kKk')y.
Donc kk' = 1 ce qui implique que k = K =1 car k, k' € N et par suite x = y.
AlorsVx,y € R*, xRy et yRix = x = y.
D’otu la relation R4 est antisymétrie........ (17)
Transitivité de R," (Vx,y,z € R*, 2Ry et yRi1z — xR12)?
Sotent x,y,z € R*. On suppose xRy et yRiz et on démontre xRy z.
Ona:

TRy JkeN:y=kx
et = et
YRz J'eN:z=Fky

— kK eN:z=F (kx)=(Kk)z
— k" =kkeN:z=Fk'r donc, 2R z.

Alors, Vx,y,z € R*, xRy et yRiz = zR1z.
D’ow la relation Ry est transitive........ (7i1)
De (i), (ii) et (i), on a Ry est une relation d’ordre.
2) L’ordre Ry est-il total :
L’ordre R4 est total si et seulement si : Vx,y € R*, 2Ry ou yR,x.
Prenons x =2 ety =3, on a

Ak € N tel que 3 = k.2 donc 2 n'est pas en relation avec 3
et

Ak € N tel que 2 = k.3 donc 3 n'est pas en relation avec 2

Donc, l'ordre R, n’est pas total, on dit que l’ordre R, est partiel.
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2.4 Exercices
Exercise 2.10 Soit f l'application définie par :

f: R—R
1

T f(l"):m

1) Sur R, on considére la relation Ry définie par :
Vr,y € R, aRyy <= f(v) = f(y)

a) Montrer que R, est une relation d’équivalence.

1
b) Déterminer la classe d’équivalence de 3

2) Sur R, on considére la relation Ry définie par :
Ve,y € R, 2Ray <= f(x) > f(y)

Ra est-elle une relation d’ordre ¢
Corrigé de l’exercice

1) Sur R, on considére la relation Ry définie par :
Vr,y € R, 2Ry < f(z) = f(y)

a) Montrons que Ry est une relation d’équivalence.

Réflexivité de R, 2 (Vo € R, aRy2)?
Soitx €R, ona: zRix < f(z)= f(x) (est vraie)
Done, Vx € R, xRqx, d’ot Ry est réflexive....... (1)
Symétrique de R,?7 (Vz,y € R, 2Ry = yRqz)?
Sotent x,y € R, on suppose que xRy et on démontre que yRx.
Ona:

tRy = f(x) = f(y)

= f(y) = f(z)

— le.I'

Donc, Vr,y € R, 2Ry = yRiz, d’ot Ry est symétrique ....... (17)

Transitivité de R, ¢ (Vx,y,z € R: 2Ry et yR1z = tR12)?

Soient x,y,z € R, on suppose que tR1y et yRiz et on démontre que TR1z.
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Ona:
1Ry f(2) = f().(1)
et — et
YR,z @) = F(2)en(2)

(1)+(2) de (1) et (2) on a : f(x) = f(2), dou xRz
Alors, Vx,y,z € R: 2Ry et yR1z = R4 2.
Donc, Ry est transitive....... (7it) .
De (i), (ii) et (iii), on a Ry est une relation d’équivalence.

b) Déterminons la classe d’équivalence de %

(%) = {xER:leé}:{xeR:f(m):f(%)}
— {xER:1j$2:§}:{x€R:4—|1—4$2:5}1
— {xfﬂf:ﬁzz}z{xeﬂ%:x:—§oux:§}

= { }.

32
2) Sur R, on considére la relation Ry définie par :

Vr,y € R, 2Ry < f(x) > f(y)
Ro nest pas une relation d’ordre, car elle n’est pas antisymétrique. En effet, on
a 2R(—2) et (—2)R2, car

L 1 . 1 o1
€
14227 14+(-2)2  1+4(-2)2 = 1+2%

mais 2 # —2.
Exercise 2.11 1) Dans R, on définit la relation binaire R par :
VeyeR, s Ry<=2>—y* <z —uy.

Montrer que :
a) R n'est pas symétrique.
b) R n’est pas antisymétrique.

2) On définit sur |3, +oo[ la relation binaire S par :

1
Vm,y€]§,+oo[, rSy=a1*—y*<zr—uy.
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a) Montrer que S est une relation d’ordre.
b) Cet ordre-est il total ¢
Corrigé de l’exercice
1) Dans R, on définit la relation binaire R par :
Ve,yeR, s Ry<= 2> —y* <z —y.

a) Montrons que R n’est pas symétrique :

On a :0R2, car 02 —2%2 = —4 < —2 = 0—2. Mais, 2RR0, car 22 —0? > 2 =2-0.

b) Montrons que R n’est pas antisymétriqgue : On a OR1 et 1RO, car
0?—1°<0-1 et 1*-0°<1-0.
Mais 0 # —1.

1
2) On définit sur ]5, +oo[ la relation binaire S par :

1
Vx,y€]§,+oo[, r Sy’ —y:<z—uy.

a) Montrer que S est une relation d’ordre.
Réflexivité de S ¢ (Vx €]3;+oof, 8z)?
1
Soit x 6]5,—1—00[. Ona:2?—2*=0=1x—1.

Done, z?

— 2? <z — . Par la suite, Vx €]3; +oo[, zSz.

D’ou, S est une relation réflexive......... (1)

Antisymétrie de S ?  (Vx,y €]3, +oo[, 28y et ySz = x = y)?
Sotent z,y €3, +00|.

On suppose que xSy et ySx et on démontre x = y.

On a

xSy (22— y?<z—y
et — et

ySx y-—a?<y—u

\ 7

x2_y2§x_y
= et

22 —yP>a—y.
Par la suite, x> —y?> =z —y.
Ona:
P?-—y=r-y = (@-ylz+y—1)=0.
r=1Yy
— ou

v =1—1y (impossible, carx,y €]3,+00).
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Donc, Vz,y €], +oof, 28y et ySz =z = y.
D’ou la relation S est antisymétrique .......... )
Transitivité de S : (Vm,y, z E]%, +oof, xSy et ySz — sz)?
Soient x,y, z €]3,400|.

On suppose xSy et ySz et on démontre xSz.

Ona:
xSy -yt <az—y
et - et
ySz -2 <y—=z
— 2 —-22<z-—=z

Done, Yz, y, z €%, +00[, 28y et ySz = 2Sz.
D’ot la relation S est transitive ......... (7i1)
De (i), (ii) et (iii), on a S est une relation d’ordre.
b) Cet ordre est total.
En effet, soient x,y 6]%,—1—00[. Ona:2>—y*<x—y ou 22—y >2—y.

donc, 22 —yP<z—y ou y?—a2*<y—u.

d’ou, xSy ou ySw.
Alors, Va,y €]i, 4+00[: 28y ou ySu.
Exercise 2.12 On définit sur R? la relation binaire Ry par :
Y (a,b),(c,d) € R?, (a,b) Ry (c,d) <= a® +b* = & + d*

1) Montrer que Ro est une relation d’équivalence.
2) Déterminer la classe d’équivalence de (0,1).
Corrigé de l’exercice

On a Ry la relation binaire définie sur R* comme suit :
Y (a,b),(c,d) € R? (a,b)Ry(c,d) <= a*+b*> =+ d°.

1) Montrons que Ry est une relation d’équivalence.
Réflerivité de Ry?  (V(a,b) € R? (a,b) Rs (a,b))?
Soit (a,b) € R,
On a:a*+b* = a®>+b* = (a,b) Rz (a,b) . Done, V (a,b) € R? (a,b) Ry (a,b).
Alors, la relation Ry est réflexive sur R....... (1)
Symétrie de Ry? (V(a,b),(c,d) € R? (a,b) Ry (c,d) = (¢,d) Ro (a,b))?
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Soient (a,b) , (c,d) € R?, on suppose (a,b) Ry (c,d) et on démontre (¢, d) Rs (a,b) .
Ona :
(a,0) Ry (c,d) = a*+b*=c*+d?
= A+ d*=ad*+b
= (¢, d) Rz (a,b).
Donc, ¥ (a,b), (c,d) € R?, (a,b) Ry (c,d) = (¢, d) R (a,b).

D’ow la relation Ro est symétrique....... (71)
Transitivité de Ry?
(V(a,b),(c,d), (e, f) € R*: (a,b) Ry (c,d) et (c,d)Ra(e, f) = (a,b) Rz (e, f))?
Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R2.
On suppose (a,b) Ry (¢, d) et (¢,d) Rz (e, f) et on démontre (a,b) Ra (e, f).
On a :

a,b) Ry (c,d A+ =2+
(a,b)

et - et

(c,;d) Rz (e, f) A d* = e+ f?

= (a7b)R2 (€7f>'
Alors,

Y (a,b),(c,d), (e, f) €R?: (a,b) Ry (c,d) et (c,d)Ra(e, f) = (a,b)Ra (e, f).

D’ow la relation Ry est transitive........ (131)

De (i), (ii) et (iii), on a Re est une relation d’équivalence.

2) Déterminons (0, 1) la classe d’équivalence de (0,1).
Ona :

0,1) = {(a,b) € R*: (a,b) R2(0,1)} = {(a,b) € R?: a® + b* = 0% + 1%}
= {(a,b) eR*:a>+1? =1}.

Donc la classe d’équivalence de (0,1) est le cercle de centre (0,0) et de rayon 1.
Exercise 2.13 On définit sur R} la relation binaire Ry par :
Vr,y e RS, 2Ry <= FkeN:y=2z"

1) Montrer que Ry est une relation d’ordre.
2) L’ordre R, est-il total ¢

Solution :
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1) Montrons que Ry est une relation d’ordre.

Réflexivité de R, : (Vx € RS, aRyx)?

Soitz €RF. Ona:x=a' done, Ik =1€ N:x=2" dou xR, .
Done Vr € Rf, xRyz, alors la relation Ry est réflexive....... (7)
Antisymétrie de R, : (Vz,y e R}, 2Ry et yRix — = =1y)?
Soient x,y € Rf. On suppose xRy et yRyix et on démontre x = y.
On a

TRy Jky €Ny =ah
et = et
yRiz Jky € N:az = yP2

— Tk, ky eN:y= (yF2)"
= Tk, ky € N:y = ylrk2,
Donc kiky = 1 ce qui tmplique que ki = ko = 1 car ki, ky € N et par la suite
x=y. Alors, Yo,y e R, 2Ry et yRix = = = .
D’ou la relation Ry est antisymétrie........ (17)
Transitivité de R,?  (Vx,y,z € R}, 2Ry et yRiz = 1tR12)?
Soient x,y,z € Rf. On suppose 1Ry et yRq1z et on démontre xR1z.
On a

TRy Jk; €Ny =
et — et
YRz Jky €N : z =yl

— dki,khb eN:z= (l‘kl)kQ = ghike
— k3 = k1.ks € N: 2z = 2" donc, 2R,z

Alors, Vx,y,z € R}, 2Ry et yR1z = 1R 2.
D’ou la relation Ry est transitive........ (7it)
De (i), (ii) et (iii), on a Ry est une relation d’ordre.
2) L’ordre Ry est-il total ¢
L’ordre Ry est total si et seulement si : Vr,y € Rf, 2Ry ou yRix.

Prenons x =2 ety =3, on a

Bk € N tel que 3 = 2% donc 2 n'est pas en relation avec 3
et
Ak € N tel que 2 = 3* donc 3 n’est pas en relation avec 2

Donc, lordre Ry n’est pas total, on dit que l’ordre R, est partiel.
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Exercise 2.14 Soit E = {1,2,3,4}, dans P (E), on définit la relation binaire
R par :
VA,BeP(E): ARB <= AC B.

1) Montrer que R est une relation d’ordre.
2) Cet ordre est-il total ?
Solution :
Ona :

P(E) = 0,{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1,4} ,{2,3} ,{2,4},
(3,4} ,{1,2,3},{1,2,4} ,{1,3,4},{2,3,4} ,{1,2,3,4} |

1) Montrons que R une relation d’ordre.
R est réflexive ? (VA€ P(E): ARA)?
Soit A€ P(E). Ona:

ARA & ACA (car A C A est toujours vraie).

Done, VA € P(E) : ARA, alors R est réflexive....... (1)
R est antisymétrique ? (YA, B € P (FE): (ARB et BRA) = A = B)?
SoientVA, B € P (E), on suppose ARB et BRA et on démontre que : A = B.
On a:

ARB <= ACB (2.3)
et
BRA <= B C A. (2.4)
de (2.3)4+(24) ona: ACBetBCA.
= BCACB.
= A=B

Donc, VA, B € P (E) : (ARB et BRA) = A = B, alors R est antisymétrique.......
R est transitive ? (YA, B,C € P(E): (ARB et BRC) = ARC)?
Soitent A, B,C € P (FE), on suppose ARB et BRC et on démontre que :

ARC.

Ona:
ARB <= ACB (2.5)

et
BRC <= BC(C (2.6)
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(25)+(26) = ACBetBCC
= ACB CC(C
= ACC
= ARC.
Done, YA, B,C € P(E) : (ARB et BRC) = ARC, alors R est transitive....... (3)
De (1),(2) et (3), on a R est une relation d’ordre.
2) Cet ordre est-il total ¢
L’ordre R est total si et seulement si : YA, B € P(E): ARB ou BRA.

Prenons : A ={1,3} et B={2,4}, ona :

A nlest pas en relation avec B car : A ¢ B
et

B n’est pas en relation avec A car : B¢ A

Donc, l'ordre R n’est pas total, on dit dans ce cas : R est d’ordre partiel.

2.5 Applications

Définition 2.5 Soient E, F' deux ensembles.

- On appelle application de EE dans F' une relation de E dans Fdont a tout
élément x de E on lui correspond un et un seul élément y de F'. x est dit an-
técédent, E [’ensemble de départ ou des antécédents, y est appelé ['tmage, F
l’ensemble d’arrivée ou des images.

- Deuz applications sont égales si leurs ensembles de départ sont égaux, leurs
ensembles d’arrivée sont égaux et leurs valeurs également.

En général, on schématise une fonction ou une application [ par
f: B — F
x — y=f(z).
I'={(z, f(x)),z € E} est appelé graphe de f.
Exemple 2.15

f: R — R g: R-{1} — R
T

X —

T

T — .
r—1 r—1

Dans cet exemple g est une application mais [ est une fonction et n’est pas une

application car ’élément 1 n’a pas une image dans R.
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2.5.1 Restriction et prolongement d’une application

Soit B’ un sous ensemble de F et f : E — F une application. L’application
g: B — F telle que Vo € E', g (x) = f (z) est appelée la restriction de f a E’

et on écrit g = f/p et on dit aussi que f est le prolongement de g a E.

2.5.2 Composition des applications

Soient E, F' et GG trois ensembles et et [ : F — F, g : FF — G deux

applications. On définit ’application composée de f et g notée g o f par

Vee E:(gof)(z)=g(f(x)).

2.5.3 Injection, surjection et bijection

Soit f : E — F une application.

a) On dit que f est injective si et seulement si :
Ve,o! € B f(x) = f(2f) = o =2/,

ou d'une maniére équivalente : Vo, 2’ € E: v # 2’ = f (z) # f (/).

b) On dit que f est surjective si et seulement si: Vy € F,3x € E:y = f (z).
c¢) On dit que f est bijective si f a la fois injective et surjective.
Propriétés

a) f est injective ssi 'équation y = f (z) admet au plus une solution.

a) f est surjective ssi 'équation y = f () admet au moins une solution.

a) f est bijective ssi I’équation y = f (z) admet une et une seule solution.

Proposition 2.1 Soient f : E — F et g : FF — G deux applications, alors
ona:1)gof estinjective = f est injective.

2) go f est surjective => g est surjective.

3) go f est bijective = [ est injective et g est surjective.

Preuve : 1) On suppose que go f est injective et on montre que [ est injective.
Soient x,z' € F : f(x) = f(2') qui est dans F. On compose par g aux deux

membres de ’égalité, on obtient

9(f (@) =g (f (@) (gof) (@)= (g0 f) ()

—
—> x =ux/ car go f est injective.
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Ce qui montre que f est injective.

2) On suppose que g o f est surjective et on montre que f est surjective.

go f surjective = Vze G,Ir e E:z=(go f) ()
= drxeFE:z=g(f(x)).

En posant y = f(z) € F alors Vz € G, 3y € F : z = g (y), ce qui montre que g
est surjective.

g o f est injective

3) go f est bijective <= { — [ est injective et g est

g o f est surjective
surjective.

2.5.4 Applications réciproques

Définition 2.6 Soit f : E — F une application bijective, alors il existe une

application notée f~' définie par {1 : F — E

y=f()=e=[f"()),
appelée application réciproque de f.

Théoréme 2.16 Théoréeme : Soit f : E — F une application bijective, alors

son application réciproque f~1 vérifie fof! = Idp et fLof = Idg. On rappelle

ldg: EF — FE

r +—— Idg(x)==x.

Proposition 2.2 Proposition : Sotent f : E — F et g : FF — G deux appli-
cations, alors on a

a) f et g sont injectives = go f est injective.

b) [ et g sont surjectives =—> go [ est surjective.

¢) f etg sont bijectives => go f est bijective et (go f)™ = flog L.

Preuve : a) On suppose que f et g sont injectives et on montre que go f est

injective. Soient x,x’ € F, alors on a

(go ) (@) =(gof) (@) = g(f(2))=g(f())
= f(z) = f(a') car g est injective

—> 1 =1 car f est injective.

Ce qui montre que 'application g o f est injective.
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b) On suppose que f et g sont surjectives et on montre que g o f est
surjective.
Soit z € G, on a :

z2€G = JyeF:z=g(y) carg estsurjective
yeF = drxeFE:y=f(x) car f est surjective

Donc, on obtient : z =g (y) =g (f (z)) =(go f) (z).

Ce qui montre que 'application g o f est surjective.

c) On suppose que f et g sont bijectives, donc f et g sont surjectives et
f et g sont injectives. D’aprés a) et b) on déduit que g o f est injective et est

surjective, c’est a dire g o f est bijective.

Remarque 2.3 1. Les graphes d’une application bijective f et de son inverse
f=1 sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice d’équation y = x.

2. Notons que si [ est bijective alors f~! est aussi bijective et (f_l)*1 = f.

2.5.5 Image directe

Soit f : E — F une application et A un sous-ensemble de F.
On définit I'image directe de A par 'application f le sous-ensemble de F' noté
f(A):
f4) = {yeFIweAy=[(2)}
= {f(x),z € A}.

Exemple 2.17 Soit
f: R — R
r — f(x)=2"

et A=[-2,1]. Ona:

fA) = {f@),zeA}={a?xel-21]} =[0,4].

2.5.6 Image réciproque

Soit f : E — F une application et B un sous-ensemble de F'.
On définit I'image réciproque de B par 'application f le sous-ensemble de
noté f~!(B) :
fH(B) = {x € B, f(2) € B}.
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Exemple 2.18 Soit
f: R — R
r — f(x)=2?
et B=10,4]. Ona:

F71(0,4]) = {zeR,f(z)€0,4}={zreR,z*€[0,4]}
= {zeR0<2?<4}={reR 2?-4<0}
= {zeR,(z-2)(z+2) <0} =[-2,2].

Propriétés
Soit f : E — F une application. Soient A;, Ay deux parties de E et By, Bs

sont deux parties de F. Alors on a :

1) Ay C Ay = f (A1) C f(A), 2) f(ALUAg) = f (A1) U f(Ag).

3) f(A1NAg) C f (A1) N f(Ag), 4) By C By = 71 (B1) C ' (By).
5) fH(BiUBy) = fTH(B)Uf 1 (By), 6)f 1 (BiNBay)=f"(B1)Nf"(By)
5 (CB) = of @,

2.6 Exercices

Exercise 2.19 Soit f : E — F une application. Soitent Ay, Ay deux parties de
E. Montrer que :

1) Ay CAy= f(A1)C f(A). 2) f(ALUA) = f(A)Uf(Ar).
3) f(AINAy) C f(A)N f(A2)

Solution
1) Montrons que : Ay C Ay = f (A1) C f(Az).
On suppose que Ay C As et on montre que f (A;) C f(Az).
Soity € f(A) :

yef(A) = FweA y=f(z)
— dre€Ay:y=f(x) car Ay C Ay
= y€ f(A).

D’ot, f (A1) C f(A2).
2) Montrons que : f (A1 U Ag) = f (A1) U f(Az).
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Soit (VRS f (Al U Ag)

yEf(AIUAg) E'ZEE(AlLJAQ)y:f(SL’)

[Fx € A ou3dx € Ay] 1y = f(2)

[Fze A y=f(x)] ou [Fx € Ay:y=f(2)]
y € [ (A1) ouy € f(A)

y € (f(A)U[f(A2)).

Alors, f(A1UAy) = f (A1) U f(A).
3) Montrons que : f (A1 N As) C f (A1) N f(A2).
Soit Yy < f (Al N Ag) .

1111t

yGf(AlﬂAz) Ell’e(AlﬂAg)y:f(ﬂf)

[Fr € Ay et Jx € Ag) iy = f(x)

[FreAr: y=f(x)] et [Fre€ Ay :y=f(x)]
y€ f(A) etye f(As)

y € (f (A1) N f(A2)).
Alors, f(A1NA2) C f(A1) N f(As).

Supposons que f est injective et montrons la deuxiéme inclusion.
Soit y € (f (A1) N f(Az)).

Ll

ye(f(A)Nf(A2)) = ye f(A) etye f(A)
dry € Ay y= f(xq)
- et

Jdug € Ay 1y = f(22)

Donc y = f(x1) = f(x2) et [ est injective, ce qui implique que T, = T3 = .
Donc x € (A1 NAy) et y= f(x), c’est a direy € f(A; N As).

Exercise 2.20 Soit f : E — F wune application. Soient By, By sont deux
parties de F'. Montrer que :

1) BiCBy= f1(B)C f1(B), 2) f~
3) fTUBINB) =f(B)Nf(By), 4) fr(CE)=cl P

Solution
1) Montrons que : By C By = f~' (B;y) C f~'(By).
On suppose que By C By et on montre que f~(B;) C f~' (Bsy).

"(BiUBy) = f1(By)U f(Ba).
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Soit x € f71(By).

T e f_l (Bl) - f (fl)) € B
— f(x) € By car B; C By
= z€ f1(B).

Ce qui montre que : f~'(By) C f~'(By). Alors, By C By, = f'(B) C
f7H(B2).

2) Montrons que : f~* (ByUBy) = f~1(By) U f~!(By).

Soit x € f~1(B;UBy).

re ffH(BiUBy)) < f(x)€e (B UDBy)
< f(x) € Biou f (z) € By
< z€ f1(B) ouxe f1(By)
— zelfN(B) U fHB)].

Alors, f~1(B1UBy) = f~1(B1) U f~(B).
3) Montrons que : f~'(By N By) = f~1(By) N f~1(By).
Soit T € fil (Bl N BQ) .

r€ fH (B NBy) <= f(x)€ (BN By)
<= f(x) € Byet f () € By
— xe€f1(B) etxe f1(By)
= ze[f1(B) N fTH(B)].

AZOT'S; f_l (Bl N Bg) = f (Bl) N f <B2) _1
4) Montrons que : f~ (CE) = CY (B1)
Soitx € f! (C’gl) _

re f! (Cﬁl) f(z)eop
f(x)e Fetf(zx)¢ B
reFEetx¢ f1(B)

T € C’gl(Bl).

(I

Alors, f~1(CPY) = Cgl(Bl).
Exercise 2.21 On considére ’application

f:-1,1] — R

r f(a:):1+x2.
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1) Calculer f~*({2}) et f71 ({3})-
2) FEtudier linjectivité et la surjectivité de f.

Solution :

1) Calculons f~ ({3}) =7
vefr{3}) &= zel[-11] et f(z)=

— ze[-1,1
re[-1,1] eta®>—-1=
re[-1,1] etx ==l

r=1oux=-—1.

B
<~
<~
<~

Dou, f71({3}) ={-1,1}.

Calculons f~1({2}) =7

re f1({2}) <= =xe[-1,1] et f(gi:) =

— ze[-1,1] et =2

1+ 2?2
— we[-1,1] eta?= 5 impossible.

Doupz € [~ ({2}) = ' ({2}) = 0.
2) Injectivité de f7
De la premiére question, on a f (1) = f(—1) = 3 Donc f n’est pas injective.
Surjectivité de f7?
De la premiére question, flz € [~1,1] : f (x) = 2. Donc f n'est pas surjective.

Exercise 2.22 Soit f l'application définie par :

f: R—R

v fl@)=

14 22

1) Calculer f({—1,1}) et f~1({—1}).
2) f est-elle injective ? surjective ? bijective ¢
3) Donner des intervalles I et J, tels que lapplication f : I — J soit

bijective.
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4) Dans ce cas, déterminer son application réciproque f=1.
Corrigé de l’exercice

Soit f Uapplication définie par :

f . R—R
1
1422

v ()=
1) Calculons f({—1,1}) et f71({-1}).
FE-L1Y) = {f@)/r e {113} = (/(-1), () = {5)

done, F({~1,1}) = ().
) = e eR/IG) € (1)) = (e R/S) = 1)
= {xER/1+$2 =1} ={r eR/x?>= -2} =0.

done, f~1({-1}) = 0.
2) [ est-elle injective ? surjective ? bijective ¢
- Injectivité de f 2  (Vxy,20 € R: f(21) = f(22) = 1 = x9)7
Ona: f(1)=f(-1)= %, mais 1 # —1 donc, [ n'est pas injective.
- Surjectivité de f? (VyeR Iz eR:y=f(x))?
On a :y=—1 n'a pas d’antécédent (d’aprés la question précédente),
donc, f n'est pas surjective.
- Byectivité de f 2 f n’est pas bijective car elle n’est pas surjective.
3) Donnons des intervalles I et J, tels que Uapplication f : I — J soit

bijective :

Résolvons l’équation y = f(z) ouy € J et x a déterminer d’une maniére

unique dans 1.

) — 2 _
Ona.y—1+x2:>yx +y—1=0... (1)
A =4(y — y?) donc, A >0 siy €]0,1], les racines de l’équation (1) sont :
o = 1—
Rt Ve | Ul ) RPNV 1k )
) )

Donc, des intervalles I et J sont : I =]0,+oo[ et J =]0,1[ . 1l est facile de
vérifier que :
£ 1 =]0, +00[— J =]0,1]
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est une une application bijective.

Remarque : On peut aussi considérer la bijection :
f:I=]—o00,0— J=|0,1].

4) Déterminons, dans ce cas, l'application réciproque f=1.

L’application réciproque de la bijection f :] — co,0[—]0, 1] est la suivante :

7t 00,1 — ] —00,0]

y o iy =y

Exercise 2.23 On considére les deux applications suivantes :

f: R — R g: R — R

r — f(z)=3-2z r — g(x) =22

1) f est-elle injective ? surjective ?
2) Caleuler f({—4,3}), f(J1,400]) et f~(] — 00, 0]).
3) Déterminer lapplication gof et calculer (gof)(0), (gof)(3) et (gof) 1 ({—1}).
4) gof est-elle injective ¢ surjective ? bijective ¢
5) Donner des intervalles I et J, tels que l'application gof : I — J soit
bijective. Déterminer, dans ce cas, l'application réciproque (gof)™!.
Corrigé de l’exercice

On consideére les deux applications suivantes :

f: R — R g: R — R
2

r — f(x)=3-2x r — g(z)=2%

1) f est-elle injective ? surjective ¢
Injectivité de f ? (Vay,mg € R: f(x1) = f(22) = 21 = 22)7?
Soient z1, 19 € R :on suppose f(x1) = f(xs) et on démontre 1 = xs.
On a :
f(z1) = f(x2) = 3—2x; =3 — 219
= —2r1 = —2x9
= I = To.
Alors, (Vx1,29 € R: f(21) = f (22) = 21 = x3). Donc f est injective.
Surjectivité de f?7 Vye R Iz eR:y= f(x))?
Soity e R,F?x € R:y = f(x).
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Ona:
y=fz) = y=3—-2
— r = 3_—y
==
Donc, Vy € R, 3z = Sny e R: f(z) =y. Dou, f est surjective, on conclut que
f est bijective,
2) Calculons f({—4,3}), f(1,+0]) et f71(] — 00,0)).

Calculons f({—4,3}). Ona:
F{=43}) = {f(@)/z e {-4,3}} = {f(=4), f(3)} = {=3,11}.
Alors, f({—4,3}) ={-3,11}.
Calculons f(]1,+00[). Ona:
f(1,00]) = {f(x)/x €]1l,00[} =] — 00, 1] ( car f est décroissante).
Alors, f(]1,00[) =] — o0, 1].
Calculons f~'(] — 0,0[). Ona :

FH—00,0) = {sER/ f(z)€]— o000k = xR/ f(z) <0}
= {reR/ 3-2x<0}={reR/ x>§}z]g,—l—oo[

Done, (] — o0, 0[) =]2, +ocl.
3) Déterminons lapplication gof et calculons (gof)(0), (gof)(3) et (gof ) ({—1}).
Déterminons Uapplication gof :
Soit v € R.

(gof)(@) = g(f(x)) = (3 —21)* =42 — 120 + 9.

Donc,
gof : R — R
r — (gof)(z) = 4a% — 122 +9.

Caleulons (gof)(0), (90f)(3) et (gof) " ({~1}) :

(90f)(0)
(gof)(3)

4(02-12x0+9 =09.
4(3)2—12x (3)+9 =09.

et

(gof)~ ({=1}) {z e R/(gof)(x) € {-1}} = {w € R/(gof)(x) = —1}

{r eR/42* — 122+ 9= -1} = {z € R/22* — 62+ 5 = 0}
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Ona:A=36—40 = —4 < 0, donc l’équation n’admet pas de racine dans
R.

Alors, (gof)~'({—1}) = 0.

4) gof est-elle injective ¢ surjective ¢ bijective ?

Injectivité de gof?
(Va1, 22 € R: gof (21) = gof (v2) = x1 = 22)?

On a : (gof)(0) = (gof)(3) =9 mais 0 # 3, donc gof n’est pas injective car
y =9 admet deux antécédents (d’aprés la question précédente).

Surjectivité de gof? (VyeRIx eR:y=gof(x))?

On a :y = —1 n'a pas d’antécédents dans R (d’aprés la question précédente).

Donc gof n’est pas surjective.

Bijectivité de gof?

gof m'est pas bijective car elle n’est pas surjective (ou car elle n’est pas injec-
tive).

Donnons des intervalles I et J, tels que l'application gof : I — J soit
bijective : Résolvons I'équation y = (gof)(x) ouy € J et x a déterminer d’une
maniére unique dans I.

Ona:y=47>—12xr+9& 42> — 122+ 9 —y =0..... (1)

A=144-4x49—-y)=16y et A>0 ssi y>0=ye€l0,+0].

Les racines de l’équation (1) sont :

124 /16y VY _12-V16y 3y
8

3+ t
=—+-= e Ty=—=-— "
5 2

o 2 8 2 9

3
1l est facile de vérifier que gof : I = [§,+oo[—> J = [0,+00] est une

bijection.

Remarque : On peut aussi considérer la bijection :

gof:]:}—oo,g] — J =0, 400].

Déterminons, dans ce cas, lapplication réciproque (gof)=t.

3
L’application réciproque de la bijection gof : I = [§,+oo[—> J = [0,400]

est la sutvante : 5

(gof)™": [0,+00[ — [, +oq

2
Yy %—i—ﬂ

2
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Remarque : L’application réciproque de la bijection
3
gof : I =] —00,5] — J =[0,4o00]

est
(gof) ™" 10,400 — ]—oc0,2]

Exercise 2.24 Considérons application f définie par :

f: R — R
B 2z
1422

r — [(z)

1) Etudier Uinjectivité, la surjectivité et la bijectivité de f.
2) Montrer que f (R) = [—1,1].
Corrigé de l’exercice
Considérons application f définie par :
f: R — R
2z
T 1442

z — [f(2)

1) Etudions Uinjectivité, la surjectivité et la bijectivité de f.
Injectivité de f? (Vxy,z0 € R: f (1) = f(22) = 21 = 29)7
1
2 %2

2 X —
4 1 4
Ona:f(2)=1+22:g etf(§>:%:g.
1+ 3

1 1
Done, [ n’est pas injective car f (2) = f (5) mais 2 # 5
Surjectivité de f?7 VyeR Iz eR:y= f(x))?

f nlest pas surjective car y = 2 (par exemple) n'a pas d’antécédent. En effet,

2 2 +1=0 nadmet pas de solutions réelles.

et l’équation x
Bijectivité de f 2 f n'est pas bijective car elle n’est pas injective (ou bien

car elle n’est pas surjective).
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2) Montrons que : f (R) =[-1,1]. Ona :

2z

f(R)z{yeR/erR:y:f(w)}={yGR/HwGR:y:m

={yeR/Fr eR:yz? — 2z +y =0}

A=4—4y* donc A >0 siye[—1,1]. Alors, f (R) =[-1,1].

|
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions les fonctions réelles d’une variable réelle,
c’est-a-dire les fonctions définies de R (ou sous-ensemble de R) a valeurs dans
R, ces fonctions modélisent souvent des phénoménes physiques, chimiques, mé-

caniques,.. évoluant pendant un certain temps.

3.2 Fonction réelle & une variable réelle

Définition 3.1 On appelle fonction réelle a une variable, toute relation f qui,
a tout élément x de R, associer au plus un élément de [’ensemble R, appelé alors
image de x et noté f(x). Les éléments de R qui ont une image par f forment

Uensemble de définition (domaine de définition) de f, noté Dy . On écrit :

f: R - R ou f: Dy — R
v — f@)=y v fw)=y

L’ensemble des valeurs de f ou bien ensemble image de f est :
f(Dy)=Imf={yeR 3z eDy: f(z)=y}

Définition 3.2 On appelle graphe d’une fonction f, l'ensemble des points M (x,y)
oux € Dy ety=f(x) et on écrit

Gr=Alw,y)/rc Dy et y=f(z)}.

3.2.1 Opérations sur les fonctions réelles

Définition 3.3 Soient D une partie de R, f:D —Ret ¢g:D — R deux
fonctions.

1) On dit que f est égale a g et on écrit : f = g si et seulement si :
VeeD: f(x)=g(zx).
2) On dit que f est inférieure ou égale a g et on écrit : f < g si et seulement si :
VeeD: f(zx)<g(zx).

3) On dit que f est supérieure ou égale & g et on écrit : f > g si et seulement
si:VYreD: f(x)>g(x).
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Définition 3.4 4) La somme : (f +g) (z) = f(x)+ g (x), Vo € D.
5) Le produit : (f - g) (x) = f(z)-g(x), Vx € D.
6) Le rapport (5) (x) = %, Vo € D avec g (z) # 0.

3.2.2 Composition de fonctions

Soient E, F' deux parties de Ret f: D — R, g : FF — R deux fonctions,
avec f (D) C F.
On définit la fonction composée de f et g et on note g o f la fonction définie

sur D par

(gof)(x)=g(f(z)), Yz eD.

Exemple 3.1 Soient

f:R - R g: R =~ R
ou I+3
r — €. r .
1+ 22
On a:
_ ey ()43 3
(gof)@) = gD =9() = 15w = 15
donc
gof: R — R
e’ + 3
'I‘ .
14 e2»

Remarque. 1l est clair que fog # go f.

3.2.3 Parité d’une fonction
Fonction paire
Définition 3.5 Soit la fonction f
f: D — R
On dit que la fonction f est paire sur D si et seulement si :
Vee D, (—x)eD: f(—z)=f(z).

Remarque Six € D — —x € D,V € D, l’ensemble D est dit symétrique

par rapport a l’origine.
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Exemple 3.2 Soit la fonction :

f: R - R

X

Cette fonction est paire car :

VreR, (—z) eR: f(—a:):<_x)4—3_$4—3

Fonction impaire

Définition 3.6 Soit la fonction f

f: D — R
r — f(x).
On dit que la fonction f est impaire sur D si et seulement si :
Vee D, (—z)eD: f(—x)=—f(z).
Exemple 3.3 Soit la fonction :

f: R - R

e —

Cette fonction est impaire car :
e’ —e” et —e”*
Ve eR,(—z) e R: f(—x):———(—)

3.2.4 Fonctions périodiques

Définition 3.7 Soit la fonction :

f: D — R

On dit que f est une fonction période si et seulement si :

T >0,VeeD: f(x+T)=f(x),

le plus petit nombre positif T s’appelle la période de la fonction f.
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Exemple 3.4 Soient

sin: R — R . cos: R — R
e
T +— sinz. T +— COSZ.

Les fonctions : x — sinx et x — cosx sont 2m—périodique en effet :

VreR: sin(z+27) =sinz,
et
Ve e R: cos(x+ 2m) = cosx.

3.2.5 Monotonie d’une fonction

Définition 3.8 Soit f: D — R une fonction.

1) On dit que f est croissante si et seulement si :
Vay, w9 € D,xy < g = f(x1) < f(x2).
2) On dit que f est strictement croissante si et seulement si :
Vay, 29 € Dyxy <29 = f(21) < f(x2).
3) On dit que f est décroissante si et seulement si :
Vry, 29 € Doy < 29 = f(21) > f(x2).
4) On dit que f est strictement décroissante si et seulement si :

V.Il,.I'Q c D,ZEl < 19 — f($1> > f(l’g)

3.2.6 Fonctions bornées

Définition 3.9 Soit f: D — R une fonction.

1) On dit que [ est majorée sur D si et seulement si :
dM eR: f(z) < M,Vz € D.

2) On dit que f est minorée sur D si et seulement si :
dmeR: f(z) >m,Vr € D.

3) On dit que f est bornée sur D si f a la fois majorée et minorée, c’est a
dire : 3m, M € R:m < f (v) < M,Vz € D.
Ou encore : Ik > 0: |f (z)| < k, Vz € D.
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Exemple 3.5 Soient

sin: R — R . cos: R — R
e
T +—— sinz. T +—— COSZ.

Les fonctions : x —— sinx et x —— cosx sont des fonctions bornées, en
effet : (Vr e R: =1 <sinx <1,) et (Ve eR:—-1<cosx<1).

3.3 Limite d’une fonction

3.3.1 Limite d’une fonction en un point

Définition 3.10 Soit f une fonction définie dans un voisinage de xy, le nombre
[ est dit limite de [ lorsque x tend vers xq et on écrit | = lim, ., f (x) si et

seulement si :

Ve > 0,397 > 0,Vx,(0 < |z —xo| <n="|f(x) =] <e¢).

Limite a droite, limite a gauche
Définition 3.11 1) On dit que | € R est limite de f a droite de xq si et seule-
ment si :

Ve>0,39n>0,Vx, (zo<zx<zo+n=|f(z)—1 <e).

On écrit : lim f (x) =1
>
x>0

2) On dit que | € R est limite de f o gauche de xq si et seulement si :
Ve > 0,37 > 0,Ve, (xg —n <z <zog = |f(x) =] <e¢).

On écrit : lim f (x) =1

T—T0

Théoréme 3.6 On a : (lim f(x)= l) <= lim f (z) = lim f (x).
T—Zo :c—>>ac0 $—<>ac0
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3.3.2 Limite a Pinfini

T——+00

(lim :l) — (Ve >0,3A > 0,Vz,(z < —A = |f () — ]| <¢))
et

(hm f(x)= )<:>VE>0 JA > 0,Vz, (x> A= |f(z) =] <e).

T——00

3.3.3 Limite infinie

(hm f(x):+oo) <= VA>0,3n>0,Ve, (0 < |z —x0| <n= f(2) > A),

T—T0

<1im f(:zc):—oo) = VA>0,In>0,Ve, 0<|z—zo| <n= f(x) < —A),

T—x0

(lim f(x):+oo) <= VA>0,3B > 0,Vz,(z > B= f(x) > A).

r—-+00

Théoréme 3.7 Si une fonction f admet une limite en xq, alors cette limite est

unique.

Théoréme 3.8 (Théoréeme d’encadrement)

Soient f, g, h trois fonctions définies dans un voisinage de xq et telles que :

fx) <g(z) <h(z).

Si lim f(x) = lim A (x) =1 alors lim g (z) = .

T—T0 T—T0 T—T0

1
Exemple 3.9 FEtudier la limite de f (x) = x*sin — en 0.
x
Ona:

VeeR*: —1<sinli<1 = —2?<a? s1n—<x

= lim (—2%) < hm (m sin — ) < lim (z?%)

xHO x—0

1
= O<hn}](x sin —)

= lir% (x sin ) 0.

E%
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Opérations sur les limites :
Soient f,g deux fonctions définies dans un voisinage de x( et telles que

lim f(x) =1let limg(z)=1.
T—X0 T—X0

On a:
1) lim (f 4 ) () =1+ 1 2) lim (£.9) (@) = LI
3) lim (\f)(x) = AL, AcR ) lim |f ()] = I
(i) (@)=L (g(x) £0 et £0)

T—T0 g
Exercise 3.10 Déterminer les limites suivantes :
. 9
sin“ x Inz
a lim (vVx+3—+zx):;: b) lim———: c lim .
) z—>+oo( + \/_)’ ) :L"—>7r1—|—COng" ) z—1 1 —1
Solution

Déterminons les limites :

a) On a :
_ B Vr+3+yr  x4+3-x 3
L e e B 7 EU AV e, FUy Ry e B

3

Donc
lim (\/:1:—{— — x)z lim ——— =0
r——+00 \/_ r——+00 ,/l'—|—3+\/5
b) On a
sin? x 1—cos?xr (1 —cosz)(1+cosz)
— = =1—cosz.
1+ cosz 1+ cosz 1+ cosz
Done L
lim 2 — im (1 —cosx) = 2.
z—m ]l +cosx  zow
b) On a
| 1 Inl 1
lim —— = lim ———— = (In) (2)],_, = —| =1.
r—1 1 — r—1 r—1 1

3.4 Exercices

Exercise 3.11 Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :
1

D f@=t ) @) =VEFR L 5) [) =V o
) f@-n(5) D f@-nm 0 £ =2
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Solution

1) Déterminons le domaine de définition de la fonction suivante :

10 -

f est définie si et seulement si : x4+ 2#0 dou x # —2
Alors, Dy = R — {—2} = ]—00, —2[U]—2, +00].

2) Déterminons le domaine de définition de la fonction suivante :

f(x):ln(gji>.

(x+1)3—2)>0 re]-1,3|
f est définie si et seulement si : et = q et
3—x#0 x#3

Alors, Dy =|—1,3].

3) Déterminons le domaine de définition de la fonction suivante :
f(x) =va?+ 3z — 4.

f est définie si et seulement si : 2% +3x — 4 > 0,

onar>?+3x—-—4=0=>a2=—-4oux =1 Donc, 2> +3x—4 >0 si:
x € |—00, —4] U [1,4o0[

Alors, Dy = |—o0, —4] U [1, 400] .

4) Déterminons le domaine de définition de la fonction suivante : f(x) =

In (In x)

x>0 x>0
f est définie si et seulement si : et =4 et
Inz >0 x>1

Alors, Dy = |1,400] .

5) Déterminons le domaine de définition de la fonction suivante :

1
V1 —x

f@)=v-a+

—x >0 x<0
[ est définie si et seulement si : { - = { -

1—x>0 r <1
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Done, x € |—00,0] .Alors, Dy = ]—00,0].

6) Déterminons le domaine de définition de la fonction suivante :

10- 5

z+2 (32 +2) (5 —22) >0
5—2x —

f est définie si et seulement si : ot = { et -
5-20#0 TF 5

2
On a : (3x+2)(5—2x)205ix:§0ux:—

-2 5
done, (3x+2)(5b—2x)>0sixz € {?, 5}

c -2 5
a’;‘ — —
3 72 _2 5
on conclut que f est définie si : et d’on, x € {?, 5[
y 5
l’ f—
2
-2 5
Al Dy=|—,=|.
ors, Dy { 3 ,2[
Exercise 3.12 Soit f la fonction définie comme suit :
f: R—> R h: R— R
COS T et et — e %
x — T —
1+ 22 2

1) Montrer que la fonction f est bornée sur R.
2) Etudier la parité des fonctions f et h.
Solution :

1) Montrons que la fonction [ est bornée sur R.

f: R— R
cos T
€T +—
1+ 22

Ona:Dy=R,VreR:1+22#0.
Soitx € R, on a :

2>0 = 1+22>1
-1
+ z2

1
:>0<1 <0

<let —1<
+ z2 1
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On a ausst
—1 COS T 1 1
VeeR:—-1<coszx <1 = T2 ST+ 112 (CGT-'1+x2 >0)
L o_1< -1 <COSZL‘< <1
- Csxa:2_1+£2_1+$2_
= —-1< <1
14 22

Done, Vx e R: =1 < f(x) < 1. Alors, la fonction [ est bornée sur R.
2) Etudions la parité des fonctions f et h.

Parité de la fonction f.

Ona:Dy=R, doncVreR, (—x) €R et

cos(—x)  cosw
1+ (=) 1+a?

f-o) =

(car cos (—x) =cosx) = f(x)

Ona:VreR,(—z)eR: f(—x) = f(x), donc la fonction f est paire.
Parité de la fonction h.

On a:
h: R— R

Dy =R, doncVx € R, (—x) € R et

Ona:VreR,(—x) e R: h(—x) = —h(z), donc la fonction h est impaire.

Exercise 3.13 Montrer en utilisant la définition de la limite d’une fonction en

un point ce qui suit :

1) lir%(2x—4):2 2) lirq(x2+x+1):3
Solution :

Montrons en utilisant la définition de la limite que : hr% (2 —4)=2
Ona:

{limf(x):l] & [Ve> 0,30 > 0,Ve, (0 < |z — x| <np=>|f(x) =] <€)

T—To

donc,

[lim(2x—4):2} & Ve>0,39n>0,Ve,( 0< |z -3 <n= |22 —-4) — 2| <€)

r—3
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Soit e > 0,3 >0,Vr:0< |z —3| <n= |2z —4) — 2| <¢

On a:

(22 —4) —2|<e = [20—6|<ce¢

Donc, il suffit de prendre : n = g

=
=
=

2(z —3)| < e
2z —3| <e
€
— 3 < =
2 —3] <

Montrons en utilisant la définition de la limite que : lirq (> +2+1)=3

On a :

|:a,:‘lLI.Iz’lf(x):l:| & [Ve>0,3n > 0,Vz, (0 < |z — 20| <0 = |f (z) =] <€)

donc,

. 2 o
(}EIL%([E +x+1)—3>
& [V6>0,E|77>0,Vm,(0<\x—1|<77:>‘(I2+x+1)—3} <e)]

Soite> 0,3 >0,Vo: 0< |z —1|<n=|(z*+z+1)—3| <e¢

On a:

(22 +z+1)—3|<e = |22 +r-2|<c¢
(z—1)(z+2)] <e

Donc, il suffit de prendre : n = —.

Exercise 3.14 Déterminer les limites sutvantes :

Vr+1—+1—ua

) 3 —8
Dim\ ey

. 1
4)lim ( xsin —

z—0 x

1

7)lim <2x;

g \22 =0T+ 6

Solution :

)

EN

EN
=
=

lz—1||lz+2| <€
lz —1] <

|z — 1| <

2

€
2

€

— <

€

|z +2] — 2

2

(car : z il est au voisinage de 1)

sinx

sin x
1+ 22

.9
) 3)lim (—Sm v )
z—m \ 1 4+ cosz

6) lim (Va2 +2z—1-—x)

r—+400

2

1
( —i—a)x—l—a)’aeR

—Qa
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Détermin%ns les limites suivantes :
x° — 8

: _9
1) JICI_)II% = .
On a:
lig (2 =8 (forme indéterminée)
= - T
lim | —— o (forme indéterminée
—9 2
_ lim (x —2) (az® + bx + ¢) CabceR
N P [ )
. f(ar®+ (b—2a)2® + (c—20)x — 2c
= lim
a—2 (z—2)(z+2)
Par identification on obtient :
a=1 B
b—2a=0 B
b=2
c—2b=0 B
—2c= -8 B
Donc,
A G [ (r=2)(@*+22+4)\, [(2*+22+4 4+4+4
lim | —— ] = lim lim = =3
r—>2 \ 2 —4 T2 (x —2)(z+2) T2 T+ 2 4
1—+1-—
Qﬂm(w“‘,V x)g
z—0 S T
On a :
1—+1-— 0
lim (\/x i - Vi—w = —, (forme indéterminée)
z—0 sin x 0
. (Ve+1-vV1-2)(Voz+1+V1-2)
= lim
z—0 (sinz) (Vz+1+v1—1x)

= lim 20
o=0 \ (sinz) (Vo +1+v1— )

_ (x+1)—(1—2x)
=0\ (sinz) (Vo +1++1— 1)

I ( x ) 2
= 11m
+—0 \sinz/ \ (Vz+1+4+1-1)

2 sin x
. 1 . . _
im 7 ilg‘l)((\/x—irl—i—\/l—x))’ (car <9101LI[1) - >—1)

X

-

==

2 _2_,
) Vo+1+vi-0)) 2
<\/a:+1—\/1—.r) .

Donc, lim

z—0

sin x



3. Fonctions réelles a4 une variable réelle 63

sin?
3) 1i _ | =7
)azl—lgr(l—l—cosx)

On a:
sin? x 0
glclglr (m) = o (forme indéterminée)
= () = im ()

= lim (1 —cosz) =2

Tr—T

.2
Donc, lim <&> = 2.

z—m \ 1 4+ coszx

1
: 1y,
4)9131:1(1)(xsmx> ‘
Ona :
1 1
—1<sin— <1 = —|z| <|z|sin— < |z]
x x

1
= lim (— |z]) < lim <|x]sin —> < lim |z
z—0 z—0 xT z—0

1
= 0<lim <|x|sin —> <0.
z—0 T

1
Donc, liII(l) <:U sin —) =0.

T
sin x
5) i =7
), (1 ¥ )
On a:
-1 sin x 1

>0)

—1<sinz<1 = (car

<
1422 1422 — 1422 14 22

= i < i SNt ) !
1m 11m 11m
zotoo \1+22) T a5+0 \1+22) — s5400 \ 1+ 222
sin @
<0.

= 0< lim
T z—+oo \ 1+ 22

Donc, lim iy 0.
z—4o0 \ 1+ 22

6) lim (\/:c2—|—2x—1—x) =7

T——+00
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On a:

lirf (V22422 —1—2) =00 — 0o (forme indéterminée)
(\/:c2+2:1:*—1—x)(\/:1:'24—2;1:—1—1-1’) . 2+ 2 —1—2?

= lim = lim
z—+o00 (Va2 +22 — 1+ 1) eotoo/x2 420 — 142
. 20 —1 o0 Ty o
= lim = —, (forme indéterminée)
eotoo/a2 42 — 1+ 0
1 1
x|2— —> x <2 — —)
, T x
= lim = lim
1

z+1

7) i _ ) =7
)xg(x2—5x+6)
On a :

22 —5r+6>0 si x€]|—00,2[U]3,+o0|

22 —=5x+6=0 si t=2 ou r=23

22 —5x+6<0 si z€]2,3
On aura :
I r+1 3 5 z+1 3 n
m| ———— | =-—=—X m(——)=— =4+
= 2 —5x+6 0- +So 2 —-5r+6 0+
) z+1 4 . z+1 4
lim| ———m— ) = — =4+ lim|[ ——mm— | = — = —x
= 2 —5x+6 0+ w3 2 —5r+6 0~

Tr—a ;L'2 — a2

2_ (1
S)Iim(x (+a)x+a),aem{
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Sta+#0,ona:
??—(1+a)z+a

Sia # 0, lim(

r—a

i () o (£) -

Sia=0 z—0 z—0
’ | x? . 2 —x —1
im = lim = — = -0
> 2 > 2 0+
x—0 x—0

3.5 Continuité d’une fonction

3.5.1 Continuité d’une fonction en un point

Définition 3.12 Soient D C R et f: D — R une fonction.

On dit que [ est continue au point xo de D si et seulement si : lim f (x) =
T—xQ
f (l’o), i.e.,
Ve>0, In>0, Ve e D, (0<|x—xo| <n=>|f(x)— f(z0)| <e¢).

On dit que f est continue sur D si elle est continue en chaque point x de D.

Remarque 3.1 Si f n'est pas définie en xq, elle ne peut étre continue en xg.

3.5.2 Continuité a droite, continuité a gauche

Définition 3.13 Soit f une fonction définie en zy et a droite de xg.

On dit que f est continue & droite de xq si et seulement si :

lim £ () = f (x0) .

=520

Définition 3.14 Soit f une fonction définie en xqy et a gauche de xy.

On dit que f est continue & gauche de xq si et seulement si :

lim f (z) = f (x0).

r—x0

Remarque f est continue en xg si et seulement si :

lim £ (2) = lim / (z) = / (z0).

T5T0 T—T0
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Remarque On dit f est discontinue en xy dans les cas suivants :

1) f n’est pas définie en
2) La limite existe mais différente de f (xg),
(ou la limite a droite est différente de la limite a gauche).

3) La limite n’existe pas.

Proposition 3.1 (Opérations sur les fonctions continues)

Soient f et g deux fonctions continues en xg, alors on a :

1) Va,B €R, af + Bg est une fonction continue en xg.

2) f.g est une fonction continue en xg.

)

3) Sig(xzg) #0, alors f est une fonction continue en x.
g

4)

|f| est une fonction continue en x.

Proposition 3.2 (Continuité des fonctions composées)
Soient f : D — D' et g : D' — R deux fonctions continue en o et f(xg)

respectivement. Alors go f: D — R est continue en xg.

3.5.3 Prolongement par continuité

Définition 3.15 Soit f une fonction définie sur D — {xg}.
Si lim f (z) =1, 1 € R, alors on dit que [ est prolongeable par continuité et

T—x0
sa fonction prolongée est f définie par :
~ flz) sixel —{x
- {16 e
l st x = xp.
Exemple 3.15 Soit
f: R - R

sin x
r — .

x
Domaine de définition de f est Dy = R* .

Ona : .
lim f (z) = lim (smx) =1

x—0 x—0 x

donce, f est prolongeable par continuité en 0 est la fonction prolongée est :

sin x

six#0

1siz=0.

f ) =
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3.5.4 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 3.16 Soit f : [a,b] — R une fonction telle que
1. f est continue sur [a,b],
2. f(a).f(b) <O.
Alors, 3o € Ja,b] : f (x¢) = 0.

De plus, si f est strictement monotone, alors le xo est unique.

1
Exemple 3.17 Montrer que In x—— = 0 admet une unique solution sur[1,2]]1,2[.

On pose : f(x) =lnx — = sur Uintervalle [1,2] .

On a : la fonction f est continue sur |1,2[.

et f(1)=In1—-1=-1, f(2)=In2—-1=0,19.

Donc, f est continue sur|1,2[ et f (1) f(2) < 0. D’aprés le TVI, 3x¢ € ]1,2[

f(xo) =0, c’est a dire

1
dzg € ]1,2[ : Inzg — — = 0.
Lo

1 1
De plus, f'(z) = = + — >0, donc f est strictement croissante sur |1,2[, d’ou
T T

cette solution xg est unique.

3.6 Dérivabilité d’une fonction

3.6.1 Nombre dérivé en un point

Définition 3.16 Soient I un intervalle de R, xg € I et f : I — R une fonction.

On dit que f est dérivable en xq si la limite lim M
T—x0 r — 2o

Cette limite est appelée dérivée de f en xo et est notée f'(xo).

existe et finie.

On écrit :

Pl = lm LW =T@) ) ot h) = F (o)

z—z0 T — T h—0 h

Exemple 3.18 Soit la fonction définie par

f: R - R
r — f(z)=2"+5r+3.

Calculer la dérivée de f en un point xo de R.
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On a
_ 2 2
fle) = lim f(x)— f(xo) ~ lim (x* + bz + 3) — (2§ + bzo + 3)
T—T0 r—T T—T0 Tr — 2o
_ 5(p —
= lim (= @) (x + 20) +5(w = 7o) = lim (z + 2y +5) = 229 + 5.
T—T0 r — g T—T0

3.6.2 Nombre dérivé a droite, nombre dérivé a gauche

Définition 3.17 On définit la dérivée a droite de f en xy par

fitro) = tim =T

De méme, on définit la dérivée a gauche de f en xq par

o (o0) — tin £@) =T (x0)

<
r—To

Et
[ est dérivable en xy <= fj(x0) = f; (x0) = f' (o).

Exemple 3.19 Soit la fonction définie par

f: R - R
r+1stx>0
r — [(2)=
1—-2z s1x <0,

ona f(0)=0+1, f est-elle dérivable en 0 2 On a

f(z)— f(0) r+1-—1

/ T T
f7(0) = hin e hin ”
x—0 x—0
= lim— =1,
mz>()a7
¢ 0 1-2 1 2
£ = @O =FO_y Tm2wl g 2
-T:O = x:O x ajio

Finalement, f n'est pas dérivable en 0 car f; (0) # f; (0).
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3.6.3 Fonction dérivée

Définition 3.18 f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I et
Uapplication
fl'e I - R

z — f(z)

est appelée la fonction dérivée de f.

Interprétation géométrique de la dérivée
Soit f une fonction dérivable en zy et (C') la courbe représentative de f.

L’équation de la tangente (A) a la courbe (C') au point M (x, f (z9)) est

y = [ (x0) (x — m0) + f (w0) .

f' (xo) représente la pente de la droite tangente a la courbe (C') au point M (xq, f (z¢)).
Dérivabilité et continuité
Si f est dérivable en z( alors f est continue en xy. La réciproque est fausse

en général.
Exemple : f(z) = |z|,2 € R. f est continue en 0 mais elle n’est pas

dérivable en 0 car

f1(0) =17 —-1=f;(0).

3.6.4 Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 3.3 Soient f,g deux fonctions dérivables en vy € R et A\ € R,

alors les fonctions suivantes

M), AeR, ftg Lo g (g (0) £ 0)

sont dérivables en xy. De plus on a :

1) (Af) (o) = Af' (20) -
2) (f+9) (x0) = f (x0) + ¢ (20).-
3) (f-9) (o) = f' (x0) g (x0) + ¢’ (x0) f (20) .
Y _ f (o) g (m0) — g (z0) [ (20)
B (1) - it (a0 #0).
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3.6.5 Dérivée d’une fonction composée

Proposition 3.4 Soient f: I — I' et g : I' — R deux fonctions dérivables

en xo et f (xo) respectivement. Alors go f: 1 — R est dérivable en xy et on a

(g0 f) (z0) = ¢' (f (x0)) .f" (x0) .
Exemple 3.20 Soient les fonctions f et g définies par

f: R - R g: R — R
r — f(z)=1?% r +— g(x)=cosz.
Alors
gof: R —- R
r +— (gof)(x)=cosz?
et

(gof) (z) = f(2).¢(f(z) =2 sinz?

3.6.6 Dérivée d’une fonction réciproque

Proposition 3.5 Si f est dérivable en xq, alors f~1 est dérivable en f (xq) et

on a

Preuve. On a

(S (f(x0)) = (f71) (yo) = lim

y—Yo Y—Y
= lim = lim ! _
Y—0 — Y e—zo f (z) — f(z0)  f'(20)
f=1 ) =~ () T — o

Exemple 3.21 La fonction
foR =10, oo
v o— f) =",
est bijective donc elle admet une application réciproque
7t 10,400 — R
r +— fl(x)=Inz,
avec, y = e <= Iny = .

Ona:(fY ()= () () = =~ =2
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3.7 Théorémes fondamentaux sur les fonctions

dérivables

3.7.1 Théoréme de Rolle

Théoréme 3.22 Soit f : [a,b] — R une fonction vérifiant
1. f est continue sur |a,b|,

2. f est dérivable sur a,b|,

3. f(a) = f(b). Alors,
Je € Ja,b[: f'(c) = 0.

Le théoréme de Rolle nous affirme qu’il existe un point ¢ en lequel la tangente

est parallele a ’axe des x.

3.7.2 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 3.23 Soit f : [a,b] — R une fonction vérifiant
1. f est continue sur |a,b|,
2. f est dérivable sur ]a,b|. Alors,

e € Ja,b[: f(b) = f(a) = (b—a) f'(c).

Preuve. Considérons la fonction ¢ : [a,b] — R définie par :

f) —fla
Vet 9@ =f@) - fa)- LT D g
La fonction g est :
1. continue sur [a, b] (resp. dérivable sur |a, b]) car c’est le produit et la somme
de fonctions continues sur [a, b] (resp. dérivables sur |a, b))
2. g(a) =0,¢g(b) = 0. D’apres le théoréme de Rolle, 3¢ € |a, b : ¢’ (¢) = 0.

Onag (x)=f(z)— SO = fla) (b; : c{ (a)7 d’ou
Je € a, b : f'(c) = Jb) = fla)

b—a
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Exemple 3.24 Montrer ¢ l'aide du théoréme des accroissement finis que
Ve >0, sinz < x.
Considérons la fonction f: R — R définie par :
VieR, f(t)=t—sint.

La fonction f est continue sur [0,z],Vx > 0 (resp. dérivable sur |0, z[, Vx >
0) car c¢’est la somme de fonctions continues sur [0, x] (resp. dérivables sur |0, x[).

D’apres le théoréme des accroissement finis,
de e ]0,z[: f(x)—f(0) = (x—0) f'(c) donc, c €10,z : x—sinx =z (1 — cosc).

Comme x > 0 et cosc < 1, on obtient Vx > 0, sinz < x.

3.7.3 Théoréme de Cauchy

Théoréme 3.25 Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions vérifiant
1. f,g sont continues sur [a,b],

2. f,g sont dérivables sur ]a,b[. Alors,

ol L0210 7O

tel que : g (b) # g (a) et g'(c) #0

Preuve. Appliquer le théoréme de Rolle a la fonction F' : [a,b] — R définie

par :

f(b) = f(a)

m(g(x)—g(@))-

3.7.4 Dérivée d’ordre supérieur

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I, alors [’ est dite la dérivée
d’ordre 1 de f.

Si f’ est dérivable sur I alors sa dérivée est appelée dérivée d’ordre 2 de f,
on la note f” ou f
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D’une maniére générale, on définit la dérivée d’ordre n de f par

fO =
FO = (oY a1

On dit que f est de classe C* sur I (et on écrit f € C' (I)) si f est dérivable
sur [ et sa dérivée f’ est continue sur .

On dit que f est de classe C™ sur I (et on écrit f € C™ (I)) si f est n fois
dérivable sur I et ™ est continue sur 1.

f est dite de classe C'*° sur [ si elle est de classe C™,Vn € N.

Formule de Leibniz (dérivée n®™¢ d’un produit)

Théoréme 3.26 Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions n fois dérivables, alors

f.g est n fois dérivable. De plus, on a :

n!

Va € [a,8] : (f.9)™ (x) = kz_o Crf@ (2) g™ (), ou C = W n =Rl

3.8 Application de la dérivée

3.8.1 Critére de monotonie

Proposition 3.6 Soit f une fonction de I dans R, dérivable sur I, alors on a :

1) f'(x) >0 pour tout x dans I < f est croissante sur I.
2) f'(x) <0 pour tout x dans I < [ est décroissante sur 1.

3.8.2 Regles de I’Hospital
Premiére régle de I’Hospital

Théoréme 3.27 Soient f,g : I — R deux fonctions continues sur I, dérivables

sur I — {xo} et vérifiant les conditions suivantes :

1) Jlim f(2) = limg(z) =0
2) ¢ (x)#0,Veel—{x}.

Alors, lim fl(z) =] = lim & = .

T—T0o '(z) T—T0 (=)
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Exemple 3.28
. sinz . cosx
lim = lim
z—0 I z—0 1

= 1.

La réciproque est en général fausse.

Remarques.

1
1) La regle de I'Hospital est vraie lorsque x — +oo. En effet, posons = = n

1 -1,/1 (1
lim f () = limf (;) —lim—t_2 (¥> —limf (;) = lim f'(x)
votoog(z) =0 (1) t50—1 (1Y =0 (1Y a—teog (z)
(i) () )

/
2) Si lim %)
g (@)
on peut appliquer encore une fois la régle de I’Hospital.

= % et f’, ¢’ vérifient les conditions du théoréme précédent, alors

3.8.3 Deuxiéme régle de ’Hospital

Théoréme 3.29 Soient f,g : I — R deux fonctions continues sur I, dérivables

sur I —{xo} et vérifiant les conditions suivantes :

1)lim f (x) = lim g (z) = +o0, 2) ¢ (x) #0,Vae eI — {xo}.

T—T0 T—x0
Alors,
!
tim S0 g T
@ @

La remarque précédente est vraie dans ce cas.

Exemple 3.30

2
.z . 2z . 2
lim — = lim — = lim — =0.
r——4o00 % r—-4o00 T r—4o00 T

3.9 Exercices

Exercise 3.31 Sotent a et b deur nombres réels. On définit la fonction f par :

ar+b, six <0,

f ) =

, stx>0.
14z
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1) Déterminer b pour que f soit continue sur R.
2) Déterminer a et b pour que f soit dérivable sur R.
Solution

1) Continuité de f sur R : Sur R*, f est continue car x —— ax + b est

est continue sur

continue sur R, donc en particulier sur |—o0,0] et x — 1
x

R — {1} donc en particulier sur |0, +oo[.
Continuité de f en 0O :
Ona:f(0)=ax0+b=0b.

lim > f(z)=lim > 112 = 3etlim < f(x)=lm < (ax+b)=0
Done, f est continue en 0 si et seulement si : lim > f () = lim < f (x) =
f(0), donc b= 3.

Alors, f est continue sur R si et seulement si b = 3.
2) Dérivabilité de f sur R : Sur R*, f est dérivable car x — ax + b est

est dérivable sur

dérivable sur R donc en particulier sur |—oo,0] et © — ]
R — {1} donc en particulier sur |0, +oo|.
Dérivabilité de f en 0 :
St b # 3, f n'est pas dérivable en 0 car elle n’est pas continue en 0.
Done, posons b =3, d’ou f(0)=3.

3
_ -3 _a_ _
limf<x) f(()) —lim%:limu:hm_g:—3:fé(0),
30 z—0 230 Z 250 x(l—i—:c) x3>01+x
1imwzhmwza:f/(o>.
250 =0 30 X I

[ est dérivable en 0 <= b =3 et f;(0) = f;(0) <= b=3 et a = —3.

Finalement f est dérivable sur R si et seulement st b= 3 et a = —3.

Exercise 3.32 On considére la fonction : f : R — R, définie par :

cos? (mx) s x €]—o00,1],

f@=y .

1+ six € ]1,400].

X

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R.
2) La fonction f est-elle de classe C' de R? Justifier.

Solution
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1) La continuité et la dérivabilité de f sur R.

La continuité de f sur R.

- Sur Uintervalle |—oo, 1[ la fonction f est continue (car f est produit de deux
fonctions continues).

- Sur lintervalle |1,4+00| la fonction f est continue (car f est somme et
rapport de deux fonctions continues).

1l reste d’étudier la continuité de f en x = 1.

Ona:
liinf (x) = liin (1 + hl%) =1=f(1) et liglf (x) = lizn (cos? (mz)) =1=f(1).
z—1 z—1 z—1 z—1

Done, liinf () = li£nf ()= f(1).

Alors, f est continue en x = 1, on conclut que : f est continue sur R.

La dérivabilité de f sur R.

- Sur lUintervalle |—o0, 1] la fonction f est dérivable (car f est produit de
deux fonctions dérivables).

- Sur Uintervalle |1, +o00[ la fonction f est dérivable (car f est somme et
rapport de deux fonctions dérivables).

1l reste d’étudier la dérivabilité de f en v = 1.

Ona:
Inz
1+ 27
o )
(1) = WS ‘
oy -1 21 r—1
) Inz 0 , .
= lim——— = — (Forme indéterminée)
G Y 0
Inz) 1
— - gy —1
(2 — 1) $>1£L'(21’—1)
et
—f( 2 -1 0
. (1) = limM = limM = — (Forme indéterminée)
s T s vl 0
— lim (cos? (mx) - 1)/ _ hm—27r (sin (7)) cos (7z) _o.
Iil (‘T o 1) xil 1

On a : f;(1) # f, (1), donc f n'est pas dérivable en x =1, d’ot f n’est pas
dérivable sur R.
(On conclut que : f est continue sur R et dérivable sur |—oo,1[ U |1, 4o00]).

2) La fonction f n'est pas de classe C* (R), car f n’est pas dérivable en z = 1.
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Exercise 3.33 Soit A\ € R et f : R — R la fonction définie par :

in (2
LI C)

A, six =0

1) Déterminer A pour que f soit continue sur R.

2) Montrer que [’équation f () = 0 admet au moins une racine réelle sur
T T
T3l

Solution

1) Déterminons A pour que f soit continue sur R.

in (2
s1n( x) est continue

- Sur Uintervalle |—o00, 0[ et |0, +00| la fonction x +— 1—
T

sin (22) . :
est somme et rapport des fonctions continues).

(car la fonction x +— 1 —
x
Il reste d’étudier la continuité de f enx =0. Ona: f(0) =X et

lim f (z) = lim (1 _sin (235)) — lim (1 - 28”12(—233)) ~ 1.

z—0 x—0 x r—0 x

Done, f est continuité ssi : lir%f () =—=1=f(0) =\

Alors, la valeur de A pour que f soit continue est :A = —1.
2) Montrons que l’équation f (x) = 0 admet au moins une racine réelle sur
]%, g [ Ona:
in (2
La fonction x — 1 — sin (2z) est continue sur }z, Z[
n2() ()
sin — sin [ —
s 4 92 4
—l=1—-——3*22 =1—-4—=22 =1-—<0
! (4) T T T
4
i (2(3)) | sinm
T 9 sin (7
“=1-— 1-2 =1>0
! (2) T T
2
La fonction x — f(x) est continue sur ] %, g[ et f <%) f <g) < 0, d’apres
théoréme des valeurs intermédiaires il existe c € } %, g[ tel que f(c) =0 c’est a

oy

dire, l’équation f (x) =0 admet au moins une racine réelle sur ] 13
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Exercise 3.34 Soit A € R et f la fonction définie par :
e’ —1

, s1tx >0
z+1
flz) =
-2
WD siw<o

Etudier la continuité de f sur R.
Solution

Etudions la continuité de f sur R.

- Sur Uintervalle |0, 4o00[ la fonction x — est continue (car la fonc-

tion est une somme et rapport des fonctions continues).

sin?(7z)
2

tion une est somme et rapport des fonctions continues).

- Sur Uintervalle |—00, 0[ la fonction x +— est continue (car la fonc-

1l reste d’étudier la continuité de f en x = 0.

On a: f(0) 01 A ,xlgl)f(x) ;g;(ijl) \—1 et
lim f () = lim (M) i <27r sin(nz) cos(m;))
2 . )
— lim <7r cos(wx)) (81n(7rx)> _
xiO 2 T 2

Done, f est continue en x =0 ssi : limf () = limf (z) = f (0).
> <
z—0 LB—>7(?‘-2
On conclut que : f est continue sur R si A =1+ el
2

St A# 1+ % la fonction f est discontinue en x = 0.

Exercise 3.35 En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, Montrer que
1) L’équation 3tan x = sin x+2 admet au moins une solution dans l'intervalle
ol
2) L’équation —z* + 22° + 2 = 0 admet au moins deuz racines réelles.
Solution
1) Montrons que l’équation 3tanx = sinx + 2 admet au moins une solution
dans ['intervalle ]0, T [

4
On pose : f(x) = 3tanz —sinx — 2
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T
On a : La fonction x — 3tanx — sinx — 2 est continue sur } 0, 1 [

F(0) =3tan0 —sin0 —2=—2 <0
V2

f(%>:3tan%—sin%—2:1—7>0

La fonction x — f (z) est continue sur ]0, %[ et f(0)f <%> < 0, d’apres

T
théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € ]O, Z[ tel que f(c) =0 c’est a

dire, l’équation 3tan x = sinx + 2 admet au moins une racine réelle sur ] 0, % [
2) Montrons que l'équation —x* + 22® + 2 = 0 admet au moins deux racines
réelles.
On pose : f (z) = —a* + 223 + 2

On a : La fonction, x — —x* + 223 + 2 est continue sur R.

f(-1)=-1-2+2=-1<0
F(0)=2>0
F(2)=—-164+16+2=2>0
f(3)=—81+54+2=-25<0

La fonction x +— f(x) est continue sur |—1,0[ et f(0) f(—1) < 0, d’aprés
théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € |—1,0[ tel que f (¢) =0 c’est &
dire, 'équation —x* + 22% +2 = 0 admet au moins une racine réelle sur ]—1,0] .

La fonction x — f () est continue sur]2,3] et f(2) f(3) <0, d’aprés théo-
réme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € |2,3] tel que f (c) = 0 c’est a dire,
Uéquation —z* + 223 4+ 2 = 0 admet au moins une racine réelle sur|2,3|.

On conclut que Uéquation —x* + 223 + 2 = 0 admet au moins deur racines

réelles sur |—1,3[.

1

Exercise 3.36 Soit f la fonction définie par : f () = x*cos —, x € R*.
x
1) La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 0 7

2) Montrer que l’équation f(x) —1 = 0 admet au moins une solution dans

l'intervalle . Cette solution est-elle unique ¢

g
Solution

1) La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 0 ¢
On a: Dy =R"=]—-00,0[U]0,+00].

Calculons lirr(l)f (x) =7
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Ona:
X 1 2 2 1 2
VeeR*: -1 <cos— <1 = —z*<zx°cos— <z
x x
. . 1 .
= —lima? < lim ( 22 cos —) < lima?
x—0 z—0 xX z—0
. 9 1
= 0<lim|(z“cos—) <0
x—0 X
7 bY Z \ s . 2 ].
D’apreés théoreme d’encadrement : lim | x“cos— | =0

z—0 €x

On a liH(l)f (x) = 0, donc la fonction f est prolongeable par continuité en 0,

et sa fonction prolongée est

f(x), sizeR*

0, stx=20

2) Montrons que l’équation f (z) — 1 =0 admet au moins une solution dans

. 3 4
lintervalle | —, —
T

On pose : g(z) = f(x)—1

3 4
On a : La fonction x — f (x) — 1 est continue sur} - = [

T

3 3 9 T 9

Tl (2) 1= Zcost 1= -2 1
g (71') / (71') R 272 <0
et

4 4 16 8v/2
gl=)=/f|- —12—0085—1: \/_—1>0.

T T 2 4 2

3 4 4 3
La fonction x — g (x) est continue sm‘] - — [ etg <—> g (—) < 0, d’apreés
Tom T s

3 4
théoréme des valeurs intermédiaires il existe c € ] -, = [ tel que g (c) =0 c’est
Tom

3 4
a dire, U'équation f (z) — 1 =0 admet au moins une racine réelle sur] - = [
T

Cette solution est-elle unique ?

Ona:
S @) = )1 = (s )
1, /-1 1
= 2xcos;+x <?) (—sm;)

1 1 3 4
= 2xcos—+sin— >0 sur|—, —
T x T
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. . . , 3 4
Done, la fonction x — g (z) est continue et strictement croissante sur | —, —

™ T

4 3
et g (—) g <—> < 0, d’aprés théoréme des valeurs intermédiaires il c existe et
™ T

3 4
unique dans] e [ tel que g (c) = 0 c’est a dire, I’équation f (r)—1 =0 admet
T
) . i 3 4
une racine réelle unique sur | —, —|.
T

Exercise 3.37 Soit f la fonction définie par :

f@:{ In(l1+z), siz>0

sin x, st x <0

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son domaine de définition
Dy.

2) [ est-elle de classe C' sur Dy?

Solution

1) Etudions la continuité et la dérivabilité de f sur son domaine de définition
Dy.

Ona:Df=R=]—00,+00].

- Sur Uintervalle |0, +00l, la fonction x +— In (1 + x) est continue et dérivable

- Sur Uintervalle |—00, 0[, la fonction x +— sinx est continue et dérivable .
1l reste d’étudier la continuité et la dérivabilité de f en x = 0.
Continuité de f en x =0

On a:

liinf (x) = lign In(1+z)=0=f(0) et liznf (x) = liin (sinz) =0,

x—0 x—0 x—0 x—0

donc : imf (x) = limf (z) = f(0). Alors, f est continue en 0 d’out f est
z—0 z—0

continue sur R.

Dérivabilité de f en x = 0.

Ona:
— f(0 In (1 0
fr(0) = limf< )= /) = limM = — (Forme indéterminée)
2o TT0 g 0
= lim ! =1
ot T+l
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et
70 = @ SO s
250 z—0 e T

done, fq(0) = f,(0), d’ou f est dérivable en v =0, alors f est dérivable sur

R.
2) [ est-elle de classe C* sur Dy?
Ona:
1 x>0
st
lay=4 T -
cos , six <0

La fonction x — ' (z) est continue sur R car :

est continue.

- Sur Uintervalle |0, 400, la fonction x — T
x
- Sur Uintervalle |—00, 0[, la fonction x +— cosx est continue.

- [ est continue en x = 0 puisque :

limf' (z) =lim—— =1 et limf’ (x)= lim (cosz) =1,
T < <
z—0 z—0 z—0 z—0
Done, la fonction x — f(z) est continue et dérivable sur R, et sa dérivée

x — f'(x) est continue surR, alors f est de classe C'sur R, on écrit f € C* (R) .

Exercise 3.38 1) Enoncer le théoréeme des accroissement finis.

2) Soit n € N*. Montrer que : -5 <In(n+1) —Inn < .

Solution

Théoréme des accroissement finis

Soit f une fonction continue et dérivable sur |a,b| alors il existe ¢ € ]a, b| tel
que :

fb)=fla)=(b—a)f(c).

2) Soit n € N*. Montrons que : — <In(n+1) —lnn < &

La fonction x — Inx est une fonction continue et dérivable sur |n,n + 1],
donc d’aprés théoréme des accroissement finis appliqué a cette fonction x — Inx,

il existe ¢ € [n,n + 1] tel que :

1 1
In(n+1)—In(n)=Mn+1—n)—=—.
c ¢
Commen >1 on aura :
1 1 1
n<c<n+1l = < -< -
nitl c™n
1
= <ln(n+1)—Inn<—
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1 1
. <ln(n+1)—Ilnn < —

Donc, Vn € N* :
n -+ n

Exercise 3.39 Soit f : [0,4] — R wune fonction continue telle que : f(0) =
7).
Montrer qu’il existe ¢ € 10,2 tel que f(c) = f(c+2).
Solution
Soit g la fonction définie sur [0,2] définie par g (z) = f(x) — f (v +2).
Ona:g(0)=f(0)—f(2) et

9(2)=12)-f4) :f(2)—f(0) car : f (0) =
—(f(2) = F(0)) = =g (0)

La fonction g est continue et g (0)g(2) < 0, d’aprés théoréme des valeurs

f(4)

intermédiaires il eziste ¢ € |0,2[ tel que g (c) =0 c’est a dire, il existe ¢ € ]0,2]
tel que f(c) = f(c+2).

Exercise 3.40 Soit f : [0,1] — R une fonction continue et dérivable sur |0, 1].
On pose
g(x)=(f(1) = f(0))2° - f(2).

1) Montrer que f est continue et dérivable sur |0, 1], calculer g’ (z) pour tout
z €10,1].

2) Calculer g (0) et g (1). En déduire qu’il existe ¢ € |0, 1] tel que :

3(f(1) = f(0)e = [(c).

Solution

1) Montrons que f est continue et dérivable sur ]0,1].

Les fonctions x +— 2 et f :[0,1] — R sont continues et dérivable sur |0,1[,
donc g est continue et dérivable sur0,1].

Calculons ¢’ (x) pour tout x € 10, 1].

Pour tout x €10,1[, on a : ¢ (x) =3 (f (1) — f(0))2? — f'(z).

2) Calculons g (0) et g (1).

Ona: g(0)=—f(0)etg(1)=(f(1)=f(0) (1)~ f(1)=—f(0)

Donc ona :g(0)=g(1).

Déduisons qu’il existe ¢ € ]0,1[ tel que : 3(f (1) — f(0)) ® = f(c)

On a, la fonction g est continue et dérivable sur]0,1[, donc d’aprés le théo-

réme de Rolle, il existe ¢ € ]0,1] tel que ¢’ (¢) = 0, donc on aura :

3(f(1) = f(0)c*=f(c)



Chapitre 4

Applications aux fonctions

élémentaires

84



4. Applications aux fonctions élémentaires 85

4.1 Fonction puissance, fonction logarithme, fonc-
tion exponentielle

4.1.1 Fonction puissance et leurs réciproques

Soit n € N, on appelle fonction puissance d’exposant n ’application f définie
sur R par :

f: R - R

L’application est f continue sur R.
Cas particuliers

1) Sin=0,onaura: f(z) =1,Vz € R donc la fonction est constante sur R
a valeur 1.

2)Sin=1,onaura: f(z) =z,Vz € R donc la fonction est identité sur R.
La parité

- Si n est pair, la fonction x — 2" est paire.

- Si n est impair, la fonction x — 2" est impaire.

La dérivée et la monotonie

Ona:Vn € N*: (2") = nz"', pour tout z € R.

- Si n est impair la fonction x — ™ est strictement croissante sur R.

. . La fonction = — 2™ est strictement croissante sur [0, +o00].
- Si n est pair

La fonction = — 2™ est strictement décroissante sur |—o0,0].
Propriétés des fonctions puissances

Vr,y € Ret Vn,m € N* on a:

= g g™ x”z%,(m;«éO) T = n,(x#())
vy = ()" (" = =) «wro
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Limites usuelles

T——400 T——00

. . +00 sin est paire
lim 2" = +o00 et lim x”:{ p

—00 sl n est impaire

Fonction réciproque de la fonction puissance

Cas de n est impair. La fonction f : x — 2™ est continue et strictement
croissante sur R a valeurs dans R.
Donc, la fonction f : x —— 2™ est bijective sur R & valeurs dans R, alors elle

admet une fonction réciproque f~! définie de R & valeurs dans R, notée par :
[ @) =an = V.

De plus, f~! est impaire et strictement croissante sur R et on a :

1
= In xr = n
) o )
relR y€eR
Cas de n est pair (n>0). Larestriction de la fonction f : z — 2™ & [0, +-00[est
continue et strictement croissante sur [0, +o0o| & valeurs dans [0, 4o00].
Dong, la fonction f : x —— 2™ est bijective sur [0,+oo[ & valeurs dans

[0, +00[, alors elle admet une fonction réciproque f~! définie de [0, +-o00] & valeurs

dans [0, 00|, notée par :

1

f @) =an = VE

De plus, f~! est impaire et strictement croissante sur R et on a :
y=ax r=y"
=
x € [0, 4o00[ y € [0, 400]
Remarque

Les résultats ci-dessus se généralisent au cas des puissances entiéres relatives.
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4.1.2 Fonction logarithme népérien
Définition 4.1 La fonction

In: ]J0,400] — R

T — Inzx

est appelée la fonction logarithme népérien, définie pour tout x € 10, +oo|
telle que :

1
(Inz) = - et In1=0.
T

Remarque : Ilne=1 ot e = 2,7183....

La dérivée

Ona:Vz €]0,+oc[: (Inz) = 1.

La fonction = +— Inz est croissante sur |0, +00][ .
Propriétés de logarithme népérien

Vr,y € R}, ona:

1
In(zy) =Inz+Iny, In <— =—Inz, In{— ) =Inx—Iny
x
!
Inz" =rlnxz,r € R. (ln|f(x)|)’:f (x)’ (f (z) £0)
f(z)
Limites usuelles
lim Inx = 400, lim Inx = —o0, lim ln_m =0,
x—>+o<i 1) x—0t r——+o00 I
lim n@+1) =1, lim (zlnz) =0".
z—0t T z—0t

Généralisation du logarithme : x —— In, x

La notion logarithme népérien se généralise dans une base quelconque a € R?,,

Inz
Ina-”

posons : In, z =

Remarque

Si a = e, on retrouve le logarithme Népérien.

Sia = 10, le Inyg x est appelé logarithme décimal se note par : logx = Injgz =
Inx

In10°
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4.1.3 Fonction exponentielle

Définition 4.2 L’application réciproque de la fonction x — Inx est continue

et strictement croissante on [’appelle fonction exponentielle et on note

exp: R — ]0,+0o0]

r +—— expxr =c¢€"

elle définie sur R a valeurs dans |0, +oc[ de plus on a :
y=e N r=Iny
reR y € 10, +00]
La dérivée

Ona:VreR: (e") =e”

La fonction = +— e® est croissante sur R.

Propriétés de la fonction exponentielle

Vr,y € R, on a :

1 /
+y —r __ _ gt
ety = e%eY, et = et (ef(””)) = f'(z) /@,
Limites usuelles
el‘
lim e* = 400, lim e* =0, lim — = o0,
T— 400 T——00 r—+00 I
et —1 :
lim =1, lim xe® = 0.
z—0 €x T——00

Généralisation de exponentielle : x — exp,

Soit a € R, on appelle exponentielle de base a, la fonction notée  — exp, x

zlna

définie sur R par : Vr € R:exp,x = e

Remarque

La fonction exponentielle étant la réciproque de la fonction logarithme, leurs
représentations graphiques sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice

(la droite d’équation y = x).
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4.2 Fonctions trigonométriques et leurs inverses

4.2.1 Fonctions trigonométriques

Fonction sinus
sin: R — [-1,1]

r +—— sinx
Propriétés

1) x — sinzx est une fonction continue est dérivable sur R.

2) x — sinx est une fonction périodique de période 27 :
Vo € R:sin(r + 27) =sinx.
3) x — sinx est une fonction impaire :

Ve € R,(—x) € R:sin(—z) = —sinuz.

Fonction cosinus
cos: R — [-1,1]

T +—— COSIT
Propriétés

1) z — cosx est une fonction continue est dérivable sur R.

2) x — cosz est une fonction périodique de période 27 :
Vo € R: cos(x + 2m) = cosz.

3) x — cos z est une fonction paire : Vo € R, (—z) € R : cos (—x) = cos .

Fonction tangente

tan: R—{Z+kn/k € Z} — R

sin x

r +—— tanzx = .
cos X

Propriétés

1) z — tan z est une fonction continue est dérivable sur R— {2 + kr /k € Z}
1

(cosz)?

et (tanz) =1+ (tanz)® =
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2) x — tanz est une fonction périodique de période 7 :

Ve € R— {g + kr/k € Z} :tan (x 4+ m) = tanx.

3) x — tanz est une fonction impaire :

™

Vo € R—{2 + kr/k € Z},(—a:) € R— {g + kn/k € Z} :tan (—z) = —tanx.

Fonction cotangente

cot: R—{kn/k € Z} — R

r +—— cotx =

Propriétés

1) x — cot x est une fonction continue est dérivable sur R— {kn/k € Z} et

—1
(cotz) = —1 — (cotz)® =

(sinz)®

2) x — cot x est une fonction périodique de période 7 :

Vo € R—{kn/k € Z} : cot (x +7) = cot .

3) & — cot x est une fonction impaire :

Ve € R—{kr/k € Z},(—z) € R—{kn/k € Z} : cot (—x) = — cot x.

4.2.2 Fonctions inverses des fonctions trigonométriques

Fonction arc sinus

La fonction

. . . -7 T
est continue et strictement croissante sur [7, 5] car :

Va e]%,g{: (sinz) = cosz > 0.
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-7 T
Donc, la fonction x —— sinx est bijective sur [7, 5] , alors elle admet une

fonction réciproque :

.1 - T
14— | 25T
sin [—1,+1] {2,2]

appelée fonction arcsin qui est continue et strictement croissante sur [—1, +1],

et on a:
_ . T =siny
y = arcsin x
{ € [-1,+1] e|— 2
x Y y 2 ) 2
1 1 1
et (arcsin)’ (7) = = lz] < 1.

p— - p— 5
cosy 4/1—sin?y V1-—2a?
Fonction arc cosinus

La fonction
cos: [0,7] — [-1,1]

r FH—— COST

est continue et strictement décroissante sur [0, 7| car :
Va €10, 7 : (cosx) = —sinz < 0.

Dong, la fonction 2z — cos x est bijective sur [0, 7], alors elle admet une fonction
réciproque :
cos™' i [=1,+1] — [0, 7]

appelée fonction arccos qui est continue et strictement décroissante sur [—1, +1],
= arccos T = COoS
Y Y
x € [—1,+1] y € [0, 7]
1 -1 -1

, —_— —_— —_—
et (arccos) (z) = oy T oty it |z < 1.

et on a :

Fonction arc tangente

La fonction

—T
tan: | —,
E

Nl N

-

sin x
r +—— tanzx =

CcoST
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. . . —T T
est continue et strictement croissante sur } 5% [ car :

- , 1
Vere |—,—=|: (tanz) = >0
} 272 [ ( ) cos? x
. ee . -T T
Donc, la fonction x —— tanx est bijective sur ]7, 5 {, alors elle admet une

fonction réciproque :

—TmT T
tan~!: R 2
an _>]2,2[

appelée fonction arctan qui est continue et strictement croissante sur R, et on

a:
Yy = arctanx T = tany
v Y=
¢V € R : (arctan)’ () ! !
et Vo : (arctan) (x) = = .
1+tan?y 1422
Fonction arc cotangente
La fonction
cot: 0,7 — R
cos T
r +—— cotx = —
sinx

est continue et strictement décroissante sur |0, 7| car :

—1
Ve €10, 7] : (cotz) = —— < 0.
sin®

Dong, la fonction x — cot z est bijective sur |0, x|, alors elle admet une
fonction réciproque :

cot ' : R —]0, 7|

appelée fonction arccot qui est continue et strictement décroissante sur R, et on

Yy = arccot x T = coty
<~
reR y € 10,7
B —1 -1
~ 1+4cot’y 14 a?

a .

et Vo € R : (arccot) (z)
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Propriétés

De définitions précédentes on obtient les propriétés suivantes :

1) arcsinz + arccosx = g, 7) arccos (—x) = T — arccos x
2) arcsin () = —arcsing,  8) cos(arctan ) = sinarccot 1) = ——
arcsin (—z) = — arcsin z, cos (arctan x) = sin(arccot r) = ——
V1+a?
3) arctan (—x) = — arctanz, 9) cos (arcsinz) = sin(arccosx) = /1 — 22
4) arccot (—x) = m — arccot z, 10) arctanx + arccot x = g
1 1 x
5) arccos — + arcsin — = E, 11) sin (arctan x) = cos (arccot r) = ————
x xr 2 1+ 22
V1—a?

6) tan(arccosz) = cot (arcsinz) =
x

4.3 Fonctions hyperboliques et leurs inverses

4.3.1 Fonctions hyperboliques
Fonction sinus hyperbolique

La fonction sinus hyperbolique est définie par :

sinh: R — R

. et —e
r +—— sinhx = 5

—x

Fonction cosinus hyperbolique

La fonction cosinus hyperbolique est définie par :

cosh: R — [1,400|

et +e”
r +—— coshy = ——

Fonction tangente hyperbolique

La fonction tangente hyperbolique est définie par :

tanh: R — |—1,+1]

sinh z er —e”
r —— tanhx = = .
coshx e*+e®

T
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Fonction cotangente hyperbolique

La fonction cotangente hyperbolique est définie par :

coth: R* — |—o0,—1[U]1, 40|

coshx e*4e @
r +—— cothx = — = .
sinh x er — e

Propriétés des fonctions hyperboliques

De définitions précédentes on obtient les propriétés suivantes :

1) (sinhx)’ =coshz et (coshz) =sinhz 2) coshx +sinhz = e”

3) cosh’z —sinh?z =1 4) coshx —sinhx =e™®
tanh x + tanh 1

5) tanh(x +y) = [T—— tanlr?jy 6) 1—tanh’®z = iZa

7) cosh (x + y) = cosh x. coshy + sinh z sinh y

8) sinh (x + y) = sinh . cosh y + sinh y. cosh =

9) cosh (2r) = 2cosh’z — 1 = 14 2sinh®

4.3.2 Fonctions inverses des fonctions hyperboliques
Fonction argument sinus hyperbolique

La fonction
sinh: R — R

r +—— sinhz
est continue et strictement croissante sur R car :

Vr € R: (sinh)’ = coshx = — 0.

Donc, la fonction x —— sinh z est bijective sur R, alors elle admet une fonc-
tion réciproque :
sinh™ 'R — R
appelée fonction argument sinus hyperbolique (noté par :argsinh ou par

argsin), et on a :

y = argsinh x PN xr = sinhy
reR y € R.
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On a : la fonction : argsinh : R — R est définie, continue et strictement
croissante sur R, de plus on a :

I 1 B 1
coshy (/1 +sinh?y V1+a?

Vo € R: (argsinh)’ (z) =
Remarque. La fonction : argsinh € C* (R, R) et

Fonction argument cosinus hyperbolique
La fonction
cosh: [0,+o0] — [1,+00]
x +—— coshuz.
est continue et strictement croissante sur R¥.
Donc, la fonction z —— coshz est bijective sur RT, alors elle admet une
fonction réciproque :
cosh™ : [1, 400 — [0, +-00]

continue et strictement croissante, appelée fonction argument cosinus hyperbo-

lique (noté par : argcosh ou par : argcos) et on a :

y = argcoshx x = coshy
z € [1, 400 y € [0, +o0].

La fonction : argcosh : [1,+00[ — [0, +00[. est définie, continue et stricte-
ment croissante sur [1,4+o00[ et

1 1 o
sinhy  \/cosh?y —1 Va2—1

Va € [1, +oo[ : (argcos) (z) =

Fonction argument tangente hyperbolique

La fonction
tanh: R — |—1,+1]

r +—— tanhzx

est continue et strictement croissante sur R.
Donc, la fonction x —— tanhz est bijective sur R, alors elle admet une
fonction réciproque :
tanh ™' :]—1,+1[ — R
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continue et strictement croissante, appelée fonction argument tangente hyperbo-

lique (noté par : arg tanh ou par : argtan) et on a :
= arg tanh =t
Y rg tanh x x any
r e |-1,+1] y € R.

/ 1
Ona:Vre|-1,+1]: (argtan) (x) = T

Remarque. La fonction : argtan € C* (]—1,+1[,R).

Fonction argument cotangente hyperbolique

La fonction
coth: R* — |—o0,—1[U]1, 400
r —— cothz

est bijective, donc elle admet une fonction réciproque dite argument cotangente

hyperbolique (noté par : arg coth ou par :argcot) et on a :

= arg coth = cot
Y gcothx — T = coty
lz] > 1 y € R*.

Propriétés des fonctions inverses des hyperboliques

De définitions précédentes on obtient les propriétés suivantes :

1) lim (argsinhz) = —o0 2) lir}rq (argsinh x) = +o0
3) lim (argcoshz) = —o0 4) lirf (arg coshz) = 400
5) lim (argtanhz) = —oco 6)lim (arg tanh x) = +o00
> <
r—1 z—1

7) argsinhz =y =Ine’ =In (2 + V1 +2?).

8) argcoshzx =y =1IneY =1In ($+\/a:2 — 1), Vo > 1.

1+z
> 1.
g

9) argcothz =y=1In

4.4 Exercices

Exercise 4.1 Montrer que :
1) Vo € R:coshz +sinhz =e*. 2) Vo€ R:coshx —sinhax =e™”.
3) Vo € R : cosh®z —sinh®2 = 1. 4) Vo € R: (sinh)’ (z) = cosh z.

5) Vo € R: (cosh) (z) =sinhz.  6) Vo € R: (tanh) (z) = 1 — tanh®z = !

cosh? z
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Solution
1) Montrons que : Vo € R : coshx + sinhx = e”.
Soit x € R, on a : coshx = % et sinhx = % donc,
] er + e ® et — e %
coshz + sinhx = + =e".

2) Montrons que : Vx € R : coshx —sinhx = e 7.
Soitx € R, on a:
et L e ® eT — e T

hz — sinhz = - =€
cosnx sinn xr 9 9 e

3) Montrons que : ¥x € R : cosh® z — sinh® z = 1.

Soitx €R, on a :
e + e\ 2 e® — e\ 2
2 2

€2x + 672:): + 2 €2x + 6721 -9
4 4

€2$+€—2z+2_€2$_€—2$+2_
1 =

cosh? z — sinh® z

4
- =1
4

4) Montrons que : Vx € R : (sinh)’ () = cosh z.
SoitzeR. On a:

z __ —x\/
(sinh)’ (z) = <i) = % (e" — e_z)/ = % (" + e ") = coshu.

5) Montrons que : Yo € R : (cosh) (z) = sinh z.
Soitx € R. On a :

ot (0) = (FE) -

6) Montrons que : Vo € R : (tanh)’ (z) = 1 — tanh® z =

(e”‘“ + e’x), = (em - e’x) = sinh z.

DN | —
DN | —

1

cosh? z
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Soitx € R. On a :

(tanh)’ () — (sinhx) _ (sinh )" (coshz) — (sinh z) (cosh z)

cosh x cosh?
B (cosh2 x) — (sinh2 x) B 1
N cosh? ~ cosh?z

2 (2
= (COS; I) + (SH;I}; x) =1 —tanh?z
cosh” x cosh” x

Exercise 4.2 Montrer que :

1) Vo € ]—1,1] : (arcsin)’ (z) = ﬁ 2) Vo € ]—1,1[ : (arccos)’ (x) = \/%
3) Vz € R : (arctan)’ (z) = . —ExQ' 4) Vz € R : (arccot)’ (z) = . ;1:1:2
5) Vo € R: (argsinh)’ () = ———. 6) Vo > 1: (argcosh)’ () = %

Solution

1
1) Montrons que : Va € ]—1,1] : (arcsin)’ (z) =

V1—22

On a : Si la fonction f est dérivable en x, alors f~1 est dérivable en y et

) _ 1
f (.ZU) (f—l), (y)
Donc,
N/ _ 1 = 1 - !
(arcsin) (z) = (sinly)/ o cos Yy N 1-— sin2y

= (car y = arcsinz = siny = x)

V1—22

—1
2) Montrons que : Vx € |—1,1] : (arccos) (z) = ———,
) g =11 arccos) () =~
Ona:
(arceos) (x) : R N
arccos) (r) = = =
(COS y)/ —smy 1 — cos? Y

—1
= (car y = arcosx = cosy = x)

V1—22
1

3) Mont :Va € R: (arctan) (z) = :
) Montrons que : Vx € (arctan) () T2
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On a:

1
(tan yl)' 1+ tan’y

(car y = arctanz = tany = )

(arctan)’ (z) =

i

—1

Mont (Ve eR: t) (2) = —.
4) Montrons que : Vx € R : (arccot)’ (x) 2

Ona :
1 -1
(coty)  1+cot?y

(arccot)’ (z) =

=112 (car y = arccot v = coty = x)
x
1

V1+a?

5) Montrons que : Yo € R : (argsinh)’ (z) =
Ona:

1
(sinh yl)' "~ coshy

(argsinh)’ (v) =

= \/ﬁ ( car cosh®y — sinh?y = 1)
sinh” y
1
Vet (car

y = argsinh z = sinhy = x)

6) Montrons que : ¥Yx > 1: (argcosh)’ (z) =
On a:

22— 1

11
(cosh yl)' ~ sinhy

(argcosh)’ () =

= \/T( car COSh2 Yy — Sinh2 Yy = 1)
cosh y —
1

= \/ﬁ’ (car y = argcoshz = coshy = x)

1

7) Montrons que : Y € |—1,1[ : (argtanh)’ (z) = N 5
-

On a:

S
(tanhy)" 1 — tanh?y

(argtanh) () =

=1 (car y = argtanx = tanhy = x)
—x
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5.1 Introduction

Les développements limités consistent a trouver une approximation poly-
nomiale & une fonction plus compliquée, au voisinage d’'un point choisi. Les
développements limités ont de nombreuses applications dans d’autres sciences,
Mécanique, Physique,..., mais aussi dans les mathématiques elles-mémes, en par-

ticulier en analyse numérique.

5.2 Formules de Taylor

5.2.1 Formules de Taylor

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C' sur [a,b] et 7y € |a,b], au

voisinage de x( la fonction f peut s’écrire :

f(z) = f(xo) + (x — x0) f' (x0) + R(z), aveclim R(x)=0.

- T—T0

-~

Py (z)

Donc, le polynéme :

Py (z) = f(z0) + (x — x0) f' (o) -

est une approximation de la fonction f.
L’erreur de cette approximation est : R (z) = (x — x¢) € ().
La formule de Taylor qui généralise ce résultat a des fonctions n fois dérivables

est :

(x — x)"
n!

F (20) + Ry, (w0, ).

Le polynéme P, (x) est de degré n en (x — xo).

On appelle R, (xo, z) le reste d’ordre n.

5.2.2 Formule de Taylor avec reste de Lagrange

(ZL’ . xo)n+1

CES A

C’est la formule de Taylor d’ordre n avec reste de Lagrange
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Théoréme 5.1 Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™ sur [a,b] (f €
C™ ([a,b])) et f™ est dérivable sur]a,b| et soit xo € [a,b], alors Vo € [a,b],x #
xg, 3c € |a, b] tel que :

)n+l

F@) = £ ) L g E I 0 ) 0

1l CES A

5.2.3 Formule de Taylor Mac-Laurin

Lorsque zy = 0 dans la formule de Taylor-Lagrange, on pose ¢ = fz,0 < 6 <
1,c €10, z[ et on obtient

2 n $n+1

£@) = 11O) % T O+ 7@ 0) o+ To S (0) + g O (6).

5.2.4 Formule de Taylor Young

Nous allons restreindre les hypothéses en supposant uniquement que f (x0)

existe.

Théoréme 5.2 Soit f : [a,b] — R et zg € [a,b] . Supposons que f™ (xy) existe
(finie), alors Yz € V (x0)

(x — xo)

(x — x0) FO ()4 A—" f) (o) 40 (z — 2)"

1!

(x — xo)z
21

f(z) = f(20)+ [ (@o)+

ot o(x —x0)" = (x — x0)" € (x) avec lim €(z) = 0.

Tr—XT0

5.3 Développements limités au voisinage de zéro

Nous avons vu que dans un voisinage de xy on peut approcher la fonction f

par un polynéme P, de degré n de sorte que
f(x)=P,(x)=o0(x—x0)".

Ceci lorsque f existe. Maintenant, nous allons voir qu’un tel polynome peut

exister méme si f(™ n’existe pas et méme si f n’est pas continue en z.

Définition 5.1 Soit f une fonction définie au voisinage de zéro. On dit que f

admet un D.L. d’ordre n au voisinage de 0 s’il existe un ouvert I de centre 0 et
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des constantes ag, ay, ..., a, tels que Vr € I,x # 0

f(x) = ap+arx+ ...+ ax" + 2" (x) avec lim, ge(x) =0
= a+ar+.. +a2" +o(z").
Pala)
1) P, (z) = ap + a1x + ... + a,x" est la partie réguliere du D.L.

z"e (x) (avec lim, € (z) = 0) est le reste.

Propriétés des développements limités

Proposition 5.1 (Unicité)
Si f admet un DL, (0) alors ce D.L. est unique.

Preuve. Supposons que f admet deux DL, (0), c’est a dire
f(z)=ay+az+ ...+ a,x" + 2"€ (x) avec lir% €1(x)=0

et f(z)="0by+bx+ ..+ byx" + z"€ (z) avec lim ey (x) = 0.

x—0

Ce qui donne :
(ag —bo) + (a1 —b1)x + ... + (an — by) 2" = 2" (€1 (z) — €2 (x) ).
En passant a la limite lorsque x — 0, on aura ag = by, d’ou
(@ —b)x 4 ...+ (@, —by) 2" = 2" (61 () — €2 (x) ).
Si z # 0, on obtient :
(ay —b1) + (ay —bo)x + ... + (@, — b)) 2" P = 2" (61 (2) — ez (1) ).

En passant a la limite lorsque x — 0, on aura a; = b;. De cette maniére, on aura
a, = b,, Vn.

D’oti 'unicité du développement limité. m

Théoréme 5.3 Si £ (0) existe, alors le D.L. de f est

f(x)=Ff (0)+%f, (0)+Z—Tf(2) (0)+...+i—7:f(") (0)+z"€(z), avec lime (z) = 0.

x—0
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Corollaire 5.4 Si f( (0) existe, et f admet un D.L. d’ordre n au voisinage de

0, alors

! 2 (n)
ag = f(0),a1 = fl(!0)7a2 = fz—!(O), ey Oy = / n!<0).

Exemple 5.5 (D.L. obtenu par division suivant les puissance crois-

sante)
1

l—=x

=l+az+2’+ ..+ 2" (),

avec € (x) = % — 0 lorsque © — 0.
-

On peut déduire £ (0). En effet,

f(x)= f(0)+% f (0)+§—7 f® (o>+...+Z—T F™(0)+a"¢ (z) avec lim e (x) = 0.

r—0

F*(0)
R

et par identification, on aura ¥k : 0 < k <mn, = 1.



5. Développements limités 105

5.3.1 Développements limités usuels

Tous les développements ci-dessous sont valables a 1’origine.

n
2 1.3 k

v q T x" O (27) — x O (2"
ef =ldotortort ot ot (@) => 5 +0(a")
k=0

23 2+ n L
: _ = _1\" 2n+2\ __ _
sinx =2 + ...+ (-1) 2n 1)l + O (2°"%) = (—1)

3!
n
2zt 220 2k

cost=1——=+—+ ...+ (-1)" 2n)] + O (221 = Z (-1) on + O (2?1

21 4l

. b=
3 335 $2n+1 2k+1

— IL’_ I - 2n+2\ _
sha:—:L‘—|—3!+5!—|—...+(2n+1)!+0(x )—Z
22 4 20 n_ 2k
_ - - 2n+1\ __
ch:z:—1+2!—l—4!—|—...—|—(2n)!—|—0(aj ) =
x> 220 3 22°
t = —+=—+0(=%, the=x—-—=
an x x+3—|—15+ (%), the == T T T

(

1 — 1 _ 2 _ .3 _1\" .n ny _ _N\k & n
1+x_1 r+at—a+ ..+ (-1)"x +Om)—Z( 1)" 2" + O (2")

1
:1+x+:1:2+933+...+$”+0(:v”):Zxk+0(x")

11—z
MA-D o AR At )
2! n!
_ a? 2 nt1 2" ny _ k1 2 n
In(l4o)=o= 42+t (1) ;—i—O(m)—Z(—l) 40 (z")

(142 =1+ Xz +

arctan$:x—%+...+(—1)nm
o +1:c3+13:1:5+135x7 Lo
arcsiny = x 53 515 2467 T

E_ - - _ - _ - 2n+2
2 ¥733 “215 2167 PO

™ .
arccosxr = 5 — arcsinx =

Remarques

- Si la fonction x +— f(z) est paire, alors toutes les puissances impaires
disparaissent.
- Si la fonction = — f(z) est impaire, alors toutes les puissances paires

disparaissent.
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5.4 Opérations sur les développements limités.

5.4.1 Opérations algébriques sur les développements li-
mités.
Théoréme 5.6 Si f et g admettent des D.L. d’ordre n au voisinage de 0, alors

f+g, fg admettent des D.L. d’ordren et g admet un D.L. d’ordre n si Ei]%g (x) #
0.

Exercise 5.7 Ecrire D. L. o l'ordre 3 au voisinage de 0 des fonctions f (z) =
2

(sinz) +€”,g(x) = (sinx)e® et h(zx) = "

Solution

3 z? 28
On a :sinac::c—g—l—Ol(x?’) et e$:1+m+?+g+02(:v3)
Donc,

3 2 .3
f(x)=(sinz)+e* = ($—%)+<1+m+%+%)+03(9€3)

=14 2x+ %1’2 + O3 (23) est le D.L. a l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction f.

On a effectué la somme des mondémes de degré inférieure ou égal a 3.

g(x) = (sinz)e® = (a:—xg) (1+3:—|—%2+%3> + Oy (2%)

=z+a2i+ %a:?’ + Oy (23) est le D.L. a l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction g.

On a effectué les produits et les sommes des mondmes de degré inférieure ou

égal a 3 et on a gardé les résultats ayant degré inférieure ou égal a 3.

2
Le D.L. d’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction h (x) = -
On a :

x x 1 7
— — — — 1 -
hz) == (sinaz) ’ 23 ’ 7 g ( "% >

T — — 1——
5 6 6
=+ % + O (2®) est le D.L. a l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction h.
1 1 2
1_$:1+x+x2+x3+0(x3), d’ot o :1+%+O(x3).

1-— =
6

sinz’
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5.4.2 Développements limités d’une fonction composée

Théoréme 5.8 Si f et g admettent des D.L. d’ordre n au voisinage de 0 et si
g(0) =0, alors f o g admet un D.L. d’ordre n au voisinage de 0.

Remarque 5.1 La partie réguliere de fog s’obtient en remplacant dans la partie
réquliére de f, la partie réguliére de g et en gardant que les puissances inférieures

ou égales a n.

Exemple 5.9 Ecrire le D. L. a l'ordre 6 au voisinage de 0 de la fonction x —

tan? z. 3 g
x x
Ona: tanz = —+ ==+ 0(a®
na: tanx x+3+15+ (x®)
Donc,
x3 2xb 3 22
tan?s = tanztanz = (o + = + —— + O (¢ L0
an?x = tanx tan z (x+3~|—15+ ($)>($+3+15+ (1'))
2x* 172
_ 242 O (2
e+ 3 + 15 + 0 (2°).

On a effectué les produits des monomes de degré inférieure ou égal & 6 et on

a gardé les termes ayant degré inférieure ou égal a 6.

Exemple 5.10 FEcrire le D. L. a l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction
z+—sin(ln(z+1)).
Solution
z3 2 a2
0na:sinx:m—€+01(x3) etln(l—i—m):x—g—i—g—l—Og(x?’).
Quand z tend vers 0, In(xz + 1) tend vers 0. Le D.L. de la fonction x +—
sin (In (x + 1)) au voisinage de 0 se raméne donc & celui de sinu au voisinage de

0. Donc,

2 3 2 3
sin(In(z + 1)) = sin x—%—i—% :sinuouu:x—%—i—%
1.2 .7)3 1 $2 1}3 3 1 1
= —_ J— — — - _ O 3: T2 _3'
(1: 2+3) 6<I 2+3>+ 1(@%) == 5% —|—6m

est le D.L. a Uordre 3 au voisinage de 0 de la fonction x +— sin (In (z + 1)) .

5.4.3 Dérivation de développements limités.

Nous avons vu que 'existence de D.L. ne nécessite pas I’existence de la déri-

vée. Donc nous ne pourrons rien dire en ce qui concerne le D.L. de la dérivée.
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Théoréme 5.11 Soit f une fonction dérivable au voisinage de 0 et admettant

un D.L. d’ordre n au voisinage de 0

f(x)=P(z)+a"€(x) avec lime(x)=0.

rz—0

Si la dérivée [ admet un D.L. d’ordre (n — 1) au voisinage de 0, alors

f'(x) =P (z) + 2" 'n(x) avec lim 7 (x) = 0.

5.4.4 Intégration de développements limités.

Théoréme 5.12 Soit f une fonction numérique dérivable dans ['intervalle I =
|—a,al,a >0, de dérivée f'. Si f' admet un développement limité d’ordre n au
voisinage de O

f'(z) = ap + a1z + azz® + ... + a2 + 2" (r) avec lime(z) = 0,

z—0
alors f admet un développement limité d’ordre (n + 1) au voisinage de 0

_ Mo, 025 G
f(z)=f(0)+apx+ 5% + 3 % +"'+n+1

ici "y (x) = [ e (t) dt.

2"y () avec liI%n (x) =0,

5.4.5 Deéveloppements limités au voisinage de z; et de
Pinfini

Définition 5.2 On dit que f définie au voisinage de xoy admet un D.L. d’ordre

n au V (xg) si la fonction
F:x+—— F(z)=f(x+x)
admet un D.L. d’ordre n au V (0).

On a
F(z)=ao+ az+ ...+ aa” + 2" (x)

et donc
f(zo+x)=ao+az+ ..+ a,z" + 2" (),

c’est a dire

f) =ao+ar(y—m0)+ ... +an(y—20)" + (y —20)" € ((y — 20)) ,
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ou d’une maniére équivalente
f(x)=ao+ a1 (z—xo) + ... +an(z—x0)" + (x —20)" € ((x — x0)) .

Finalement, on se raméne du voisinage de zy au voisinage de 0 par le changement
de variable z = x — x.

De méme le D.L. au voisinage de I'infini se fait par le changement de variable
1
y=—
x
Définition 5.3 On dit qu’une fonction numérique admet un D.L. d’ordre n au

V (+00) s’il existe un polynome P de degré inférieur ou égal a n tel que l'on ait
au V (+00)

1 1

x x

5.5 Applications des développements limités

5.5.1 Calcul de limites
Forme indéterminée du type 8
Il s’agit de

i f () = — forme indéterminée
==0g(z) 0

Soient f et g deux fonctions définies dans un voisinage de 0 et chacune ad-

mettant un développement limité au voisinage de 0

f@)=P,(z)+0 (") et g(z)=Qm(x)+ 0O (™).

Py
Alors on a : limM = limﬂ.
:E~>Og (;L‘) z—0 Qm (x)
Exemple 5.13 Calculer, en utilisant les développements limités, la limite sui-
vante : )
. sinx
lim .
z—0e? — 1
i 0
On a : lim—2? _ 7 forme indéterminée.
z—0e? —1 0
x? 3
C’omme,ex:1+x+5—l—0(x2) et sinxzx—g—l—O(w‘l)
a3 ] x?
. Z,U _ — —_——
done, lim 22 — fim 6 — lim—0 — 1,

z—0e® — 1 z—0 1’2 z—0 E
(1 +a+ 5) —1 143



5. Développements limités 110

Forme indéterminée du type +oo — 0o

Il s’agit de : lim (f(x) —g(x)) avec lim f(z)= lim g(z)= +oo.

Tr—-+00 r——+00 r——+00

Exemple 5.14 Calculer, en utilisant les développements limités, la limite sui-

vante :

lim (\/a:—i-l—\/m—l).

T——+00

Au voisinage de 400, on a :

)
() ) o () oo ()

Donc,

N

lim (Vz+1-+vz-1)

r——400

(o) (o ()

i (Leo(D)o(Y)) <o

5.5.2 Applications géométriques
Droite tangente a la courbe

Proposition 5.2 Soit f une fonction définie dans un voisinage de 0. Supposons

que  admet un développement limité au voisinage de 0, du type :
f(z)=a+az+ ...+ a,x" + 0O (z") avecn > 2 et a, #0.

Alors, y = ag + a1z est une droite tangente a la courbe de la fonction f en

pomnt r = 0.

1
Exemple 5.15 0na.‘1—=1+x+x2+x3+0(x3).

Donc, y = x+1 est une droite tangente a la courbe de la fonction x — 1
—
en point x = 0.
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Etude de branches infinies

Si |z| + |f (x)] tend vers £o00 quand z tend vers xy ou £oo, on dit que le

graphe de la fonction f admet une branche infinie.

De plus,

1) Si ILm /(@) = 0, on dira que la courbe de fonction f admet une branche
paraboli;ug 0de d:l;rection I’axe Ozx.

2) Si llm M = 400, on dira que la courbe de fonction f admet une
branche pxar;(l)ooli(xlue de direction I'axe Oy.

3) Si Ili_)rglo @‘ =a#0et xli_)rgo (f () — ax) = £o0, on dira que la courbe
de fonction f admet une branche parabolique de direction la droite y = ax.

4) Si xlggo f:(f) =a#0et xli_)rgg (f () — ax) = b, on dira que la courbe de

fonction f admet la droite y = az 4+ b, comme une asymptote.

Proposition 5.3 Soit f une fonction définie dans un voisinage de +00. Suppo-

[ (x)

sons que ——= admet un développement limité au voisinage de +o0, du type :
x

f(x)

T

b 1
:a—l———f—i—i-O( > avec n > 2 et ¢ # 0.
r "

zn
Alors, la courbe de f admet au voisinage de +0o une asymptote oblique la

droite d’équation y = ax + b.
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6.1 Introduction

La notion d’espace vectoriel est une structure fondamentale des mathéma-
tiques modernes. Il s’agit de dégager les propriétés communes que partagent des
ensembles tres différents, comme ’ensemble des vecteurs du plan, I’ensemble des
fonctions réelles, des polynémes, des matrices, Il est bon d’avoir d’abord étudié

I’espace vectoriel R”.

6.2 Lois de composition interne, groupes

6.2.1 Loi de composition interne

Définition 6.1 Soit E un ensemble non vide.
On appelle ” x” loi (opération) de composition interne dans E application

de E x E dans E.
*x: RxR — R

(r,y) +— wxy

C’est a direVx,y e F:xxy € E.

Exemple 6.1 L’addition dans R est une opération interne car : Vr,y € R :

r+yeR.
+: RxR — R

(z,y) +— z+y

La multiplication dans R est une opération interne car : Vx,y e R:x Xy €

R.
x: RxR — R
(z,y) — zXy
Propriétés
Soient £ un ensemble et 7 x 7,7 A7 deux lois de composition interne dans
E, alors :

1) On dit que ” *” est commutative dans E si et seulement si et seulement
sl :
Ve,ye E:xxy=yx*u.

2) On dit que ” %7 est associative dans E si et seulement si :

Ve,y,z€ E:(xxy)kz=x%*(y*2).
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3) Soit e € E, on dit que ”"e” est un élément neutre de ” x 7 dans E si et
seulement si :

Vre E,xxe=exx =1

4) Soit x € E, on dit que 2’ de E est le symétrique de x si et seulement si :
rxx =1 xx=e.
5) On dit que ” %7 est distributive par rapport a 7 A ”si et seulement si :

T 2 ) rx(yDz)=(xxy) A (x*2)
Vz,y, eE,{ (xAy)xz=(x*x2) A (yx2z)

6.2.2 Groupes

Définition 6.2 Soit E un ensemble muni d’une loi” x”. On dit que (E, %) est
un groupe si et seulement si :

1) La loi” %7 est interne dans E.

2) La loi” =7 est associative.

3) La loi” 7 admet un élément neutre dans E.

4) Tout élément de E admet un symétrique pour la loi” 7.

b2

Et si de plus ” x 7 est commutative, on dit que E est un groupe abélien (ou

commutatif ).

Exemple 6.2 (R, +),(R*, x),(Z,+) sont des groupes abéliens.

(N, +) n'est pas un groupe car les éléments de N* n’ont pas de symétrique.

Exemple 6.3 Soit E = {—1,1}, on a : (F, X) est un groupe abélien.

6.3 Espaces vectoriels

Dans cette partie, (k,+,.) désigne un corps commutatif, en pratique k = R

ou k = C. On note par 1y I’élément neutre pour la loi "."
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6.3.1 Structure d’espace vectoriel

On appelle k—espace vectoriel (ou espace vectoriel sur le corps k) tout en-
semble £/ muni d’une loi de composition interne notée @ et d’une loi de compo-

sition externe notée ®

®: EFxFEF — FE QX: kx FEF — E
(r,y) +— Oy (Ny) — A®y

tels que :

1. (E, @) est un groupe abélien.

2.V\pek Ve e £

a) A+ p)@r=0A02)& (o)

b) A® (p@x)=A\p) @z

3.V, yec EVAek: A@(xdy)=A®@2)d (A®y)

4. Vx € E, 1y ® x = x avec 1 'élément neutre de k pour la deuxiéme loi (la
multiplication).

Lorsqu’on ne change pas le corps de base k on peut utiliser I’expression espace
vectoriel au lieu de k—espace vectoriel.

Exemples et conséquences

a) F=R% k=R

®: R?2 x R2 — R2
(z,y), (@ y)) — ()@@, y)=(+2"y+Y)

®: R x R2 — R2?
A (2, y) — A (z,y) = Az, Ay)
(R% ¢, ®) est un R—espace vectoriel.
b) Le corps k est un k—espace vectoriel pour les lois + et ., dans ce cas les
éléments de k sont considérés simultanément comme vecteurs et scalaires.
c¢) C est un R—espace vectoriel et en général sik C L alors L est un k—espace
vectoriel.

Conséquences

Théoréme 6.4 Soient (E,®,®) un k—espace vectoriel, \,u € k et z,y € F,
alors on a

1.ARr=0g<= AX=0, oux =0g

2. AN—p)er=0A®z)—- (t® )

3AR(x—y)=A®2)—(A®yY)
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Preuve. =) A\@ x =0p = A=0k ouz =0g"7

Supposons que A ® z = 0g et A # 0y et montrons que = = Og.

Si A # Oy, alors A" existe dans k (car k est un corps). On a

MoWer)=2"'®0g=0g

et

Meoern)=N"N)@r=Leor=u1

Donc z = 0g.
<:) A=0ouzr=0g=—=A\®Rx =07
Supposons A = 0. On a

O]k®ZB = (Ok—l—Ok)@x
= (k@) (0@ ).

En composant par — (0 ® x), on trouve O ® = = Op.

Supposons maintenant que r = 0g. On a

A®0p = A®(0g+0g)
= (A®0g) @ (A®0g).

En composant par — (A ® Og), on trouve A ® 0 = Og.

2.0n a
AQr = A—p+p) @

(A—p)er]le(pe).

Ce qui implique que
A—p)@r=A®z)— (L®).

3.0na
AQr = AQ(x—ydy)

@ @-y]e(\ey).

Ce qui implique que A® (z —y) =(A®@2z) —(ARy). m
Appellations et conventions
- On appelle les éléments de F, les vecteurs.
- On appelle les éléments de k, les scalaires.
- Loi de composition interne & sera notée par +

- Loi de composition externe ® sera noté par . ou x
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Théoréme 6.5 Soient (E,+, xX) un k—espace vectoriel, \,n € k et z,y € F,
alors on a

Az =0g<= A=0 oux=0g

2) (A—p).x=A\x)— (px)

3) A (x—y)=Nx)— (\y)

Exemple 6.6 1) R? R3.....R" sont des espaces vectoriels sur R.
2) L’ensemble des fonctions f : R — R, est noté F (R,R) est un espace
vectoriel sur R.

3) L’ensemble des suites réelles (U,), oy, est noté S (N,R) est un espace vec-

toriel sur R.

4) L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans R, est
noté M, , (R) est un espace vectoriel sur R.

5) L’ensemble des polynomes des degrés n a coefficients dans R, est noté R [z]

est un espace vectoriel sur R.

6.3.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 6.3 Soient E un k—espace vectoriel et F' un sous ensemble de E.

On dit que I est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E si et seulement si

1) F#0,
2) Vo,y € F,VA\, B ek, (Ax+ py) € F.

Remarques
1. {0g} et E sont des s.e.v. de E.
2. R x {Og} est un s.e.v. de l’espace vectoriel R? sur le corps R.

3.S1 Fest un s.e.v. de E et E est un s.e.v. de GG alors F est un s.e.v. de G.

Exemple 6.7 F =R xR=R?, F; =R x {0}, F, = {0} x R.

Fy et Fy sont deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires dans E.

Exercise 6.8 Soient les ensembles suivants :

Fi={(z,y) eR*:x =y}, Fb={(z,y,2) ER3: 2 +y+22=0}.
F3:{($>y72)ER3ix+y—Z:1}.

1) Montrer que F, est un sous espace vectoriel de R

2) Montrer que Fy est un sous espace vectoriel de R3.
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3) F3 est-il un sous espace vectoriel de R3?

Solution

1) Montrons que Fy = {(z,y) € R? : x = y} est un sous espace vectoriel de
R2.

On va montrer que :
Fi#£0 e VX YeF,V\BeER ANX+pY)eE F.

On a: Fy #0, car (0,0) € F}.
Soient X,Y € Fy et A\, € R.

X€F1:>X:(ZU1,£L’2> et T1 = T
YeR=Y=(y) ey =y

On a:

AX +BY = A(x1,22) + 8. (y1,92) = (Ax1, Aw2) + (By1, Byz2)
= (Az1 + Byr, Az + Bys)

De plus on a : \x1 + By, = Axg + Bys car x1 = T et y; = Y.

Alors, N X + 58.Y € F}

Done, Fy est un sous espace vectoriel de R2.

2) Montrons que : Fy = {(z,y,2) € R® : x +y + 22 =0} est un sous espace
vectoriel de R3.

On va montrer que :
Fo 20 et VX, Y € VAR, (AMX +8Y) € F,.

On a: Fy#0, car (0,0,0) € Fy, puisque 0+ 0+ 2.0 =0
Soient X,Y € Fy et A\, € R.

X € Fy= X = (x1,29,23) et x1 + x9 + 223 =0...... (1)
Y€F2=>Y:(y1,y2,y3) ety +yo + 2y3 =0...... (2)

On a:

AX+BY = A(x1,22,23) + B (Y1, Y2, ¥3) = (Ax1, Ax2, Ax3) + (Byi, Bya, Bys)
= (Az1 + Byr, Az2 + Bya, Azs + Sys)
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De plus on a :

(Azy + By1) + (Azg + Bya) + 2 (A3 + Bys3)

J J

= A(#1 4 2 + 223)) + B(y1 + Y2 + 2y3)

-~

(1) 2)

—A0+50=0

Dou NX+BY € F; .
Done, Fy est un sous espace vectoriel de R3.
3) F3s={(z,y,2) e R®: 2 +y — 2z =1} est-il un sous espace vectoriel de R3?

F3 est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :

F37é® et VX,YEF:;,V/\,BERI ()\X‘i‘BY) ng.
Ona:(0,0,0)¢ F5 car0+0—0=0# 1.

Alors, Fs = {(z,y,2) € R® : & +y — 2 = 1} n'est pas un sous espace vectoriel.

Proposition 6.1 Soient & un k—espace vectoriel, Fy, Fy deux sous-espaces vec-

toriels de E. L’ensemble défini par
Fi+F = {ZE1+JI215L’1 € Fy et xg € FQ}
est un sous-espace vectoriel de E appelé somme de F et Fs.

Preuve. 1. F} + F, # () car O = 0g + 0 € F| + F5.
2. Soient z,y € F1 + Fy et \,f €k

re+F,—=zc=x1+ax9:21 € Fl ety €

et
yeEF+F=y=y1+ty:y € F1 ety €F.
Montrons que Az + By € Fy + F5. On a

A+ By = Ao+ x2) + B (1 +y2)
= Az + Byr) + (Ao + By2) € F1 + Fo.
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Proposition 6.2 Soient E unk—espace vectoriel, Iy, F5 et F3 trois sous-espaces

vectoriels de E. Alors, on a

Fi+F=FK+F FiNF,=FNEF FINF =F
FFCH+F FNF,CF FiNF,CF
F+E=FE Fi+F=F FNE=F
Fy C F; s CF

et — F1+ F, CF; et — F3;C Fi1NF,.
F, C F; s C F

Définition 6.4 (Somme directe)
Soient E un k—espace vectoriel et Fy, Fy deuxr sous-espaces vectoriels de E.
On dit que la somme Fy + Fy est directe si F1 N Fy = {0g} et on note Fy ® F.

Proposition 6.3 (Caractérisation de la somme directe)
Pour que deux sous-espaces vectoriels soient en somme directe, il faut et il
suffit que tout élément de la somme Fy + Fy se décompose de fagon unique en

somme d’un élément de Fy et d’un autre de Fy. C’est a dire,

FI+F=FoF — Vl‘GFl—i‘FQ,EHleFl et Axy € Fy

T =X+ 29.

Définition 6.5 Soient E un k—espace vectoriel et Fy, Fy deux sous-espaces vec-

toriels de E. I, Fy sont dits supplémentaires dans E st et seulement st F1NFy =
{OE} et Fl + F2 =F.

Exemple 6.9 k=R, E=R xR =R? F; =R x {0}, I, = {0} xR. F} et F}

sont deux sous-espaces vectoriels de E, supplémentaires dans E.

6.4 Dépendance, Indépendance linéaires

6.4.1 Combinaisons linéaires

Définition 6.6 Soient E un k—e.v. vy,vs,...,v, € E. On appelle combinaison

linéaires des vecteurs vy, vs, ..., v, tout vecteur v de E de la forme
n
vV = )\11)1 -+ )\2'112 + ...+ )\nvn = E )\ﬂ)i
i=1

0l A, Mg,y oy Ay € k.
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Proposition 6.4 (Autre caractérisation d’un s.e.v. par les combinai-

sons linéaires)

Sotent E un k—espace vectoriel et F' un sous ensemble de E. On dit que F

est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de E si et seulement si

1) F#0
2)V(z,y) € F?, V(A pu) €K*, (\e + py) € F.
(i.e. F est stable par combinaisons linéaires).

6.4.2 Familles liées, familles libres

Définition 6.7 Soient E un k—e.v., n € N*, (v, vy, ...,v,) € E™.

1) On dit que la famille {vy, v, ..., v, } est libre si et seulement si ¥y, A, ...

k n
ZAiviZOE:Al:>\2:-~-:>\n:0]k~

=1

On dit ausst que les vecteurs vy, va, ..., v, sont linéairement indépendants.

2) On dit que la famille {vy, va, ..., v, } est liée si et seulement si I\, Ag, ...

k — {Ok} : Z?:l Aﬂ)i = OE

, An €

A €

Exemple 6.10 1) Soient v; = (1,0,1), vy = (2,1, —1) deuz vecteurs de R3, on

a : vy et vy sont linéairement indépendants. Car, soient \1, Ao € R : \jv1+A 09 =

Ors, montrons que A\ = Ay = 0.

/\1U1+)\2U2 :ORB — /\1 (1,0,1)+>\2 (2,17—1) = (070,0)
— (/\1, 0, )\1) + (2)\2, Ao, —)\2) = (0, 0, O)
- (/\1 + 2)\2, )\2, )\1 - )\2) - (O, O, 0)

>\1+2)\2:O
= A2 =10 =M =X =0
/\1—/\2:0

2) Soient vy = (1,1), vy = (2,1), v3 = (—1,0) trois vecteurs de R?. La famille

{v1,v9,v3} est liée. Car,
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Sotent A1, Ay, A3 € R : A\jv1 + Aovg + A3v3 = Ope, on a :

)\1?]1 + )\2112 + )\3?]3 = ORz — )\1 (1, 1) + )\2 (2, 1) + )\3 (—1, 0) = (0, 0)
— ()\1 + 2\ — )\3,/\1 + )\2) = (0,0)

/\1+2)\2—)\3=O
—

M+A=0

Aa = — _ [
— 3 )\1+2)\2 )\1—|—2( )\1) )\1

)\2:—)\1

donc, \y = Ay = A3 = 0 nlest pas toujours vérifié, prenons \y = 1 on aura
Ay = A3 =—1
v1 — va — vz = (0,0) = Oz,

c’est a dire vi = vy + vs.

Remarque 6.1 1) Pour que la famille {v} soit liée il faut et il suffit que v = 0.
2)Yv € E,{v,v} est lice v—v=0g.
3) Toute famille contenant Og est liée.
4) St la famille {vq,vq, ..., v, } est liée alors tout v; s’écrit comme combinaison

linéaires des autres.

6.4.3 Sous-espace engendré par une partie

Définition 6.8 Soient E un k—e.v. et A C E. On appelle s.e.v. engendré par

A Uintersection de tous les s.e.v. de E contenant A et on le note (A) ou bien

Vect (A) = Nps.enF.

ACF

En d’autres termes, si A = {v1,va, ..., 05},
(A) = {v €EFE I\, A, s \y Ek v = Zmz} .
i=1

6.4.4 Familles génératrices, bases

Définition 6.9 Soient E un k—e.v. et G C E. On dit que G est une famille
génératrice de E si et seulement si E = (G), c’est a dire si G = {vy,vg, ..., 0.},
on dit que G engendre E (ou G est une partie génératrice de E) si et seulement
St

Yo € E, 3\, Ay A i 0 = ZAM.
=1
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Définition 6.10 Soient E un k—e.v. et B une partie de E.

On dit que B est une base de E si et seulement si B est a la fois, libre et
génératrice de E.

C’est a dire, si on pose B = {ey, e, ...,e,}, alors B est une base de E si et

seulement si

Vo € B, 3 (A Ag s ) €K 1 =) Ne,
=1

Dans ce cas, A1, \a, ..., A, sont appelés les coordonnées (ou bien les composantes)

de x dans la base B.

La base canonique de R?

Définition 6.11 Soit B = {e1,ex} ot e; = (1,0),e2 = (0,1).

B est dite la base canonique de R?. Car :

a) B est libre, en effet : soient a, f € R : ae; + ey = Ope

ae; + fes =02 = «(1,0)+ 5(0,1) = (0,0)
= (a,B)=(0,0)
= a=0=0.

b) B engendre R?, en effet, soit (z,y) € R?, donc I\, =r € R, =y € R :
(x,y) =\ (170) + Ao (O, 1) .

Donc, B engendre R? de plus B est libre dans R? , alors B est une base de
R2.

La base canonique de R?

Définition 6.12 Soit B = {e1,ez,e3} ot e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) et e3 =
(0,0,1).

B est dite base canonique de R3. Car :
a) B est libre, en effet : soient o, 5,7 € R : aey + [eg + yes = Ops

a€1+562+’7€3:0R3 - OK(].,0,0)“—B(O,LO)+’}/(0,0,1) = (07070)
ﬁ (a7/67,y) = (07 07 O)
— a=0,=0ety=0.
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Donc, B est libre
b) B engendre R?, en effet, soit (z,9,2) € R3, 3?2\ e R, 3?7\, € R,I?N\3 € R
tel que :
(z,y,2) = A1 (1,0,0) + A2 (0,1,0) + A3 (0,0, 1) .

Ona: (z,y,2) = (1,0,0) +y(0,1,0) + = (0,0,1).

d'out A\ =2, g =y et \3=2.

Donc, B engendre R? de plus B est libre dans R3 , alors B est une base de
R3.

Exercise 6.11 1) Montrer que B = {e1,ea} ot ey = (1,1),e2 = (2,3) est une
base de R

2) Montrer que B = {ej,eq,e3} ot e; = (1,3,2),e2 = (2,1,—1),e3 =
(1,—1,1) est une base de R3.

Solution

1) Montrons que B = {e1,ea} otie; = (1,1), e = (2,3) est une base de R?.

a) Montrons que B est libre : Soient «, 5 € R, on suppose que aey+ ey = Oge

On a:ae+ feg =0 = a(l,1)+3(2,3) =(0,0)
— (a+26,a+35) =(0,0)

de (2)— (1) ona:p=0,(1)=a=-28=0.
On conclut, « = =0, d’ot B est libre.
b) Montrons que B engendre R? : Soit (x,y) € R?, 37X € R,3?), € R tel
que :
(x,y) = A (1,1) + X2 (2,3).

Ona: (z,y) =M (1,1)+X(2,3) = {

De (2) — (1), ona: Ag =y —x et de (1) on obtient \; = x — 2\ = 3x — 2y.
On conclut : I\ =3z —2y e R, I\g =y —x € R tel que :
(,y) = Bz —2y) (1,1 + (y — =) (2,3).

Done, B ={ey,ea} ot ey = (1,1),eq = (2,3) est une base de R
2) Montrons que B = {ej, ez, ez} ow e = (1,3,2),e9 = (2,1,—1),e3 =
(1,—1,1) est une base de R3.
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a) Montrons que B est libre : Soient o, 5,y € R, on suppose que: aey + Pes +

YE3 = ORS.
Ona:

0561+B€2+763 :0R3 :>a(17372)+B(2717_1)+7(1a_171) = (0,0,0)
= (a+26+7,3a+F—7,2a—F+v)=(0,0,0)
a+28+7=0...(1)

De (2)+(3) =ba=0dota=0cet((1)+(2)) et (a =0) ona:35=0
dow =0 et on aura aussi v = 0. On conclut, « = 5 =~y =10, d'ou B est
libre.

b) Montrons que B = {ej,es,e3} ot ey = (1,3,2),e0 = (2,1,—1),e3 =
(1,—1,1) engendre R3.

Soit (x,y,2) € R®, 37\ € R, 3?2\, € R, 3?\3 € R tel que :

(.I',y,Z) = )\l (173a 2) + /\2 (Qa ]-7 _]-) + )\3 (1a _17 1) :

Ona: (z,y,2) =M (1,3,2) + X2 (2,1,—1) + A3 (1, —1,1)
d’O’fL (Jﬁ,y,Z) = ()\1 + 2)\2 -+ )\3,3)\1 =+ )\2 — )\3,2)\1 — )\2 + )\3)

on obtient le systéme suivant :
)\1+2)\2+)\3:{E ....... (1)

3>\1+)\2—)\3:y ....... (2)
2)\1—)\2+/\3:Z ....... (3)

de (2)+(3) ona:5\ =y+z d’ml)\l:y—gz
de (1)+(2) ona:Xy=3x+43y— 3\
dr +y — 4z
No=grdgy—5(y+ez) = ——

de (1), on aura :

1 1 4 1 1 T—y+ 2
A3a =2 A— A =2 <3$+ 15y 152) ( Y+ z> 3

On conclut :

5 —4 —
VT2 e 3), =2tV =% g gy gy, =Y

R
) 15 3 ©

N =
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tel que :

y+z Sx +y—4z
1,3,2) 4+ ————
(1,3,2) + 15

Done, B = {ey,es,e3} oue; = (1,3,2),e5 = (2,1,—1),e3 = (1,—1,1) engendre
R3.

r—y—+z

(x,y,2) = (2,1,-1) + (1,-1,1).

Proposition 6.5 Soient F, Fy deux familles de vecteurs de E telles que Fy C
F5, alors on a

a) Si Fy est libre alors Fy est libre.

b) Si Fy engendre E alors F» engendre E.

Proposition 6.6 Soient n € N* F} = {vy,v9,...,0,},Fp = Fy U{v,1} =
{v1,V9, ..., Vp, Vp11} deux s.e.v. de E, alors on a

a) Fy est libre et v,1 ¢ (F) = F es libre.

b) Fy engendre E et v,41 € (F1) = F| engendre E.

6.5 Théorie de la dimension

Définition 6.13 Soit £ un k—e.v. On appelle dimension de E le cardinal d’une
base B de E et on note dim E =cardB.

Exemple 6.12 a) E = R", Bg» = {¢; = (1,0, ...,0) ,e2 = (0,1, ...,0) , ..., e, = (0,0, ...

dim R" = n.
b) La famille L = {uy,ug,u3,us},u; € R® ne peut pas étre une base de R3
car : dimR3 = 3 et cardL = 4.

Théoréme de la base incompléte
Soit E' un k—e.v. de dimension finie dim £ = n, B = {ey, ea, ..., €,} une base
de E. Soit

L ={uy,ug,...,u.}

r < n une famille libre de F. Alors il existe au moins une fagon de compléter L

par (n — r) vecteurs de B pour obtenir une nouvelle base de E.

Exemple 6.13 E =R3 B = {e; = (1,0,0),e3 = (0,1,0) ,e3 = (0,0, 1)} la base

canonique de R3. Soit

L={u=(101),u = (0,1,1)}

Y 1)}7
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une famille libre de R3. On peut prendre e3 = (0,0, 1) de B pour compléter L et

avoir une nouvelle base de R3. L' = {uy,us,e3} est une base de R3.

Proposition 6.7 Soit E un k—e.v. de dimension finie dim E = n. Alors
1. Toute famille libre admet au plus n éléments.
2. Toute famille génératrice admet au moins n éléments.

3. Toute base de E admet exactement n éléments.

Proposition 6.8 Soit £ un k—e.v. de dimension finie dim E = n et soit F' une
famille finie d’éléments de E. On a :.
1. Si cardF = n et F est libre, alors I’ est une base de F.

2. 81 cardF' =n et F' est génératrice, alors F' est une base de F.

Exercise 6.14 Soient A ={(2,1),(-1,1)} et B ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

1) Montrer que A est une base de R2.

2) Montrer que B est une base de R3.

Solution

1) Montrons que A = {(2,1),(—=1,1)} est une base de R

On a cardA = 2 = dim R?, donc il suffit de montrer que A est libre ou bien
A est génératrice.

Montrons que A = {(2,1),(—1,1)} engendre R2.

Soit (x,y) € R?, 37\ € R,3?\y € R tel que :

(z,9) = M\ (2,1) + A (—1,1).

Ona: (r,y) =X (2,1)+ X (-1,1) = {

Ny —
De (1) + (2) ona:/\1:x+y et (1) =N =2\ —z = y3 L
Ny —
On conclut : IN; = Tty eR,d)\ = y— € R tel que :
rT+y 20—

3

Donc A est engendre R2.

On a cardA = 2 = dimR? et A est engendre R?, alors A est une base de R?.
2) Montrons que B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} est une base de R3.

On a cardB = 3 = dimR?, donc il suffit de montrer que B est libre ou bien

B est génératrice.
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Montrons que B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} est libre dans R3.
Soient a, B,v € R, on suppose que:

a(1,1,0)+ B8(1,0,1) +~(0,1,1) = (0,0,0)

Ona:a(1,1,0)+ B8(1,0,1)+~(0,1,1) = (0,0,0) =

a+p=0... (1)
a+y=0... (2)
B+~v=0.... (3)

de (1)~ (2) = B =~

(3)=2y=0,douy=0etB=0ce€t(l)=a=0

On conclut, « = =~y =0, d’ou B est libre.

On a cardB = 3 = dimR3 et B est libre dans R?, alors B est une base de
R3.

Proposition 6.9 Soit £ un k—e.v. de dimension finie, alors tout s.e.v. F' de

est de dimension finie et on a dim F' < dim F.

Proposition 6.10 Soit F' un s.e.v. de E avec dimFE = n,dim F' = p. Alors
1. F admet un supplémentaire dans E

2. Tout supplémentaire de ' dans E est de dimension n — p.

Corollaire 6.15 Soient E unk—e.v. de dimension finie, F' et G sont deux s.e.v.

de E. Alors
Fcd
) ] — '=G.
dim F' = dim G

Preuve. I' C G = F admet un supplémentaire H dans G.
dimH =dimG —dim FF = 0= H = {0g}. Donc

G=F+H=F+{0g} =F.
|

Théoréme 6.16 (Formule de Grassmann)

Soient E un k—e.v. de dimension finie. Pour tout F', G s.e.v. de F.

dim (F+ @) =dim F +dim G — dim (F N G)
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Corollaire 6.17 Si F et G sont deux s.e.v. de E en somme directe. Alors
dim (F & G) =dim F' + dim G.
Rang d’une famille finie de vecteurs

Définition 6.14 Soit E un k—e.v. et F' une famille d’éléments de E. On ap-
pelle rang de F' et on note rgF' le nombre mazximal de vecteurs de F qui sont

linéairements indépendants.

Exemple 6.18 Soit B ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

On a:Va,8,v € Rya(1,1,0)+ 4(1,0,1) +~(0,1,1) = (0,0,0), on aura :
a=p=v=0.

D’ou les vecteurs de B qui sont linéairements indépendants, donc rgB = 3

Exemple 6.19 Soit ' ={(1,2),(1,0),(1,—1)} avecv; = (1,2) ,v5 = (1,0) ,v3 =
(1,-1).

remarquons que v; = 3vy — 2v3 donc toute famille de 3 vecteurs est liée, on
déduit que rgF" < 2.

Mais, {ve,v3} est libre, en effet :

Va, B € R,a(1,0)+ B(1,—1) = (0,0),

on aura : = [ =0. Alors, rgF = 2.

6.6 Exercices

Exercise 6.20 1) On considére les vecteurs vy = (1,—1,2,1), vy = (2,1,0,1),
v3 = (3,3,—2,1), on note Ey = (v, vq, v3).

Déterminer une base de Fj.

2) Soit

E2:{(xayvz7t)€R4:x_y+Z_2t:0 etx—z—t:(]}

Montrer que Ey est s.e.v de R* et en donner une base.
Solution :
1) By = (v1,vg,v3) owvy = (1,-1,2,1), v = (2,1,0,1) et v3 = (3,3, —2,1).

Déterminons une base de Ejy :
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Vérifions d’abord si {vy,vs,v3} est linéairement indépendante dans R? :

Soient a, B,v € R, on suppose que:

a(l,-1,2,1)+ 8(2,1,0,1) +~(3,3,-2,1) = (0,0,0,0)

Ona :
a(l,-1,2,1)+3(2,1,0,1) +~v(3,3,—-2,1) = (0,0,0,0)
a+28+3y=0...... (1)
N —a+8+43y=0.... (2)
200 =2y = 0.ceevennn, (3)
a+B4+7=0.... (4)

Ona:3)=a=nv e (4) = F=—y—a=—2y on remplace les valeurs
a = et f = —2v dans l’équation (2) on obtient —y — 2y + 3y = 0 on aura
0 = 0, le méme résultat si on remplace o« =y et f = —2v dans l’équation (3)

On conclut, « = v, f = =2y et v € R, alors la famille {v1,v9,v3} est liée
dans R*.

Pour plus de détail voir l’exemple suivant, si on prend v = 1 d’ot o = 1,
b=—-2ce€t

(1,-1,2,1) 4+ (=2) (2,1,0,1) + (3,3, —2,1) = (0,0,0,0)

Maintenant vérifions si {vi,vs} est linéairement indépendante dans R* :

Soient a, B € R, on suppose que:

Of(l, _1a27 1) +ﬁ(27 1707 1) = (O’()?an)

On a:
a+26=0
—a+p4=0
a(l,-1,2,1)+p(2,1,0,1) = (0,0,0,0) = 5 0 a=0£=0
a:
at+B=0

Donc, la famille {vy,vo} est libre dans R*.

On a : {vi,v} engendre Ey et libre, alors {vi,vy} est une base de E; et
dim F; = 2.

2) On a :

Ey={(z.y.zt) ER* iz —y+2-2t=0etax—z—1=0}.
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Montrons que Ey est s.e.v de R* et en donnons une base.

E5 est un sous espace vectoriel de R* si et seulement si :
E, 7é 0 et VX,Y € E5, VA, B eR: ()\X +BY) € Es.

Ona:Ey#0, car (0,0,0,0) € Ey, puisque 0—0+0—2.0=0et0—0—-0=0
Soient X, Y € Fy et A\, € R.

X € By = X = (x1,29,m3,24) et xy — 29+ 23— 224 =0, 1 — 23 — x4 = 0...... (1)
Yeb, =Y = W,Y2Ys3:Y1) etyr —Yo+ys =24 =0, y1 —yzs —ya = 0...... (2)
On a:

AX +BY = X (21,22, 23, 24) + B. (Y1, Y2, Y3, Ya)

= (Az1, Amg, Aw3, Axy) + (By1, Bye, Bys, Bya)

Azt + Byr, ATa + Bya, Aws + Bys, Ava+ Sys
Z1 z2 z3 zZ4

De plus on a :

21— 22+ 23 — 224 = Az + By1) — (A2 + Bya) + (Az3 + Byz) — 2 (A\xy + Bys)
=A@y —2o+ 23 —224) + B (1 — Y2+ ys — 2ys) = A0+ 5.0=0

21— 23 — 21 = (Az1 + Byr) — (Azz + Bys) — (Aza + Bya)
=A@ —23—24) + B —ys —ys) =A0+50=0
Do AX +BY €E, .
Done, Ey est un sous espace vectoriel de R*.
Donnons une base a By = {(x,y,2,t) ERY 1z —y+2—-2t=0¢etx—2—1t =0}

Cherchons d’abord une famille génératrice a Es :

On a :
el
Soit
(x,y,2,t) € By = (x,y,2,t) = (x,—x+32,z,2— z2)

= (x,—z,0,2) + (0,32, 2z, —2)
= 2(1,-1,0,1) + (0,3,1,~1)

Alors, Ey = (wy,ws) ot wy = (1,—1,0,1) ,ws = (0,3,1,—1)

Vérifions si {wy, we} est linéairement indépendante dans R* :
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Soient a, B, € R, on suppose que:

a(l,—1,0,1) + 3(0,3,1,—1) = (0,0,0,0)

Ona :
a(1,-1,0,1) +5(0,3,1,~1) = (0,0,0,0)
a=0..... (1) a=20
—a+ 38 =0...... (2) N
B=0...... (3) B=0
a—pF=0..... (4)

On conclut, « = 8 =0, d’ot {wy, ws} est libre dans R?.
On a : {wy,wy} engendre Ey et libre, alors {wy,ws} est une base de Fs et
dim Fy, =4

Exercise 6.21 Montrer que dans R3, les vecteurs vy = (2,3, —1), vy = (1,—1,—2)
engendrent le méme s.e.v que : wy; = (3,7,0), wy = (5,0, 7).

Solution :

Montrons que dans R3, les vecteurs v; = (2,3,—1), v, = (1,—1,-2) en-
gendrent le méme s.e.v que : wy = (3,7,0), wy = (5,0,—=7).

Soient X\, f € R, on suppose que: vi = (2,3,—1) = X (3,7,0) + 5(5,0,—7).

Ona:

S\ BE =2 (1)
A3,7.0)+ B(5,0,-7) = (2,3,—1) = { TA=3...(2)
7B = 1 (3)
de(2):>)\:§ et(3):>ﬁ:%

1
(1):»3(%)%)(?) =2 dow2=2

3 1 3 1
done, v, = (5) (3,7,0) + <?) (5,0,=7) c-a-d v, = <?> wy + (?) Wo.

Soient \, 8 € R, on suppose que: v, = (1,—1,—2) = X (3,7,0) + 3(5,0,—7).
Ona:

A3, 7,00+ B(5,0,-7) = (1,—1,-2) = { TA= T, 2)
—TB=—=2. ... (3)
de (2) = A= — et (3) = B = =, remplagons \ et  dans (1) on obtient :
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(1) = 3 (_71 45 (;
donc, vy = (%1) (3,7,0) + (%) (5,0,=7) c-a-d vg = (%1) wy + (%) Wo.

ona-o (N w (1 S A
na::v = 7 w1 7 Wo €L Vg = 7 w1 7 Wo.

On conclut, que les vecteurs v = (2,3,—1), vo = (1,—1,—2) engendrent le

=1,doul=1

meéme s.e.v que : wy = (3,7,0), wy = (5,0, —7).

Exercise 6.22 Soit B = {v1,vy,v3} tel que v; = (1,2,0),v9 = (0,2,1),v3 =
(—1,0,3).

1) Montrer que B est une base de R3.

2) Décomposer le vecteur v = (16, —4,4) dans cette base.

Solution :

1) Montrons que : B = {v1,vq,v3} tel que v = (1,2,0),v3 = (0,2,1),v3 =
(—1,0,3) est une base de R3. Il suffit de Montrer que B = {vy,vs,v3} est libre
dans R3.

Soient a, B,v € R, on suppose que:

o (1,2,0) + B(0,2,1) +(~1,0,3) = (0,0,0)

Ona:a(l,2,0+5(0,2,1)+v(-1,0,3) = (0,0,0) = ¢ 2a+28=0....... (2)

de(l)=v=ace(2)=0=—«

3)= —a+3a=0,dota=0

On conclut, o« = =~ =0, d’ou B est libre.

On a cardB = 3 = dimR3 et B est libre dans R®, alors B est une base de
R3.

2) Décomposons le vecteur v = (16, —4,4) dans cette base B.

On cherche o, B,y € R tel que :

v = (167_474) :&(]—7270)+B(07271)+7(_17073)
Ona :

(16, —4,4) = a(1,2,0)+5(0,2,1) +7(-1,0,3) = (@ —7,2a 4+ 26,5 + 37)
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Par identification on obtient le systéeme suivant :

a—vy=16......... (1)
2 + 28 = —4....... (2)
B+3y=4...... (3)

de(l)=y=a—-16¢et(2)=F=-2—a

(3) = —2—a+3(a—16) =4, d'ot 2 = b4 donc, a« =27, v =27 — 16 =
MMetpf=-2-27=-29

On conclut, « = 27,8 = —29,~v = 11, alors la décomposition de vecteur
v = (16,—4,4) dans la base B est :

v =(16,—4,4) = 27(1,2,0) — 29 (0,2,1) + 11 (—1,0,3).

Exercise 6.23 Ftudier la liberté des familles suivantes :

1) A = {(1,2,-1),(-1,1,2),(-1,0,3)}

2) B = {(2,0,-2),(3,2,1),(1,2,3)}

3) ¢ = {(1,-2,1,5),(1,1,1,1),(-1,0,3,0)}
Solution :
1) Etudions la liberté des famille : A ={(1,2,—-1),(-1,1,2),(-1,0,3)}
Soient a, B,v7 € R, on suppose que:

a(1727 _1) _I_B(_la 172) +7<_170a3) - (07070)
Ona:

a(1,2,-1)+5(-1,1,2) +v(-1,0,3) = (0,0, 0)

Ona:(2)=p=—2«acetde(l) onauray=a— L =a+2a dou vy = 3a,
remplagons [ et vy dans ’équation (3) on obtient : (3) = —a—4a+9a =0, d’ou
a=0

On conclut, « = 3 =~v =0, d’ou A est famille libre.

2) Etudions la liberté des famille : B = {(2,0,-2),(3,2,1),(1,2,3)}

Soient , 3,7 € R, on suppose que:

o (2,0,-2) + 5(3,2,1) +7(1,2,3) = (0,0,0)



6. Algébre linéaire 135

On a:

200436+ =0...... (1)
a(2,0,—2)+5(3,2,1)+7(1,2,3) = (0,0,0) = { 28+ 2y =0...o....... (2)
—20+ B+3y=0...(3)

Ona:(2) =~v=—0Fetde (1) on aura 2a+ 38 — 3 =0 d'ov a = —0,
remplagons « et v dans l’équation (3) on obtient : (3) = 26+ — 38 =0, d’ou
0.8 =0, on déduit que 3 il est quelconque. Prenons par exemple 3 =1 on aura

a=—1etvy=—1 c’est a dire
On conclut, que la famille B est liée.

Exercise 6.24 Ftudier la liberté des familles suivantes :

1) A = {e*, ze®, e ®, ze "}
2) B = {222-3, —z+1, —a*—32>—-22x+1}
3) C = {a®+1, 2% 2*+22+2}

Solution :
3) Etudions la liberté de la famille : A = {e”, xe®, e %, xe "}.
Soient a, B,v, A € R, on suppose que: ae® + Bre” + ve ™ + Aze™ =0

Pour x # 0, on divise par xe® et en faisant tendre x vers 400 on obtient :

x x —x /\ —x 1 —2x
lim <O‘€ + fze” +ye" + Aze ) —  lim (a—+6+7€ +Ae—2w>
r—+00 xer T—+00 X x
donc 3 = 0.

xT

Pour x # 0, on divise par xe™™ et en faisant tendre x vers —oo on obtient :

(aex + e + Axe‘”)

lim
T——00 re %

2x 1
lim (a€—+7—+/\):)\:0
T——00 xr xr

donc, A = 0.

Prenons maintenant x =0 et x = 1, on obtient :
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On a: (1) = v = —a, remplagons vy dans l’équation (2) on obtient : (2) =
1

1
a(e——) =0, dou =0 car (e——) # 0. On conclut, « = =~v= =0,
e e
d'ou A ={e”, xe®, e " xe "} est famille libre.
2) Etudions la liberté de la famille : B = {22* — 3, —x+1, —a*—32% — 2z + 1}
Soient a, B,7 € R, on suppose que:
a(22? =3) +B(—x+1)+v (2" 32> =22 4+1) =0
Ona :
(20 =3)+B(—r+1)+v (2" —32>—224+1) =0
= 2t +Qa—3Y)*+ (=B -2+ (B-3a+7)=0

—~v =0
7=0
20— 37 =0
= 59 0 =< a=0
Y B=0
B—3a+v=0

Ona:a=B=v=0,dou B={22>-3, —x+1, —z*—322—-20+1}
est famille libre.

3) Etudions la liberté de la famille : C' = {z* + 1, 2, z° + 2% + 2}

Soient o, 3,7 € R, on suppose que: a(x? +1) + fa® + v (23 + 22 +2) =0

Ona: a(m2+1)+ﬁx3+’y($3+x2+2):0
= (B+y)2*+(a+y)2* +(a+27)=0
B4+v=0.... (1)
= a+y=0..... (2) =a=pB=v=0
a+2y=0.... (3)

Donc, C = {x® + 1, 23, 23+ 2® + 2} est une famille libre.

Exercise 6.25 Dire si les ensembles de vecteurs suivants sont des espaces vec-

toriels, et justifier la réponse :

) B = {(z,y) eR*: 224+ 3y =0}

2) B = {(z,y) eR®:ay=0}

3) F3 = {(v,y,2) € R?:3x+ 2y — 42 = 0}

4) Fy = {(z,y,2) ER*:x+y=0ety—3z=0}

5 Fy = {(v,y,2)eR*: 20 —y—2=0etx—2y—2=0}

6) Fs = {(z.y) eR*: 2> +y =0}

7 Fro= {(z,y,z2,t) ERY :2x—y+z2z=x+y+2z—t=3r+22=1}
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Solution :
1) Fy = {(z,y) € R? : 2x + 3y = 0} est-il un sous espace vectoriel de R*?

F\ est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
F17é® et VX,YGFl,V/\,BER()\X‘i‘BY)eFl

Ona: Fy #0, car (0,0) € F.
Soient X, Y € Fy et \,5 € R.

X eF = X =(x1,x9) et2x;+3x2=0...... (1)
YeF =Y = (y,y2) et 2y; +3y, =0...... (2)

Ona: AX+BY =\ (21,22) + B. (y1,y2) = (Az1, Az2) + (By1, BY2)

= (Az1 + By1, Aza + By2)
De plus on a :

2(Az1 + Byr) +3(Awa + By2) = M2x1 + 322) + B(2y1 + 3y2)
(1) (2)
= A0+30=0

On a: \X+ BY € Fy. Alors, F, est un sous espace vectoriel de R?.
2) Fy = {(x,y) € R*: xy = 0} est-il un sous espace vectoriel de R*?

F, est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :

Fo 0 et VX, YeRVNBER: ANX+5Y)€ F.
On a: Fy # 0, car (0,0) € F.
Remarquons que : X = (3,0) € Fy et Y = (0,5) € I}
Mais on a : X+Y = (3,0)+(0,5) = (3,5) ¢ F, . Alors, Fb, = {(z,y) € R? : 2y = 0}
n’est pas un sous espace vectoriel de R2.
3) Fy ={(z,y,2) € R®: 3z + 2y — 42 = 0} est-il un sous espace vectoriel de
R3?

F3 est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
F3£0 et VXY e F3V\,feR: (ANX+5Y) € F;.

On a: F3#0, car (0,0,0) € F3, puisque 3.0 +2.0 — 4.0 =0
Sotent X,Y € F3 et \,3 € R.

X € F5 = X = (21,29, 73) et 3x1 + 229 —4x3 = 0...... (1)

Y€F2:>Y:(y1,y2,y3) €t3y1+2y2—4y3:0 ...... (2)
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On a: ANX+BY =X (21,22, 23) + 5. (Y1, Y2, y3) = (A1, Ax2, Ax3) + (BYy1, By, Bys)

= (Az1 + By1, Axg + Py2, Axs + Bys)

De plus on a :

3(Azy + By1) + 2 (A\za + By2) — 4 (A3 + Bys)

= A(3z1 + 2w — 4w3) + B(3y1 + 22 — 4y3)

~ J/ N
-~

) @)

= A0+B0=0

Dot \.X + .Y € Fy . Donc, Fy est un sous espace vectoriel de R3.
4) Fy ={(z,y,2) eR®: 2 +y=0 et y— 32 =0} est-il un sous espace vec-
toriel de R3?

F, est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :
Fi#£0 et VXY € F;,V\,eR: (\NX+3Y) € F}.

Ona:Fy#0, car (0,0,0,0) € Fy, puisque 0+0=0 et 0 —3.0=0
Soient X, Y € Fy et \,5 € R.

XeF,= X = (x,x9,23) et x1 + 23 =0, 19 — 3x3 =0...... (1)
YeF =Y = (y,yys) etyr +42 =0,y —3ys = 0......(2)

Ona: ANX+BY =\ (21,22, 23) + 5. (y1,¥2,¥3) = (Ax1, Az2, Axs) + (Bya, By, Sys)

= | Av1+ By, Azz + Bys, Axs + Sy

21 22 z3

De plus on a :

21+ 29 = )\561 + ﬁy1 + >\:U2 + ﬁyz
= )\($1+£L’2)+5(y1+y2)
= A0+B0=0

29 — 323 = Axo+ Bys — 3 (A\x3 + Pys)

= A(x2 — 3z3) + B (y2 — 3y3)
= M0+4.0=0
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Dou NX +BY € F, .

Done, Fy est un sous espace vectoriel de R3.

5) Fs ={(z,y,2) ER3: 20 —y—2=0 et x — 2y — 2 = 0} est-il un sous es-
pace vectoriel de R3?

Fy est un sous espace vectoriel de R® si et seulement si :
Fs#£0 et VX, Y € F5,V\,feR: (ANX+3Y) € F;.

On a : F5 # 0, car (0,0,0,0) € F5, puisque 2.0 —0—0=0et0—2.0—-0=0
Soient X,Y € F5 et A\, € R.

X€F5:>X:(.I'1,£U2,.Z'3) et 201 —x9 — 23 =0, x1 — 229 — 23 = 0...... (1)
YeFs=Y=(y,y2y3) et2y1 —ya—y3 =0, y1 — 24 —y3 = 0...... (2)

Ona: XX+ BY = A (v1,22,23) + B. (41,42, ¥3) = (A1, Aw2, Aws) + (Byr, Byz, Bys)

= | Az + Byr, Azo + Bys, Azg + Sys

21 z2 z3

De plus on a :

221 — 20— 23 = 2(Ax1 + Pyr) — (Ax2 + Sya) — (Azs + Bys)
= AN2x — 22 —x3) + B (251 — v2 — ¥3)
= AN0+5.0=0

2 —220—23 = (Ar1+ Byr) — 2 (Aza + By2) — (Az3 + Bys)
= ANy — 229 —x3) + (11 — 22 — y3)
= M0+4.0=0

Dot AX +BY € Fy .
Done, Fy est un sous espace vectoriel de R3.
6) Fs = {(z,y) € R? : 2% + y = 0} est-il un sous espace vectoriel de R*?

Fy est un sous espace vectoriel de R? si et seulement si :

Fﬁ?’é@ et VX,YEF&V/\,BER()\X‘FBY)GFG

On a : Fg# 0, car (0,0) € F.

Remarquons que : X = (1,—1) € Fy car (1) + (=1) =0
et Y =(=1,-1) € Fy car (1) +(=1) =0

Mais ona: X +Y =(1,-1)+ (—1,—-1) = (0, —2) & F,
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car (0)* + (—2) # 0. Alors Fg n'est pas un sous espace vectoriel de R2.
7 Fr = {(z,y,2,t) ER*: 22 —y+z=a+y+z—t=3x+22=1} estil
un sous espace vectoriel de R*?

F; est un sous espace vectoriel de R* si et seulement si :

Fr#0 et VX, YeFVN\BeER: (AMNX+pY)e€ F.

On a :(0,0,0,0) & Fy. Alors, Fr nest pas un sous espace vectoriel de R*.

6.7 Applications Linéaires

Définition 6.15 Soient E et F' deux espaces vectoriels surk et f : E — F une

application. On dit que f est une application linéaire si et seulement si

LVe,ye E: f(x+y)=f(x)+ f(y)
2.V ek Ve e E: f(Ax)=)\f(x).

Ceci est équivalent a dire
Y\ p ek, Yo,y € E, f Ox+ py) = M (2) + uf (y) .

On note par L (F, F') 'ensemble des applications linéaires de E vers F'.

Terminologie et notations

Si E' = F, Papplication linéaire f : E — F' est dite endomorphisme.
Si f est bijective et linéaire de £ — F', elle est dite isomorphisme.

Si f est un endomorphisme bijectif alors c¢’est un automorphisme.
Remarque 6.2 Si f est une application linéaire alors f (0g) = Op.

Exemple 6.26 Soit

f: R3 — RS
(z,9,2) +— [f(z,9,2) = (x+y,v—2y+22)

f est-il application linéaire ¢ c’est a dire :

(VA p €k, Yo,y € E, f O\x + py) = M (2) + pf (y))?
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Soient \,u € R et z,y € R3, vérifions f (A\x + py) = \f () + uf (y)
T € R =z = (11,79, 73)
Yy e RB = Y= (y17y27y3)

Ona:

f Az +py) = f (A (1, 22, 23) + 1 (Y1, Y2, Y3))

= f (A1 + py1, Arg + pye, Ars + pys))

= (w1 + pyr + Avg + py2, Aoy + pyy — A — pys, Aoy + puya + 20x3 + 2py3)
= M@y + T2, 71 — X3, T2 + 223) + 1 (Y1 + Y2, Y1 — Y3, Y2 + 2y3)

= A (21,22, 23)) + pf ((y1,92,93)) = Af () + pf (y) -

Alors, f est une application linéaire.
Exemple 6.27 Soit

g: R? — RS
(z,y) — g(x,y)=(@+y2y—z2-y+1)
g n’est pas linéaire car g (0,0) = (0,0,1) # (0,0,0).

Exemple 6.28 Soit
h: R? — R
h n’est pas linéaire car h (X +Y) # h(X)+h(Y).
Proposition 6.11 (Une autre caractérisation des applications linéaires)

Soient E et F' deux espaces vectoriels surk et f € L(E,F), alors pour tout
n €N, (z1,x9,...,xy5) € E™, (A1, A2, ..., \p) €K™, on a

Remarque 6.3 Une application linéaire f € L (E, F) est entiérement détermi-

née par les images des vecteurs d’une base de E.

Exemple 6.29 Déterminer l'application linéaire f :

f: R3 — R?
(x7 y7 Z) — f ('r? y7 Z) Y
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telle que :
flen) = [((1,0,0)) = (1,-1)
fle2) = [((0,1,0)) = (2,3)
fles)= f((0,0,1)) = (=1,2)

({e1,ea,e3} est la base canonique de R3).

Soit (z,y,2) un élément de R?, alors

f(zy,2) = f((2,0,0)+(0,y,0) + (0,0, 2)) = f (2,0,0) + £ (0,y,0) + f (0,0, 2)
= 2f(1,0,0) +yf(0,1,0) + 2f(0,0,1) =2 (1,—1) + ¥y (2,3) + 2 (—1,2)
= (r,—x)+ (2y,3y) + (—2,22) = (x + 2y — z, —x + 3y + 22)

Donc, lapplication linéaire [ est définie comme suit :

f: R3 —s R?

6.7.1 Noyau, Image d’une application linéaire

Définition 6.16 Soient I et F' deux espaces vectoriels surk et f : E — F une
application linéaire.

1. On appelle image de f et on note Im f ’ensemble défini par

mf = {yeF/FweBy=f()}={f()oeE}.

2. On appelle noyau de f et on ker f l’ensemble défini par

ker f = f7({0p}) ={z € E, f () =0r}.
Propriétés de Im f et ker f

Proposition 6.12 Soient E et ' deux espaces vectoriels surk et f : E — F
une application linéaire.

1. Pour tout s. e. v. Ey de E l'image directe f (E) est un s. e. v. de F'; en
particulier Im f est un s. e. v. de F.

2. Pour tout s. e. v. Fy de F limage réciproque f~'(F}) est un s. e. v. de

E ; en particulier ker f est un s. e. v. de E.

Preuve. 1. a) On a 0 € E; et f(0gp) = Op donc Op € f(FE). Par suite
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b) Soient yy,y2 € f(E1), donc Jz1, 29 € Ey,y1 = f (1) et yo = f (22).

Aty = flo)+ [ (@)= f(o+2) € f(E).
c) Soient y € f(Ey),A €k, donc Iz € Ey,y = f(z).

Ay o= Af(x)=f(Ax) € f(EY).

Ce qui montre que que f (F;) est un s. e. v. de F.
2.a)Ona f1(F) #0car f(0g) =0r € Fy. Donc O € f~1 (F).
b) Soient xq, x5 € f71 (F})

X1, Lo € fil (Fl) — f (1‘1) € Fj et f(l’g) € F;
= f(z)+ f(22) =f(z1+3:2) €F
= I1+ T2 E f_l (Fl)

c) Soient z € 7! (Fy) et A €k

refH(F) et ek = f(x)eFietAek
— M) = f () € B
— )\.Tefil(Fl).

Ce qui montre que que f~ (F}) est uns. e. v.de F. =

Proposition 6.13 Soient E et ' deux espaces vectoriels surk et f : E — F
une application linéaire.
1. f est injective si et seulement si ker f = {0g}

2. f est surjective si et seulement si Im f = F.

Preuve. 1. On suppose que f est injective et soit = € ker f

vekerf = f(r)=0p=f(0g)
= x = 0g
= ker f ={0g}.

Réciproquement, on suppose ker f = {0g}. Soient x1,29 € F tels que f(x1) =
f(x2)
f(r)=f(22) = f(z1)— f(z2) =0p
f (@1 —x2) =0p
xr1 — T9 € Ker f
1 — 29 = 0p

T1 = T2

LEEul

f est injective.
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2. Nous avons [ est surjective <= Vy € F,dv € E:y = f () € f (F), c’est
adire F' C f(F). Onsait que f(E) C F,dou f(E)=F.Imf=F. =

Exemple 6.30 Soit f est une application linéaire définie comme suit :
f: R3 — RS
($7y72) = f(x7yuz):(yax_zuz)

Déterminer Im f et ker f.
Ona:

ker f = {(z,y,2) €eR3: f(z,y,2) =(0,0,0)}
= {(z,y,2) eR®: (y,z — 2,2) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) eR?:y=0etx—2=0¢etz2=0}=1{(0,0,0)}.

d’ou f est injective.
Ona:

Imf = {f(z,y,2) e R3: (n,9,2) e R} ={(y,z — 2,2) : (x,y,2) € R3}
{2 (0,1,0) + 4 (1,0,0) + 2z (0, —1,1) : (z,y,2) € R3}.

Ce qui montre que les vecteurs (0,1,0),(1,0,0) et (0,—1,1) engendrent Im f .
Vérifions que {(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est linéairement indépendant :
Soient a, 3,7 € R, on suppose que: «(0,1,0) + £(1,0,0) + v (0,—1,1) =

(0,0,0)

On a:a(0,1,0)+ (1,0,0) +~(0,—1,1) = (0,0,0) =

f=0...... (1
a—vy=0..(2)
v =0..... (3)

de (1),(2) et 3) ona:a=p=~v=0, dou {(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est
libre.

on conclut que {(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est libre et engendre Im f | alors
{(0,1,0),(1,0,0),(0,—1,1)} est une base de Im f. De plus on a :

Imf CR3
et » = Imf=R3.
dim Im f =3 = dimR3

D’ou f est une application surjective.
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6.7.2 Composition de deux applications linéaires

Soient E, F,G trois k—ev et f : £ — F,g : FF — G deux applications
linéaires. Alors go f : E — G est une application linéaire. En effet ;
Soient o, f € ket x,y € K

(go f)(ax+By) = g(f(az+By)) =g (af (x)+Bf(y))
= ag(f(x)+Bg(f(x) =algof)(x)+B(gof)(y).

Proposition 6.14 Soient E et ' deuz espaces vectoriels surk et f : E — F
une application linéaire. Si f est un isomorphisme de E sur F, alors f~! est

ausst un isomorphisme de F vers E.

Preuve. Si f est bijective, alors f~! est aussi bijective. Montrons que f~!

est linéaire. En effet, soient o, 3 € k et o',y € F

fHaf (@) +BF W)

1 (e’ + By )
7 laf @)+ B8 W)) =af @)+ B Y).

D’ou le résultat. m

Définition 6.17 Deux k—ev E et F' sont dits isomorphes s’il existe un isomor-

phisme de k—ev de E sur F' ou bien de F' sur E.

Proposition 6.15 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur k de dimensions

finies. Pour que E et F' soient isomorphes il faut et il suffit que dim F = dim F.

6.7.3 Rang d’une application linéaire

Définition 6.18 Soient E et F' deux k—ev de dimensions finies et f € L (E, F).
On appelle rang de f et on note rg(f) Uentier naturel rg(f) = dim (Im f) .

Remarque 6.4 1. Si B est une base de E, alors pour tout f € L(E,F), on a
rg (f) = dim f ((B)) = dim (f (B)) = rg (f (B)) .
2. Pour tout f € L(E,F), on a

rg (f) < min (dim E,dim F) .
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Théoréme 6.31 (Théoréme du rang)
Soient E et F deur k—ev de dimensions finies et f € L (E,F). Alors, on a

rg(f) = dim E — dimker f.

Proposition 6.16 Soient E et F' deuzk—ev de dimensions finies et f € L (E, F).
Alors
1. f est injective si seulement si dim (Im f) = dim £

2. [ est surjective si seulement si dim (Im f) = dim F.

Corollaire 6.32 SurR, on consideére les espaces vectoriels R",RP et f € L (R", RP),
alors

1. n < p= f nest pas surjective.

2.n>p= [ nest pas injective.

3. n = p, on ne peut rien dire mais
f est injective <= f est surjective <= [ est bijective.

Preuve. Soit f : R” — RP? une application linéaire, alors
dim R" = dim Im f + dim ker f.

1. Supposons par ’absurde que n < p et f est surjective, alors dimIm f =
dim R? = p. Ce qui implique, n = p + dimker f et n < p, contradiction. Donc, f
n’est pas surjective.

2. On suppose de méme que f est injective et n > p. donc dimker f = 0. Ce
qui implique, n = 0+ dimIm f et dimIm f < p = n < p, contradiction. Donc,
f n’est pas injective.

3. Sin = p, on obtient n = dimIm f + dimker f et on ne peut rien dire.

Si de plus, par exemple, f est injective, alors dimker f = 0. Ce qui nous
donne, n = dimIm f et comme n = p, on déduit que f est surjective. Par suite,
f est bijective.

Raisonnement analogue si f est surjective. m

6.8 Exercices

Exercise 6.33 Soit
f: R3 — R?
(iE,y,Z) — (5L’—|—3y,2$—2)
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1) Vérifier que f est une application linéaire.

2) Déterminer ker f le noyau de f, puis donner dim ker f.
3) [ est-elle injective ?

4) Donner dimIm f, puis donner une base ¢ Im f.

5) f est-elle surjective ?

Solution

1) Vérifions que [ est une application linéaire.

Soient X = (z,y,2),Y = (2,y/, ) eR3 et \,pyeR. On a :

fOAX+pY) = f(Az,y,2) +p(@y,2)
= f((\z+pa', Ay + py', Az + p2'))
= (Az+ px’ + 3y + 3uy’, 2 x 4+ 2ux’ — Az — pz’)
= MNax+3y,20—2)+p(2' + 3y, 22" — 2')
= A (g 2)) + f (@ ) = Af () + f (V).
Donc, f est une application linéaire.

2) Déterminons ker f le noyau de f, puis nous donnons dimker f.
On a:

ke = {(n.,2) €R?: f(n,y,2) = (0,0)}
= {(z,y,2) € R®: (z + 3y,2z — 2) = (0,0,0)}

—1
= (w,y,z)eR?’:y:?a: et z = 2x

-1
= x(l,;,?):£€R},

-1 -1
d’ou le vecteur (1, ER 2) engendre ker f de plus le vecteur (1, ER 2) est libre

—1
car il n’est pas nul en déduit que{ (1, 3 2) } de ker f, donc dimker f = 1.

3) [ nlest pas injective car on a : ker f # (0,0,0).
4) Donnons dim Im f
On a : dimIm f + dimker f = dimR3 = 3, on déduit que : dimIm f = 2.
Nous donnons une base a Im f, on a :
Im f C R?
et p = Imf =R
dim Im f =2 = dim R?
donc B = {(1,0),(0,1)} la base canonique de R? est base de Im f.

5) [ est surjective car : Im f = R2.
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Exercise 6.34 Soit l’application

f: R? — R3
(z,y,2) —— [(z,9,2) = (z + 22,y + 2,3z + 22)

1) Montrer que f est linéaire.
2) Déterminer ker f et Im f en précisant leurs dimensions.
3) [ est-elle bijective ? Justifier.
Solution :
On a:
V(z,y,2) €R®, f(z,y,2)= (v +22,y+23x+22).

1) Montrons que f est linéaire.
Soient a, B € R et X = (x1,y1,21),Y = (29,92, 22) € R3.

[ (aX 4 BY) = f(axy + Bz, ayy + Bya, az1 + Bz)

= (awy + Bry + 2 (azy + Bza) , ayr + Byo + (az1 + B22) , 3 (awy + fra) + 2 (az1 + f22))
= (afx1+221) + B (24 222) , 0 (y1 + 21) + B (y2 + 22) , @ (31 + 221) + 5 (3xg + 222))

= (561 + 221, Y1 + 21, 3131 + 221) -+ ﬁ (SL’Q + 2z2,y2 + 29, 3372 + 222)
= af (z1,y1,21) + Bf (22,92, 22) = af (X)+Bf(Y).

Donc, f est linéaire.
2) Déterminons ker f et Im f.

Kerf = eR?: f(x,y,2) = Ops}

ER?: (z+22,y+ 2,3z +22) =(0,0,0)}

Kerf = {0gs} = dim Kerf = 0.

Imf = {f(z,y,2) € R/ (z,y,2) € R%}
{(x +2z,y+ 2,3z +22) / (v,y,2) € R3}

= {2(1,0,3) +y(0,1,0) + 2 (2,1,2) / (x,y, 2) € R3}

= <(1,0,3), (0, 1,0)7 (27 172)> :
N N N —

ui u2 u3

Done {uy,uq,uz} engendre Im f.

Montrons que cette famille est libre.

{(z,y,2)
{(z,y,2)

= {(z,y,2) ER3:2+22=0ety+2=0 et 3x + 22 =0}
{(x,y,2) ER®:x=0et y=0etz=0}=1{(0,0,0)}.
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Soient o, 5,7 € R/auy + Pug + yuz = Ops

(XU1+6U2+’YU3:OR3 - a(17073)+ﬁ(07170)+7(27172):(07070)
= (@+27,8+7,3a+2y) =(0,0,0)

a+2y=0 ........... (1)
= B4+v=0 .o (2)
Ja+2y=0 ........... (3)

(8)-(1) donne 2a = 0 et donc o = 0. On remplace o dans (1), on aura v = 0.
On remplace v dans (2), on aura 3 = 0. Donc {uy,us, ug} est libre.
Finalement {uy,us,us} est une base de Im f et par suite dimIm f = 3.
3) Kerf = {0gs} = f est injective

Im f C R3 L.
) / ) , (—Imf= R3 = [ est surjective.
dimIm f =3 =dimR ~
espace d’arrivée

Finalement f est bijective.
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