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I.1) Introduction:

La modélisation de la représentation d'un systeme multi-variables, multi-entrées et multi-sorties
au moyen de fonctions de transfert ne donne pas un apercu de I'état interne du systeme. En effet,
I'application de techniques de commande avancees repose sur la connaissance des variables d'état
du systeme a commander. Toutes les méthodes, qu'elles soient linéaires ou non linéaires, en
temps continu ou discret, restent valables et efficaces jusqu'a ce que ces systémes atteignent un
niveau de complexité tel que I'on ne se contente plus d'une seule relation entrée-sortie pour bien
contrbler.La représentation d’état des systémes est un outil puissantpermettantdemodéliser le
fonctionnement de systemes linéaires ou non, en temps continu ou en tempsdiscret et qui possede
en outre, ’avantage de conserver la représentation temporelle des phénomenes.

|.2)Espace d'état

Un vecteur d’état est un ensemble minimal de variables d’état, c’est-a-dire degrandeurs
temporelles, nécessaires et suffisantes pour déterminer 1’évolution futured’un systéme en se
basant sur les équations et les entrées de cesysteme. En générale, 1’état d’un systeme est
représenté par son vecteur d’état sous conditions de 1’indépendance linéaire des variables d'état
choisies.

1.2.1) Grandeurs et équations d'etat

Pour introduire la modélisation par variables d'état, on part d'un exemple d’un systéme (fig.1- 1)
gu'on peut commander par une entrée u .On est intéressé par sa sortie y. Les matrices A, B, Cet
D sont indépendantes du temps.

dquation d'état

s

Figure 1-1 Schéma bloc du modéle d'état

-
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La forme généralisée des équations d’état d’un systéme linéaire multi-entrée, multi-sortieest:

x(t) = Ax(t) + Bu : équation d'état ou équation de commande

(L1)

y(t) = Cx + Du : équation de sortie ou équation d observation

> X(t) :vecteur d'étatx(t) € R™(n: nombre d'états ; I’ordre du systéme)
> u(t) :vecteur des entrées u(t) € R™(m: nombre d'entrées)
> y(t) : vecteur des sorties : y(t) € RP (p : nombre de sorties)

X4 uq 1
X u y
x©=("];  uw=| " yo={"
Xn Uy, Yp

> A : Matrice d’état A € R™" (matrice carré)
> B:Vecteur de commande d’entréeB € R™™
> C : matrice de sortie y(t) € RP™

> D : Matrice de couplage D € RP™ (souvent D=0)
Interprétation du schéma :

» Equation d'état = vue interne du systéme

> A représente les interactions dynamiques entre les différents éléments internes du
systeme

> B : représente I'action des entrées sur I'évolution dynamique du systeme

» C :indique les capteurs permettent d'obtenir les sorties

Exemple :Un MCC fonctionne en régime linéaire. Le schéma de ce moteur est représenté sur la
figure 1-2 .La sortie O(t) est la position angulaire du moteur. Il entraine une charge présentant un
couple de charge Cr(t).On suppose que toute la puissance électrique du MCC se transforme en

puissance mécanique.

. L
i(t) R o
N
/l\ Cr(t) t‘J
; RN SN
u(t) .e(l)T:i—-‘—— ®
T
T Cm(t)

Figure 1-2 MCC

A partir de la loi d’Ohm, appliquée a I’induit, et de la loi fondamentale de la dynamique déduire
les équations dynamiques gouvernant le comportement du moteur,L’équation électrique de

I’induit et I’équation mécanique s’écrivent :
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. di(t)
ll(t) = Rl(t) + LT + e(t)
do_, (L2)
]E — Yem ~ Yr

Les relations qui lient les grandeurs électriques et les grandeurs mécaniques sont :

e(t) = kw
Lo = i 09
La représentation du systeme :

Variables d’état : courant dans I’induit x; = i
Position angulaire : x, = 0

Vitesse angulaire : X3 = w

Lasortie y=0

L’équation ¢électrique de I’induit et I’équation mécanique s’écrivent :

(w(®) = Rx; (0) + L dx(;t(t) + kx3(b)

{ X, () =0 = J-Xg(‘[)d‘[ (1.4)
d

\ % = le(t) -G

Pour mettre en évidence les variables d'état, on transforme ces équations différentielles
quelconques en un systeme d'équations différentielles du premier ordre, en écrivant la grandeur
dérivée dans le membre de gauche et une combinaison de grandeurs non dérivées dans le

membre droit de chaque égalité.

On obtient le systeme d'égquation suivant :

(dxl(t) R k 1
S = 7O~ Tx3(® + Tu®
dXZ _
; T (I.5)
dX3 _ k 1 C
\ KT R
Yy=X2
On pose :
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X4
X = X9
X3

On peut écrire le systeme d'équation (1.5) sous forme matricielle.
x(t) = Ax(t) + B,u + B,C, : équation d’étatouéquationdecommande
y(t) = Cx + Du : équation de sortie ou équation d’observation

Les matrices se déduisent

/—R/L 0 —k/L\ 1/L 0
A=| o 0 1 |Bu={ o |B:=| o

\ ? 0 0 / 0 -1/]
C=( 10) D=0

Sous forme matricielle :

X, /—R/L 0 —k/L\ Xq 1/L 0
X, |=| 0 0 1 x, [+ o Ju®+| o0 |G (1.6)
X3 \ % 0 0 / X3 0 ~1/]
X1
y®=(0 1 0)|x, |+0u (1.7)
X3
» La matrice A est appelée matrice fondamentale, car elle contient la description du

comportement dynamique du systéme.

> Buvecteur d'entrée

> By Vecteur d'entrée de perturbation

> la matrice C le vecteur-ligne de sortie

> la matrice D est en général nulle dans les systemes physiques
1.2.2) Stabilité :

Un systéme est stable si, en lI'absence d'excitation et abandonné dans des conditions initiales non
nulles, il revient a son état d'équilibre en un temps raisonnable. Considérons un systéeme d’écrit
par sa représentation d’état :

x(t) = A.x(t) + B.u(t)
{ y(t) = C.x(t) (1.8)
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En I'absence d'excitation et abandonné dans des conditions initiales non nulles:

u(t) =0 et xo#0 (1.9

On applique la TL pour des conditions initiales xonon nulles, puis on extrait X(P).

TL PX(P) — xo = AX(P) = (PI — A)X(P) = x, (1.10)

(PI - A)min ]n;l(P - Z]-)

=>X(P) = (PI-A)x, = mxo = Bf [,(P—P) Xo

(1.11)

Le polyndme caractéristique det(PI — A)peut s'exprimer de maniere factorisée avec les valeurs
propres Pi ou poles.

det(PI — A) = H(P —P)=P-P)P-P)P—-P;).......(P=P,) =0  (1.12)
i=1

La stabilité du systeme est déterminée par les valeurs propres de la matrice A,qui sont les
solutions de son équation caractéristique.

1.2.3) Commandabilite d’un systéme :

La commandabilité d'un systeme est une condition nécessaire a I'établissement d'un régulateur.
Un systeme est dit commandable depuis I'entrée u s'il est possible d'intervenir sur cette entree
pour atteindre un état final x(t) = 0 a partir de conditions initiales x(0) quelconques en un temps t
fini.

Le modeéle d'état permet de déterminer si un systéme est commandable en construisant sa matrice
de commandabilit¢ Qc. C'est une matrice carrée de méme dimension que la matrice
fondamentale.

On considére un systeme(1), la matrice de commandabilité Qc est définit comme suit :

Q.= [B,AB, ........A" 1B] (L.13)
Avec :Q.(k) = AQ.(k—1)

Un systeme est commandable si sa matrice de commandabilité est réguliére : detQ.#0

1.2.4) Observabilité d’un systeme :

Un systeme est dit observable si on peut déterminer de maniére univoque son état de départ x(t0)
en mesurant sa sortie y(t) lorsqu'il est soumis a une commande u(t) pendant un temps fini.

Un systeme défini par son modele d'état A, B, C est observable si sa matrice d'observabilité Qobs
est réguliére.
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C
CA
x(t) = Ax(t) + Bu CA?
y = C.x Qobs =
LCA L.

Exemple
x® =} _ Hx®+[2]u®
y® =[2 —-1]x(t)
Etudier la stabilité la commandabilité et I’observabilité

> Stabilité : on calcule les valeurs propres de la matrice A

pi-a=(g -7 _s=C1° pid)

det[PI-A]l=(p+3)(p+5)—-8=p?+8p+7=(p+1)(Pp+8)
Deux valeurs propres (poles) -1 et-7 par conséquent le systéme est stable.
> Commandable n=2
— {121 -3 23127 _ (2 -6
[ [ 3| R
detQ.=16 par conséquent le systéeme est commandable.

> Observabilité

Qs = [ ]ca=12 —11[°_ *|=1-10 9]

Qobs = [_210_ 19] detQ,,s =18 —10 =8 doncLesystemeestobservable

1.2.5) Passage d’une représentation d’état vers fonction de Transfert :
On considére un systéme LTI (linéaire temps invariant) décrit par sa représentation d’état :

{)’((t) = Ax(t) + Bu(t)
y = Cx(t)

(1.14)

(1.15)
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Dans le cas des systemes multi-entrées multi-sorties (systeme mimo), G est une matrice
des fonctions de transfert entre une entrée et une sortie. Par exemple :

Y;(P)

U;(P)

On se restreint au cas d’un systémea une entrée et une sortie. Exprimons la fonction de
Transfert G(p) du systéme en fonction des matrices A, B et C.
Y(P)
G(P) = —= .17
® =5 (1.17)
En prenant les T.L (transformée de Laplace) des équations d’état et de sortie, on obtient:

{PX(P) = AX(P) + BU(P)

Y(P) = C.X(P) (1.18)

En supposant les conditions initiales nulles.
X(P) = (PI, — A)"'B.U(P) (1.19)
Y(P) = C[(PI, — A)"'B]U(P) '

Avec I, est la matrice identité de dimension Inx«.
Finalement :
Y(P)
G(P) = —==C(PI,—A)"'B 1.20
(P) = Gpy = CPLa — A) (1.20)

L’inverse d’une matrice est obtenu par :

_ (Pln - A)min — (PI - A)Iof
det(PI—A) det(PI—A)

(PI, — A)~! (1.21)

En substituant a I’inverse sa définition, il vient :

G(P) _ Y(P) _ I (Pln - A)min

U(P) | det(PI—A) (1.22)

det(PI — A)est un polyndme en P dont lesracines sont les valeurs propres B;de la matrice
fondamentale A.

Y(P) _ C(PI—A)minB
uP) I, (P —Bi)

On peut reprendre la fonction de transfert sous la forme d'Evans qui met en évidence les p6les
Pi et les zéros zj.

G(P) =

(1.23)

YP) [P -12)

P =y@) =S e—py

(1.24)
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En comparant les relations, il apparait qu'il y a identité entre les pbles Pi de la fonction de
transfert et les valeurs propres B; de la matrice d’etat A.
Pour les zéros sont les racines du polynomecCT. (PI — A) pin B

1.3) Réglage d’état (la commande par retour d’état) :

Le réglage par le retour d’état consiste a piloter le systéme par un signal de consigne et a générer
automatiquement le signal de commande en comparant en permanence la valeur de la consigne
et I’état réel du systéme.

1.3.1) Principe du réglage d’état:

Le principe est de déterminer une commande telle que les p6les de la fonction de transfert du
systeme boucle (BF) soient convenablement imposés selon le cahier des charges. Les poles de la
fonction de transfert étant les valeurs propres de la matrice d’état, le but est donc de modifier
convenablement la matrice d’état du systéme.

Soit un systeme linéaire stationnaire défini par sa représentation d’état (A,B,C).

{ x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.25)

y = C.x(t)

u(t) [x = Ax + Bu (®
yv=Cx

Figure 1-3 Schéma bloc d’un mode¢le espace d’état en Boucle ouverte

La commande par retour d’état linéaire est construite par rétroaction linéaire de 1’état du systéme
sur I’entrée:

u(t) ¥ = Ax + Bu
Yref + {y =C.x _’y(t)

Kx(t) ‘(@)

e
AN

Figure 1-4 Structure de la commande par retour d’état

<
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Dans le cas d’un systéme a une entrée, la commande par retour d’état s’écrit :

u(t) = —Kx(t) + yer(t) (1.26)

avec:K = (k;k; ...k,)
Avec K € R": est une matrice appelée gain du retour d’état et y.¢(t) : la consigne.

X1

X
u(t) = —(k1k2 ---kn) 2 + Yref(t) = —(k1x1k2X2 ---knxn) + Yref(t) (l- 27)

Xn

En tenant compte de 1’équation (19), la représentation d’état (17)s’écrit donc :

x(t) = Ax(t) + B[-Kx(t) + yrer ()] (%(0) = [A — BK]x(t) + Byyer()
{ y = C.x(t) f 0“{ y=cx® 20
yref(t) {x(_t] = [A—BK]x(f)+BJ’ref(t) i&-

y = C.x(t)

Figure 1-5Le schéma bloc du retour d’état

Ainsi, la dynamique du systéeme bouclé est donc fixée par les valeurs propres de la nouvelle
matrice d’état[A — BK]. Ces valeurs propres sont les racines de I’équation caractéristique :

det[PI— (A—BK)] =0 (1.29)

1.3.2) Réglage d’état par placement de poles :
Le principe de la méthode de placement de pdles consiste a imposer les polyndmes
caractéristiques du systéeme en BF :

Aa—BK) (P) = det[PI — (A — BK)] = A4.s(P) (I.30)
Ades (P): Polyndme caractéristique du systeme désiré en BF (méme degré) qui est imposé par le

cahier des charges.
Aa-k)(p): Polyn6me caractéristique du systeme en BF.

1.3.3) Commande par retour d’état et action intégrale
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La commande par retour d’état permet de modifier les poles du systeme en boucle fermée.

Cependant, cette derniére ne permet pas d’assurer une erreur de position nulle. Pour cela on
insere un intégrateur dans la chaine directe. Pour montrer I’intérét d’une telle commande, on

choisit un systéeme SISO.

Le principe est d’insérer un intégrateur dans la chaine directe comme le montre la figure

L J

Xg kRXR u(t) x(t) = Ax(t) + Bu(t) —
_’ " "‘ { y(t) = C.x(t)

K-"(t%l x(t)
N

Figure 1-6Commande par retour d’état et action intégrale

> Etablissement du modelé d’état du systéme en boucle fermée :

A partir du schéma de la figure 8, on écrit :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
Xg(t) = yrer(t) — C.x(1) (1.34)
y(®) = C.x(t)
La loi de commande est définie par :
u(t) = —Kx(t) + kpxp () = —[K—kg] [X"R((tt))

avec: x(t) = (x1x3 ...x,)etK = (k{k, ...K,,)

C’est donc une commande par retour d’état pour le systeme globale(BF) suivant :

FOT= 12 O]+ Bluw+ [ %] vea®

Onpose: z(t) = [XXR]

z(t) = Az(t) + Bu(t) + Dy, (t)
onaura:
u(t) = —K z(t)

avec: A=[A O |B=[7]p=]0 K= KK

(1.35)

(1.36)

(1.37)
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On remplace la commande dans I’équation d’état, on obtient :
Ze, = (A — BK)zZ,, + DYy (1.38)

La commande par retour d’état intégrale doit assurer :
1) la stabilité du systeme en boucle fermée.
2) une erreur nulle en régime permanent.

En régime permanent, les différents signaux convergent vers une valeur finie :

m[x(t)] = X

(1

{l XR(t) = XR
| ¥1m [u(t)] = u, (I.39)
\lim

Yref (t) ref

En régime permanent, a partir de 1’équation (1.31), le calcul des points singuliers du systéme en
BF donne alors I’équation statique :

= (A — BK)zy, + DY,¢f (1.40)
On établit la dynamique de I’erreur a partir de 1’équation (1.31) et (1. 34)

e(t) = X;(EB :};:00] = Z(t) — ZotYrer(t) = Yyer

La dynamique de I’erreur est exprimée par I’équation différentielle suivante:

é(t) — (A—BK)e(t) =0 (1.41)
Pour montrer que la dynamique de l’erreur est stable et tend vers zéro pour des temps
suffisamment grands, il faut choisir :

Ktel que(A — BK)soit stable.

Par ailleurs, le choix des poles de(ﬁ - ﬁf()permct d’imposer la vitesse de convergence de
I’erreur vers zéro et donc de x(t) vers xo. Le probléeme de la synthése d’une commande par
retour d’état avec action intégrale revient donc au calcul classique d’un retour d’état sur un

systéme augmente.

Exemple : Soit I’exemple suivant :
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x(t) = 3x(t) + u(t)

y(®) = x(t)

Iref ~ g {;\'c(t) — O +u) | ®
4-(8)—' y(©) = 2() =
v(t)

Figure 1-7Systeme en boucle fermée

Le cahier des charges impose le polynéme désiré :

}\(des):PZ + 5P+ 25.

1) Etablir le model¢ d’état du systéme en boucle fermée :
2) Etablir les equations en régime permanent

3) Etablir la dynamique de I’erreur :

4) Calculer les gains du correcteur d’état

1) Etablir le model¢ d’état du systéme en boucle fermée :

A partir du schéma de la figure 9, on écrit :
x(t) = 3x(t) + u(t) ( x(t) = 3x(t) + u(t)
XR(t) = Yrer t — Y(t) XR(t) = Yref(t) —x(t)
y(® =x(t) y(® =x(t)

Sous forme matricielle:

[Xi((?) N [—31 Oo] [xXR] + [(1)]““)+ [_01] Yrer (V)

La loi de commande est définie par:

x(t)

u(®) = —kx(®) + knxa(©) = ~[k—ka] |- >
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Onpose: z(t) = [XXR]

z(t) = Az(t) + Bu(t) + Dy, (1)
onobtient:
u(t) = —K z(t)

23 01s_MMs5_070 1% _mn_
avec: A—[_l O]B_[O]D_[—I]K_[k kg]
2) Etablir les équations en régime permanent

z(t) = Az(t) + Bu(t) + Dy,¢(t)
Enrégime dynamique :
u(t) = —-K.z(t)

3) Etablir la dynamique de I’erreur :

La convergence des états, vers leurs valeurs en régime permanent, est exprimée par la
dynamique de I’erreur :

x(t) — X

e(t) = [XR(t) - XROO] =2(0 2o

On obtient : é(t) = (A —BK)e(t) + (A — BR)z,, + DY;¢f
En régime permanent : (A — BK)ze, + DY;er_o = 0

donc : é(t) = (A - BK)e(t)

Finalement, la dynamique de I’erreur est donc gouvernée par 1’équation suivante :
é(t) — (A—BK)e(t) =0

4) Calculer les gains du correcteur d’état

Le choix des poles (valeurs propres), de la matrice(A — BK), permet d’imposer la vitesse de
convergence de I’erreur vers zéro et donc de X(t) vers Xe.

Pour cela on doit imposer un polynéme caractéristiqueassociéé(ﬁ — ﬁﬁ) selon le cahier des
charges.

Le polyndmecaractéristiqueassociéa(A — BK)s écrit :
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(a-8R) =[5 %ol =[]t =[5 ol = [p" )

[PI - (A - BK)| = (OP Op) - [31_ klk}({)]:(f o kl_k;)

det[PI — (A—BK)] = P(P -3 +k;) + kg
)L["_ﬁf(](P)= P? + (k; — 3)P+ kg

Le cahier des charges impose le polyndme désiré :P(des):P2 + 5P+ 25.

Par identification, on en déduit alors les gains du correcteur :

— ki —3=5 ki=8
Aa_8r])(P)= Ages) (P)= {kR =25 {kn =25

Le schéma bloc du systéme asservi figure 9.

. krxg
Yref Xpg ] Xg u(t) {_-i,-(t] = Ax(t) + Bu(t) >0
,( g} . f ] y(t) = C.x(t) >
I )
x(t)

A x(t)
N

Figure 1-8Influence des pdles sur le comportement dynamique en BF
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Figure 1-10 Allure de la vitesse pbles=[-85, -5-8i,-5+8l]
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Figure 1-11 P6les = [-85, -5-20i,-5+20i]
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1.4) Observateur et estimateur de d’état

1.4.1) Position du probléme

L’application de la commande par retour d’état nécessite la mesure de toutes les variables d’état.
En réalité, les systéemes physiques sont tres peu instrumentés, les raisons sont :

Le cout, La difficulté d'accéder a certaines variables, la fiabilité, I'encombrement...

On cherche a commander un systéme dont le modele d’état est :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
(1.36)
y(t) = C.x(t)

L’état x(t) du systéme n’est pas accessible a la mesure. Seules I’entrée u et la sortie y(t)qui sont
mesurables. On cherche a estimer 1’état courant du systéme pour calculer la commande u. Pour
cela, on intégre un simulateur du systeme a commander appelé observateur.

Consigne u (t) Sortie
R | Systéme e
r 3
K% (t) - !
s Observateur

Etat estimé
® (b

Figure 1-12 Réglage d’ctat avec observateur

Son role dans la structure de commande est de donner une bonne estimation du vecteur d’état
X(t) afin d’appliquer la commande par retour d’état.

1.4.2) Observateurs de Luenberger
Calcul du gain de I’observateur ¢
Un observateur d’état est un systéme qui, excité par I’entrée et la sortie du systéme, est

capable de reconstruire (estimer) de maniere asymptotique I’état courant du systeme a
observer. Sa structure est basée sur le modéle d’état du systéme:

<
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%(t) = A®R() + B(Hu(t)
(1.37)
y(®) = Cx(V)

Sortie v(t)
u(t) Systéeme >
(ABC) ]
v =
Observateur

Etat estimé
X (t)

Figure 1-13 Observateur Luenberger

1.4.3) Observateurs de Luenberger

On appelle observateur (de Luenberger) du systeme (I.37) un systéeme qui est décrit par le
schéma fonctionnel suivant :

Figure 1-14 Schéma de I'Observateur Luenberger

Le modele de I’observateur est défini par :

x(t) = AR®) + BOu(®) + ¢[y(t) — (0]
(1.38)

y® = Cx(v




Chapitre |  Commande dans ’espace d’état

Avec :

4 X(t)est le vecteur d’état estimé

v y(t)est la sortie estimée

v ¢est le (la matrice de) gain de I’observateur.

Calcul du gain de I’observateur ¢

L’objectif est de calculer convenablement la matrice ¢ telle que :

lim e(t)= lim (R(t)— x(t)) = 0 (1.39)

t—o0
Si I’erreur converge asymptotiquement vers zéro, alors X (t) converge asymptotiquement vers
X(t).

Calculons la dynamique de I’erreur e(t):
A partir des équations(I. 37)et (1. 38), on obtient :

%(t) = [A — $CIR(t) + py(t) + Bu(t) (1.40)
%(t) = [A — $pCIR(t) + PCx(t) + Bu(t) (1.41)

(1.41) — (1.36)il vient que :
(1) —%(1) = [A - $C](R(D) — x(D)) (1.42)

On obtient la relation suivante:

e(t) =[A— PpCle(t) (1.43)

Avec : e(t) = x(t) — x(t)

La matrice [A — ¢ C] doit alors étre choisie de maniere a assurer la stabilité asymptotique de e(t)
et la convergence de e(t) vers 0.

Choisir les valeurs propres de (A — ¢C)

Aa-¢c)(P)=det(PI — [A — $C])=Ages(P) = [Ii,(P — Py) (1.44)
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Exemple : Considérons le systéme :

x(t) = Ax(t) + Bu(t) -1 0 1
A=( )HB=< )c:u "
y(t) = C.x(V) 0 -2 1

21
Pour: n=2 ¢ = ( >
P

La dynamique du systeme a observer

P 0 -1 0 p+1 0
Aa)(P)=det(PI - A) = det(( ) - < )) = det < )
0 P 0 -2 0 p+2

Les valeurs propres de la matrice A sontP; = -2 P, = —1

Choix des valeurs propres a imposer

On impose une dynamique plus rapide que le systeme
Ages(P) = (P —21)(P—23)

Ay =2P, =—4 eth, =2P, = -2

Ages(P) = (P+4)(P+2)=P?+6p+8

Calcul du gain de I’observateur

Aa-¢pc)(P)=2Ages (P)

Aa-¢c)(P)=det(PI — [A — ¢C])

-1 0 b, -1 0 b1, —1-¢1—,
[A—¢c1=( )— (1 1>:< )_ _

0o -2 d, 0 -2 b9, -2 - ¢,

P O (‘1 - ¢1—¢1> (P +1+ ¢1¢1>
PI—[A—(I)C]:( )_ _
0 P —$2—-2 - ¢, $2P +2 + ¢,

Aa-¢pc)(P)=det(PI—[A—¢C]) = (P+1+ d)(P+2+ by) — 16,

Aa—pc)(P)=det(PI — [A — ¢C]) = P*+ B+ 2+ )P+ (14 $1)(2 + d2) — b1

-
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Aa—pc)(P)=P2+ 3+ b+ G1)P —p1dr + d1dy + by + 2 Py +2
Aa—ec)(P)=P2+ 3+ b+ d)P+ ¢y + 2 ¢y +2

P2+ B3+ ¢+ )P+ Py +2¢dy +2=P>+6p+8

{¢2+2¢1=6{¢1=3
¢+ =3 (2 =0

x(t) = [A — dCIR(Y) + ¢.y(t) + Bu(t)

-
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11.1) Introduction :

L’objectif de la commande optimale est de chercher parmi toutes les commandes possibles la
solution optimalequipermet a la fois :

- de Vvérifier des conditions initiales et finales donnés.

- de satisfaire diverses contraintes imposées.

- d’optimiser un critére choisi.

D’un point de vue formel, le probléme de commande optimale est unprobléme de minimisation
ou de maximisation d’une fonctionnelle.

I1.2)Formulation du probléme de la commande optimale

On considére un systeme dynamique continu, dont le comportement est décrit par le
modeled’état suivant :

{X(t) = f(x(t),u(t),t)(II 1)
y(®) = g(x(®,u(®), )"

Avec :
( x(t) e R
| u(t) e R-
4 y(t) =€ R™
| f(©) = [f; (D), ........fL(O]T € R"
lg(® = [g1(0), ... g (DT € K"

Les contraintes sont:

Les variables d’états : X(t) € [Xmin » Xmax] € R"(L. 2)

Les commandes : u(t) € [Upin »Umax] € RT(1.3)

Les sorties : y(t) € [Ymin » Ymax] € R™(1.4)

Letemps:te [ty ,t;] c R* (IL.5)

Ces contraintes correspondent a des propriétés physiques du systeme réel.

La commande optimale consiste a calculer un vecteur de
commande t(t)satisfaisant la contrainte (4 ) qui
transfertle vecteur d’état du systeme (1) d’une valeur
initiale  xo(t=to ) & une valeur finale x«(t=tf), (ensemble
objectif) en minimisant un critéred optimisationet en
satisfaisant la contrainte (5).

11.2.1) Critére d’optimisation :
Il s’agit d’une grandeur mathématique désignée dans la littérature technique selon le domaine :
critere (en automatique), fonction codt(en économie), fonctionnelle (en mathématique).Dans ce
qui suit, on utilise le terme critére.
La formulation générale du critére d’optimisation est congue selon les propriétés physiques du
systéme considéré et I’objectif du probléme d’optimisation. On peut considérer :

e minimiser un temps ;
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e optimiser une amplitude ;
e maximiser un profit ot un revenu;
e minimiser une erreur ;
e minimiser une consommation.
11.2.2) Les conditions aux limites: (conditions initiales et finales).
Dans le cas réel les conditions aux limites sont déterminées comme suit :
> Les conditions initiales to et xq(t = ty) = [x1(tg), X2 (tg) ..... X, (te)]Tsont fixées et
connues ;
> Les conditions finales tr et x¢(t = t;) = [x,(tf), X, (t¢) ..... X, (t;)]Tsont établies en
fonction du but qu’on veut atteindre.

11.3)Principe de Calcul de la Commande optimale :
Soit le systeme (1) decrit par le modéle d’état suivant :

{X(t) = f(x(t), u(t),t)
y(®) = g(x(®),u(p),t)

S: la fonction co(t @ minimiser :
tf

3 = S(xp tp) + j Vx(0), u(t), tldt (IL.6)
to
Avec : Xo et to sont fixées et connues,
xfet  tepeuvent étres : libres ; partiellement libres ou fixés
ou « V » et « S » sont des fonctions scalaires.
> S(x¢,tp) : représente le cout sur le vecteur d’état final x(tf) par-rapport a sa valeur
désirée X.
> V(x(t),u(t),t) : est évaluée le long de la trajectoire x(t), obtenue dans I’espace d’état
pour t €[ to, ti].

On adopte les hypotheses suivantes :

1) S(x¢, te)et V[x(t),u(t),t] sont continues, dérivables par-rapport a (x(t), t)etadmettent des
dérivées premiéreet seconde continues sur [to, tf].

2) u(t) = [uy (v), ........u.(t)]ToU les ui(t), pour i=1, ..., n, sont continues, indépendantes les
unes des autres et les d'u(t)/dt! sont continues;

11.3.1) Principe du maximum de Pontriaguin (PMP)

On introduit le vecteur des multiplieurs de Lagrange A(t) =[A4(t), ..., A,(t)]" , appelé aussi
vecteur adjoint (co-état), associé aux « n » équations d’état du systéme considéré.

On définit ’'Hamiltonien comme une fonction scalaire et elle est définie comme suit :

H[x,u, A t] = V[x(t),ult),t] + AT(O)f(x,u, t) (I1.7)

Les conditions nécessaires d’optimalité en fonction de I’Hamiltonien:
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1) Equation d’états du systéme :x(t) =
%}[(x, u, A t) (11.8)

2) Equation d’états du systéme adjoint:A(t) = — :—x}[ (x,u, A, t)(11.9)

3) Lacommande optimale :ﬂi Hx,urt)=0 (1. 10)

On a 2n équations différentielles du premier ordre, elles nécessitent le méme nombre de
conditions initiales ainsi que les instants limitesto et tf, donc 2n+2 valeurs limites a connaitre.
Xo = X(t = to) = [x1(ty), X2 (to) - .- Xp (to)]”
xp = X(t = tg) = [x4(te), Xa(tg) oo oo X (E)]"
La solution optimale (x,u,2) correspond au minimum du critéereS, qui la solution du systéme
d’équation (8)-(10) sur [to, tf].

11.3.2) Détermination des valeurs aux conditions limites :

Dans le probléeme de commande optimale a résoudre, to et xo(t = ty) sont fixées et connues, Il
resten+1(tr et x; )conditions finales & déterminer. Pourcela, on utilise les conditions limites ou
conditions de transversalités.

Dans le cas général, ou les conditions finales tr et x(tf) sont libres, ces conditions s’écrivent:

|72+ 2|6t + |Z - a)| 62, =0 t=t, (IL11)

Selon la définition des valeurs des conditions finales, on a différents probléemes de commande
optimale :
> Si x; = x(tpet tgsont fixés, alorsdx; = 0 etdt; = O:
Alors la condition finaleest satisfaite
> Six; estfixéalors 8x; = 0 et t; reste libre de choix

La condition limite (11) devienne :[ﬁ-\[ + g] =0 t=t;
> Sitrest fixé, alorsdt; = 0 at =ty, : alors la condition finale est :
La condition limite (I1.11) devienne : A(t) = [ﬁ] t=t
0xlopt

NB : Les conditions aux limites sont nécessaires pour le calcul de la solution optimale.

Exemple :

On considére le systeme linéaire du premier ordre :x(t) = u(t)
Partant de 1’état initial donne X (0) = Xo.

Appliquer le principe du maximum pour résoudre le probléme suivant :




Chapitre 1l : Commande optimale LOR

1) Au bout du temps T donné, amener le systeme en x(T) = 0, tout en minimisant le critére
suivant:

1 (4
3= > (u? + w?x?)dt

to
Solution :

x(t) =ut) =f(x,u,t)
Vix,u,t]=1/2(u? + w?x?)

1) Le hamiltonien s’écrit : H = V[x,u,t] + AT(D)f(x,u, t)

1
H = E(u2 + w?x%) + Au

. ]
x(t)—af]‘[
2 d
A(t) = — aﬂ‘
9 H=0

ou”

2) La commande optimale :

a _n_9/1. 9 242 _ ) _
a}[—O—a(E(u+wx)+Au) ) +A0M) =0

opt

d'ou:

a(t) = —A(t)

3)L’équation d’état :

A 0 J /1
) = —ar — — (= (2 2,2 _
X(t) = 61}[ 61(2 (u”* + w*x )+Au> u(t)
d’ou :X(t) = 1(t) = —A(b)
4)Le systeme d’état adjoint s’écrit :
A 0 d /1
__Zar_ Y (I2 22 (2
A(Y) ax}[ Ix (2 (u”* + w*x )+lu) (w*x)

d’ou: i) = —w?

5) Le systéme d’équation différentiel
En reportant la commande optimale dans 1’équation d’état, on obtient le systemedifférentiel :

R(t) = Ae®' + Be ™t

R(t) = —A()
{ A(t) = —w(Ae®t — Be ®t)

- =>§(t)—w2f(=0=>{
A(D) = —w?R
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6) Conditions aux limites :

X(t=0) = xoest donne, A(0) est inconnu : X(t = 0) = Ae®? + Be™®? = A + B =X,
X(t=T) = 0 est donne, A(T) est inconnu : X(t =T) = Ae®T + Be T =x,=10

La résolution de ces deux équations en A, B donne :

{ e—u)T
A=— ewT _ a-wT X0
eu)T
k = ewT _ a-wT X0
x() = —A(1)

On en déduit la commande optimale :  @i(t) = X(t) = wAe®t — wBe ®t

I1.4)Commande Linéaire Quadratique LQ (LQR):

Le systeme a commander est linéaire et le critere a minimiser est quadratique basée sur les
énergies de commande et énergie de sortie. Ces systémes sont d’une grande importance en
pratique. En effet un critéere quadratique est souvent trés naturel dans un probleme, par exemple
lorsqu’on veut minimiser le carré de 1’écart par rapport a une trajectoire (probleme de
poursuite).Le modéle d’état d’un systéme linéaire stationnaire est :

{X(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(0 = Cx(©) (11.12)

La dimension des vecteurs des différents vecteurs est définie :

(x(t) € R
u(t) eRr
y(t) e R™
A: Rmn

C: eRm™
k B: ¢ ™

I
AVvec : {
I

Dans le cas du réglage d’état classique, nous avons choisi nous-mémes les péles (ou valeurs
propres) du systeme bouclé afin de pouvoir calculer la matrice de retour K, d’ou le nom de
placement de pbles. Pour la commande LQR, un algorithme détermine automatiquement les
poles du systéeme bouclé selon un critere J.

La Commande LQ Reégulateur est encore connue sous le nom de "Gain de Kalman". Il consiste a
trouver une loi de commande optimale u(t)en boucle fermée qui permet d'assurer les
performances désirées. Le systeme controlé par le gain de Kalman ainsi calculé, est illustré en
schéma bloc a la figure suivante :
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Systeme

Reégulateur

LQ Optimal
Figure 11-15Représentation du systéme contrélé par un régulateur LQ

11.4.1)Commande LQR a horizon fini
On cherche a déterminer un vecteur de commande optimale u(t) qui minimise le critére
quadratique, sur 1’horizon (to, tf ),Suivant:
1 1 (%
I = ExfTfo + E,f [xTQx + uTRu]dt (I.13)
to
Les matrices Q, R et S étant symétriques avec Q et S >0 et R >0.

» Formulation de ’'Hamiltonien:
A partir du Critére quadratique (13), on détermine 1’expression du Lagrangien et ’Hamiltonien :
1
|{ L[x(t),u(v),t] = 2 (xT.Q.x + uTRu)
4 (I1.14)
|

1
\Hxudt]= 2 (xT.Q.x + uTRu) + AT(Ax + Bu)

Calcul des équations canoniques et 1’équation algébrique :
La solution optimale (u(t), x(t), A(t)) qui minimise le critere I est la solution des équations
d’Euler-Lagrange sur [to, tf]. L’hamiltonien vérifie les conditions suivantes :

La commande optimale :%7—[ =0 =u=-R1BTA(}) (IL. 15)
Equation d’états du systéme :x(t) = :7}[ = Ax + Bu

= x(t) = Ax — BR"'BTA (1. 16)
Equation d’états du systéme adjoint :

N d :
A =-HEBALD=> A0 =-Qx- ATA (I1.17)
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Sachant que R est une matrice définie positive alors, elle est réversible, on obtient I’expression
de u(t):

Les équations d’état (I1.16) et (I1.17) peuvent se mettre sous la forme d’un systéme matriciel

appelé systéeme hamiltonien :
X A —BR1BT (x
(=2 " a)® (1.18)

Le second membre (18) un polyndme en x pour cela on cherche A sous la forme :

At) = P(Ox(b) (I.19)

La commande optimale obtenue s'écrit comme un retour d'état :
u(t) = RT'B™A(t) = R™'BTP() x(b) (11.20)
u(t) = —K(t)x(t) avec: K(t) = —R7IBTP(t) : Gainde Kalman

Calcul de la matrice P(t) solution de I’équation de Riccati:
A() = P(Ox(1) => A(t) = P()x(t) + P(H)x(t) (21)
En tenant compte des équations (12) (15) et (17) :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

{ y(t) = Cx(b) (I.12)
u=—RTBTA(t) = —R7BTP(t) x(¢) (11.15)
4= -A"A-Qx (IL.17)

A(t) = P(x(t)

A = Px + Px = Px + P(Ax + Bu) = —ATA(t) — Q.x(t) = —ATPx(t) — Q.x(t)

Px + P(Ax —BR1B™Px) + ATPx+ Q.x =0
Px + PAx — PBR"1B™Px + ATPx + Qx =0
Ou bien:
(P + PA+A™P —PBR'BTP + Q)x = 0 (1. 22)
On obtient ainsi une équation différentielle matricielle dite de Riccati.

P + PA+ATP — PBRIBTP+Q =0 (I1.23)

La condition finale sur P(t) :P(t;) = G(t;)
Dans le cas de I’horizon fini, tf est fixé. La condition aux bornes (relation 11) est réduite a :

[&T + %] Sty + [g — X(t)] 8x,=0 t=1t8t;=0 (I.11)
asS d /1
AL = &Lpt = &(EXTGX> = G(t)x(t) t=t;
A(te) = G(tp)xe = P(tp)xs = P(tg) = G(tg) (IL.24)
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11.4.2) Commande LQ a horizon infini

En régime permanent, c'est-a-dire pour t tend vers 1’infini, en supposant que P(t) converge, nous
aurons alors : P=0

Dans ce cas P est une constante solution de I’équation algébrique de Ricatti :

On calcule un vecteur de commande optimale u(t) qui minimise le criterequadratiquesuivant:

J(u) = lf [xTQx + uTRu]dt (I1.25)
2 to
Sous

x(t) = A.x(t) + Bu(t) x(t=0) =x, (1. 26)

On montre que ce critére est fini si le systéme est stabilisable a tout instant t, (c’est-a-dire qu’a
chaque instant, il existe un K(t)tel que les valeurs propres de (A — BK) soient a partie réelle
negative).

Remarquons par ailleurs que la partie du critére concernant 1’état final n’est plus pertinente car,
sur un horizon infini, 1’état tend vers zéro si le systéeme bouclé est stable.

Dans le cas d’un probléme LTI (linéaire a temps invariant), la commande optimale est un retour
d’état statique : u(t) = kx(t)

OUKest exprimé par : K(t) = —R"1BTP
ol Pvérifie I’équation algébrique de Riccati :(P = 0)
PA+A™P - PBRIB'P+ Q=0 (1I1.27)

11.4.3)Choix des pondérations :

1. Au départ, on choisit généralement des pondérations égales aux matrices identite.

2. Dans une seconde étape, on accelére ou décelere globalement le systeme en multipliant la
matrice Q par un scalaire a (accélération avec a> 1 et décélération avec a< 1) jusqu’a obtenir
une dynamique moyenne adaptée.

3. Dans le cas ou certains états auraient des dynamiques trop lentes par rapport a d’autres, on
peut choisir d’augmenter la pondération de Q correspondant aux premiers.

4. Dans le cas ou certains actionneurs seraient trop sollicités par rapport a d’autres, on peut
choisir d’augmenter la pondération de R leur correspondant.

Les étapes 2, 3 et 4 peuvent étre réitérées dans I’ordre souhaité jusqu'a obtenir un correcteur
satisfaisant le cahier de charges.

Exemple Calcul d’une commande optimale en BF a horizon infini avec critére quadratique pour
un systéme linéaire stationnaire.

Soit le modele d’état d’un systeéme linéaire stationnaire :

T e ]

On cherche a déterminer un vecteur de commande optimale u(t) qui minimise le critére
quadratique suivant :
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J(u) = %foo[xTQx+ uTRu]dt Q= (01 O), R=1

to

1) Vérifier que les matrices sont réelles et positive
2) déterminer P solution de 1’équation algébrique de Riccati
3) Calcul de la matrice du gain

1 :
1 ﬁt 1
L ou(n) © x(t) ()
: )| B [ C(t [
Systeme | |

1 ]
: A :
v =
T T T ——— T T

Régulateur : e——— | :
1

LQ Optimal | i

Figure 11-16Représentation du systeme contrélé par un regulateur LQ

Dans le cas d’une commande optimale en BF a horizon infini avec critére quadratique pour un
systéme linéaire stationnaire.

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
U @ s oo a=(p o) B=(3)
](u)=%j;oo[xTQx+uTRu]dt Q=(01 (:l> R=1

Ret Qsont des matrices de pondération. Ces matrices sont définies positives et leurs éléments
sont choisis de sorte a assurer une pondération relative aux variables d’état individuelles et a la
loi de commande a I’entrée du systéme.

La commande est un retour d’état statique :
u(t) = Kx(t)

OU K est exprimé par : K= —-R™1BTP
K vecteur des gains optimal du retour d’état.

ol P solution de 1’équation algébrique de Riccati: (P = 0)

PA+ATP —PBR™IBTP +Q =0

naa=(§ D =) a=(3 9 wer e B
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_ (PiP2\s0 1y _ (0P,
PA_(Pzpa)(O 0)_(0Pz>
w=(7 0)(rr)=(pp,)
AP_(1 o) P,P;/  \P,P,

1 1 /P, P P,P. PZP,P
oo o _ P, 1P — 21213
PBR™'BTP = —PBB'P = (PP>( )(01)( ) r( >( 2P3) <P2P3P3>

1 0 0 0\(PP; P1Pz) 0 1)\ (P1P2) 0 (P1P2) (0 0
(0 q) + (1 0) (P2P3> + <P2P3 (0 0) P,P, (1) 01){p,p,)= (0 0)
PA+ATP — PBR-1BTP +Q = 0

(0P1)+(0 0)_1 PZP,P; +<1 0)_(0 0)
0P, P, P, r \P,P;PZ 0 ¢q 0o o

_(0 0)
P, ——P,P; q+ 2P, ——P5 0 0
[ 1-7P =0 ( P, =T
1 9+ 2P, ——P; =0 =>{ P =Jm
Pr= PP =0 lkplzéﬁ rq +2ryr =% rq + 2ryr

Calcul de la matrice du gain

K= RlBTP——(01)(P1P2>(01) —(P2P3)

=%<\/F rq+2r\/F)=< q+2\/_>

1
VeV

Rappel une matrice réelle symétrique est définie positive ssi les déterminants de n mineures
principaux sont >0
2 -1 0
(—1 2 — 1)
0 -1 2

1% mineur |2] = 2 >0
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2 eme mineur 1| = 5>0
-12
2 —10 _1 _1

3 e mineur |—12 —1—z| |+| |_2 3+3 =950
0 —12 -12 -12

1* mineur |3] = 3 >0

. 3
2 ®M mineur
0

3 ™€ mineur

4 °M mineur principal

0] _

1|_3>0

3 00

010 |32|—12>0

0 0 4
300 0 o
3(1)23=3040—3*1*
000 2 00
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111.1) Principe de la commande preédictive :

Le principe de la commande prédictive consiste a créer pour le systeme a commander un effet
anticipatif par rapport a une trajectoire a suivre connue a ’avance. Cela en se basant sur la
prédiction du comportement futur du systeme et en minimisant un certain critere de

performances (fonction codt).
Les concepts de lacommande prédictive sont:

> Utilisation d'un modele pour construire la prédiction du futur ;
Connaissance de la trajectoire a suivre ;
Minimisation d’un critére de performance

Y V V

Utilisation d’un algorithme de résolution produisant en temps réel la solution optimale

Le principe de la commande prédictive est illustré dans la Figure (1)

. Modele de
Consigne e
— prédiction

Commande Systdme a | Sortie
| contréler

Fonction colt Algorithme

+ - L

Contraintes

A 4

d optimisation

Figure 111-17 Principe de la commande prédictive

A chaque période d*échantillonnage du contréleur :

> Un calcul des prédictions des variables contrdlées est effectué jusqu'a un horizon de
temps N (horizon de prédiction).

> Une séquence de commande est calculée, en minimisant un certain critere de
performances.

> Cette procédure est ensuite répétée: c'est le principe de I'horizon fuyant. Ainsi a chaque
période d’échantillonnage, un probléme d’optimisation doit étre résolu en temps réel.
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F

7 '\\\_
Consigne / Prédictions
u-"’"’f‘

Horizon de prédiction

| e > temps
t-1 t t+1 t+2 t+N, t+N
Commande
: —t > temps
t-1 t+N, t+IN
B e L e e T >

Passé Présent Futur

Figure 111-18 Principe de la commande prédictive.

Exemple : le conducteur d’un véhicule connait la trajectoire de référence désirée a I’avance (la
route) sur un horizon de commande fini (son champ visuel), et en prenant en compte les
caractéristiques de la voiture (modéle du véhicule), il décide quelles actions faut-il réaliser afin
de suivre la trajectoire désirée : accélérer, freiner ou tourner le volant.

Figure 111-19 :Exemple Principe de la commande prédictive

Les différents algorithmes de la commande prédictive les plus utilisées sont :

» La commande prédictive généralisée (GPC) : Generalized Predictive Control
» La commande prédictive a base de modéle : (MBPC) Model (Based) Predictive Control
ou (MPC : Model Predictive Control

N
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» La commande prédictive fonctionnelle (PFC).

I11.2) Notions de la géométrie différentielle :

I11.2.1) Systeme mono—entrée/mono-sortie : SISO
On considere un systeme non linéaire avec une seule entrée et une seule sortie (SISO) décrit par
le modéle suivant :

x(0) = f(x) + gu(v)

(111.1)
y(® =h(x)
Avec :
[ x(t) = [x,(1), ... ... x,(D]T € R"
lu(®) eR
{ y® eR
| f(x) = [f;(%), ........f,(x)]T € R"
kg(x) =[g1(X), e .. gn(X)]T € R
x(t): Vecteur d’état
u(t): Vecteur d’entrée du systéme ;
h(x) : Fonction analytique de x.
f(x) et g(x): champs de vecteurs supposeés infiniment différentiables.
Définition 1: Dérivée de Lie :
la dérivée temporelle de h(x) s’écrit:
dh 0hdx dh oh oh
= a5t = 3 FOO T 80u®] = 2 £6) +=—g(0).u(® (I1.2)

La dérivée de Lie de h suivant le champ de vecteur f(x) est une fonction scalaire définie par :
n
doh dh(x)
500 = Lh(O) = Za—xifi(x) (IIL 3)
1=

Les dérivée de Lie d’ordre supérieur sont donnée par :
Lh(x) = h(x)Lth(x) = Lth(x)L2h(x) = L¢(L¢h(x))
La ke™ dérivée de Lie :L¥h(x) = L; [L(fk_l) (x)](III. 4)

La dérivée de Lie de h suivant le champ de vecteur g(x) est une fonction scalaire définie par :
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h
Lyh(x) = 2 8(x) = Z g ) ais)

La dérivée de Lie de L¢h suivant le champ de vecteur g(x) est une fonction scalaire définie par :

th (X)
aXi

Ly(Lch) = g () (1IL6)

i=1

Définition 2: (Degré relatif) : Le degré relatif (p) de la sortie y (du systéme) est le nombre de
fois qu'il faut dériver y(t) pour faire apparaitre la commande u

Sion dérive la sortie du systeme d’€quation, on obtient:

dh 0hdx oh oh oh
y(t) = P —Xx( t) = —f(x) +35 — g(u()(11L.7)
On exprime avec les dérivées de Lie :
y(t) = Lih(x) + Lgh(x)u(t) (111. 8)

Le degré relatif p > 1
> Si Lh(x) =g =0=> (111 9)
y(®) = Lth(x)

On passe a la deuxieme dériveée :

ath ox ath
x ot

L¢h
() = Sy = < (Lh() = D = 20 1660 + g0u(o)]

yi(t) = %f(x) 6( f )g(x) (t) = L*¢h(x) + LgL¢h u(t)(111. 10)

Le degré relatif p > 2
> SiLgL¢h(x) = 0 => (II.11)
y(®) = L*th (%)

En conclusion : Le systeme est dit de degré relatif p

0>k>p : y® = [Xh(x)
(111. 12)
k=p :  y®@® =L h® + LLP Y hxu(t)

-
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111.2.2) Systeme multi-entrée multi-sortie : (MIMO)
Les systemes dynamiques non linéaires, multi-entrées multi-sorties sont donnés sous la forme
suivante :

x(t) = f(x) + g(x) u(t)
{ YO = o (111 13)

Avec :

r x(t) e R"
u(t) e R™
y(t) € R*
h(x) € RF
f(x) e R

\g(x) € R"™

Définition 3 : le degré relatif du systeme p est défini comme étant la somme de tous les degrés
relatifs p; de chaque sortie.  i=1..r

p= Z pi (II1. 14)
i=1

Remarque 1 : Pour un systéeme contrdlable, on a toujours p <n. Si I’entrée n’apparait pas aprés n
dérivations de la sortie, le systeme est non contrdlable.

c) Pour p = n, le systeme admet une linéarisation exacte.

d) Pour p< n, le systéme admet une linéarisation particlle. L’ordre du sous systéme linéarisé est
égal a p.

111.3) Commande prédictive généralisee (G.P.C.)

Selon le principe de la commande prédictive généralisée, la fonction cott traduisant I’objectif de

la commande prédictive :
Tp

1
3=3 f [Vrer(t+ 0 — y(t + D] [yrer(t + ) — y(t + D]dT (1L 15)

0
Ou:
Tp: est le temps de prédiction
y(t+1) est la prédiction a tpas en avant de la sortie du systeme

yr(t+1) est la trajectoire de référence au futur
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La prédiction des sorties est calculée a partir de I'expansion en série de Taylor, qui est exprimée
par les dérivées de Lie.

P
T2 T T®

yit+1) =y®) +tyt) + 7y(t) + ot Ey(f’) ) =hx) + z Ey(k) (111.16)
! L k!

p, est le degré relatif de la sortie y(t) :

( y(®) = h(x)

y(t) = Leh(x)

y(t) = L*h(x)

; (111.17)

@ (©) = LPh(x) + LLP P h(x)u()

La différentiation de la sortie par rapport au temps est répétée p fois, pour aboutir a I’expression
suivante:

Pk
y(t+© = h(x) + Z[% Lh(x)] + ;—‘:LgL(fp_l)h(x)u(t) (1. 18)
k=1

Ainsi, La prédiction des sorties peut étre exprimée comme suit :

*® ® -
y(t+ 1) = hx) + tLh(Xx) + . +ELf h(x) + ELgLf h(x)u(t) (II1.19)
On pose : y(t+ 1) = T(1).Y(t) (I111. 20)
Avec .
y® 1 he [ D
y(®) L¢h(x) 0
T@=(17 S...5)et Y@= yO | _IL*hGO| u(t)
ly® )] LLPeh(x)] |G, (%)

G, (%) = LI Ph(x)

Le méme principe de prédiction est appliqué pour la référence y,¢(t + T)
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Vref( + 1) = Yrer(t) + T ¥rer (V) + Tz—zjfref(t) + ot ;—’;yﬁgg (t) (IIL.21)
On pose: Vief(t+ T) = T(T). Yper (1) (1I1.22)
[Vrer ()]
Yref ® ,
Yeer (0) = Irer (0 TO=(1 1 %;—‘:)
SAHGY

On remplace dans la fonction du colt y(t + ) et y,¢¢(t + T).0n obtient une autre forme de la
fonction du co(t :

Tp
I= %f [T(T). Yeer (1) — T(0). YOOI [T (7). Yyer () — T(D). Y(B)]dT (111.23)
0
Tp
JI= %[Yref(t) - Y(t)]T-f [TT(OT@]dT. [Yeer()—Y(D)] (111.24)
0
1-
T
On pose:IT = %foTp[TT(T)T(T)]dT = %fOT"( 2 [1 T % .....;—T])dr
N
On obtient :
§ = 5 Year() — YOI Yy (8) — YO (m.25)
y(® h(x) 0
Onpose: Y(t) = |y(®)|=|LhX) |+ 0 ] (111. 26)
y(t) L12h(x)| LGDu(®

.
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_Yref (t) ] [ h (X) ] 0
Yref (t) th (X) 0
On calcule Y, (t)—. Y(t) = Vrer© | _|L2h(0| I O u(t) (11L.27)

‘yf(gg ®1 Ph(x) LGy (%)

[ Vref(D) —h(x) 1 0
Yref(t) - th(X) 0
.o _ Z
Y. (- y() = [Frer@ LR 101 (111 28)

_yr(gz t) - Lpfh(X)_ LGy (x)

La commande optimale assurant la minimisation de la fonction du codt (critere de performance)
se résume a la résolution de 1’équation suivant:

B-o (111 29)

Exemple : on considére le modele d’état d’un MCC

{X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(®) = Cx(t)

On a une seule sortie y(t) a contrdler qui est la vitesse de rotation du rotor.
Lasortie: y(t) = Q(t)
Le vecteur d’état : x=(Q i)T

Le vecteur commande u(t) est composé de la tension d’induit

Avec .
F
A:[—_K __RJ B=%] C=[1 0]
L L

Déterminer le degré relatif de la sortie y(t) (vitesse de rotation du rotor) :

{)’((t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

y(t) =h(x) =Q x=(@Q D7
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dh 9hax ah oh oh
dt  9x ot & x(t) = [Ax(t) + Bu(t)] = a—Ax(t) + G_XB' u(t)

y(t) =
y(t) = g—l;Ax(t) + g_l; B.u(t)
y(t) = L¢h(x) + Lgh(x). u(t)

Lih(x) = @Ax(t)LBh(x) = ﬁB

ox ox
oh  oh oh
ax x 0%,
19} 00 0Q
ax=(anar) =1 O
[—f K]
_0h _ 1y 7o —f, K.
Lheo = ax® = 0) ' L ill]= -0+ i
I~ T
oh 0 o .
LBh(x)=&B=(1 O)[1]=0 Le degré relatif de la sortie p > 1
L
y(t) = L¢h(x)
On calcule la deuxiéme dérivée :
0 0 d d(L¢h d(L¢h
(O = o ¥(O = S L) = o L) o = 2o D) = 20 [y 4 puy
~ a(th) a(th)
= “ox Ax + ax B
a(Lch)  (d(Leh)d(Lch))  (3(Lh) d(Leh))  (—fK
9x \ 9x; ox, /] \ 9q @i _(TT)
f K]
a(th)A | o (f? fK—K? KR)\q
lK J[l] 7o 1)l
L L
_ (P, K\ (K _KR
(7)o ()
0
a(th)B:(‘_fE> 1=K
ox J ] E JL
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La prédiction des sorties est calculée a partir de I'expansion en série de Taylor, qui est exprimée
par les dérivees de Lie. La différentiation de la sortie par rapport au temps est répétée p = 2 fois,
pour aboutir a ’expression suivante:

2
™ ™
y(t+ 1) =hXx) + Z EL'f‘h(x) + ELguL(fl)h(x)u(t)
k=1

Le degre relatif de la sortiey=Q est p=2:

La sortie au futur y(t + t)est exprimée par :

y(t+1) = T(v) Y(V)

Avec :
y® h(x) 0 K o
YO =|y®)|=|Lchx) |[+] O G(x)z_LT(T)z[l . _]
yoO| [12hx| L6 J 2

Si la référence au futur y..¢(t + T) n’est pas prédéfinie, un calcul similaire est utilisé pour
trouver la prédiction approximativement.

Yref (t + T) = T(T)Yref (t)

Avec :
2 Yref (t)
T(v) = [1 T t—] Yief(t) = [Yrer (D)
2 Yref (t)

Par substitution des expressions y(t + T)ety,..¢(t + ) Dans la fonction cout, on abouti a
I’expression suivante :

Tp

1

=5 [ Breat+ 0 = y(E+ DT [r(t + ) — y(t + D]a

0

Tp

1
F =5 [ 1T oer(® = T YOI [T o) ~ T(D V(O]
0

Tp

1

=5 [ Meer(® = YOI TO T Vour (0 — ¥(O]dt
0
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Tp

1
3 = E [Yref(t) - Y(t)]Tf T(‘[)TT(‘[)dT [Yref(t) - Y(t)]

0

On pose :
Tp
n =f T(t)TT(v)dt
0
F = 5 oet (V) — YOI [Yeg(8) — ¥(O)]
Yref(t) h(X) 0 0
Yeer(t) = Y(O) = |Vrer(©) | — [ Leh) [+ O =M+ 0 ]
Veet(V)| |I2h(x)| LG(Du(t) G(x)u(t)
On remplace :

M+ G)u(®)]TI[M + Gx)u(t)]

(]
I
N =

on calcule I (x):

r B

) P 2 6

_ p 2 3 4
H(T)Zf T Tde=|2 » T
0 2 3 8

5

T T T

6 8 20

La condition nécessaire a satisfaire pour trouver la commande optimale est la suivante :

au_ 0

Ainsi la commande optimale est comme suit :
u(®) = =GO [ko(M(X) — Yrer(D) + K (L (%) = Yrer () + ko (L3t (%) = Frer (1))]

Y Kk ==k, =1

Avec kg = T 2T

.
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1VV.1 Introduction :

La synthese des régulateurs ou des lois de commande dépende essentiellement des cahiers de
charge et des paramétres du systéme a commander pour les performances désirées. Cependant,
dans le cas des variations paramétriques du systeme la synthése initiale ne pourra pas assurer les
mémes performances.

Dans de nombreuses situations, les systémes de commande classique sont basés sur les modeéles
a paramétres fixes, car ils ne peuvent prendre en charge les variations lentes ou rapides de la
dynamique des systémes, d’ou la nécessité d'introduire la notion de systémes de commande
adaptative afin d'assurer les performances désirées. Pour cela, les paramétres du régulateur
(contrbleur) sont ajustés automatiquement sur la base des informations recueillies du systeme.

La commande adaptative est une technique de commande qui consiste a corriger automatique
en temps réel (au cours du fonctionnement)les coefficients des régulateurs afin de respecter un
certain niveau de performances quand le systéme est sujet de variation paramétriques.

IVV.2) Differentes stratégies de la commande adaptative:

Il distingue deux types de commande adaptative :
» Commande adaptative auto-ajustable (indirecte)
» Lacommande adaptative avec modéle de référence (directe).

IV.2.1) Commande adaptative auto-ajustable indirecte

Dans le cas de la commande adaptative auto-ajustable, la révision des parametres se fait en deux
étapes : identification des parametres du systeme puis refaire la synthese du régulateur.

Les deux étapes sont indépendantes par conséquent les erreurs d’identificationne seront pas
corrigées dans la phase de synthése de la loi de commande.

Le schéma synoptique de la commande indirecte MIAC est représenté par la figure 2.1.

Parameéires du Processus

!

Calcul oo

Estimation
régulaten
Paramétres
r Répnulateur =
I -
Régulateur Processus -
¥

Figure 1V-1 Commande adaptative auto-ajustable (indirecte)

IV.2.2)Commande adaptative avec modele de référence

Cette commande est tres demandée dans de larges domaines, pour éviter les problemes
d’identification et d’estimation des procedes.

Le principe de la commande adaptative avec modéle de référence appelée (MRAC) consiste a
minimiser un indice de performances IP, la regle de MIT. Le comportement dynamique de la
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sortie du systéme est exprimé a travers un modéle de référence.Le modele de référence est une
partie intégrante du systéme de commande.
Le Schéma d'une Commande adaptative avec modele de référenceest constitué de deux boucles

(figurel19) :
> Laboucle interne est un régulateur classique

» Le mécanisme d’adaptation
Modeéle de l.nr
référence l
+ 1€

Paraméires —%
+ Systéme X

+ Ajustable

Adaptation
Parameétres du

Mécanisme  t————
d’adaptation

Figure 1V-20Schéma d'une Commande adaptative avec modele de référence (directe)

La CAMR présente certains avantages tels que :
» Utiliser un modele simplifié lors de la conception ;
> Assurer de bonnes robustesse vis-a-vis des variations paramétriques du procede ;
» Adaptation rapide aux entrées définies.

Cependant, la CAMR présente certains inconvenients :
» Probléme de stabilité;
» Temps de réponse lent suite a des valeurs initiales erronées des intégrateurs du
mécanisme d'adaptation ;
> Difficulté de compenser les effets des perturbations importantes;
» Complexité de l'algorithme.

IV.3) Synthése de commande adaptative & modéle de référence MRAS :
(Mécanisme d’adaptation).
Pour appliquer la commande adaptative a modéle de référence, il faut adopter certaines
hypothéses :
> Le modele de référence est linéaire invariante dans le temps
> Le modéle de référence et le systéme a commander ont le méme ordre.

» En cas d’adaptation paramétrique, tous les paramétres de systéme a commander doivent
étre accessibles pour 1’adaptation;
> Les paramétres du systéme ajustable dépendent uniquement du mécanisme d’adaptation ;

-
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» Le vecteur d’entrée est 'unique qui excite le systéme ;
> La connaissance de la différence initiale entre les paramétres du modéle et ceux du
systeme;

Trois méthodes sont utilisées pour effecteur I'analyse et la synthése des commandes adaptatives a
modele de référence ou MRAS:

1- Méthode du gradient
2- Méthode basée sur la stabilité de Lyapunov
3- Méthode basée sur I’hyper stabilité

Dans ce cours on se limite a la théorie de I’hyper stabilité

I1VV.3.1) Méthode basée sur I’hyper stabilité:

La théorie de I’hyper stabilité permet d’étudier les systémes linéaires a contre-réaction non
linéaire. Cette théorie introduite initialement par Popov en 1963, s’appelle aussi théorie de la
stabilite absolue. Considérons le régulateur représenté par le schéma fonctionnel de la figurelV-3

Modeéle de X

> référence ‘
e

Processus a X

=
F 3

v
=

Commander

, X
E

Figure V-3 Schéma fonctionnel d’une commande a gain constant

On consideére le modelé d’état:

Fm:mm+mw+mmo

y () = C.x(t) (Iv.1)

Le modeéle de référence est donné par la forme suivante :
Xpt(t) = Ay . X (t) + By, . r(t)

(IV.2)
Ym t = Cin-Xm ®
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Avec :

A, Am: Matrice nxn

X(t) Xm(t) : Vecteurs de dimension n.

B et Bmdeux scalaires.

Y (t) et Ym(t) vecteurs de dimension q.

F,1(x,t): Terme non linéaire variable dans le temps.

L’erreur de I’état entre le modele de référence et le systéme a contrdler est donnée par :

e(t) = x,(t) — x()(IV.3)
La loi de commande peut s’écrire sous la forme :
u(t) = —K,.x(t) + K, .r(t) + K. .e(t)(IV.4)

Les équations (IV -1), (IV -2) et (IV -4) permettent de trouver le dérivé de ’erreur:

de(t) . = | .
e é(t) = X, () —x(AV.5)
( d(;(tt) =é(t) = A,.x(t) + B, .u(t) — Ax(t) — Bu(t) — F,;(x, t)

1 () = Ap-Xp (1) + By .1(0) — AX(D) — B(—K,.x(0) + K, .1(t) + K, .e(t) ) = Fy(x, 1)
é(t) = Ap. Xy (1) + By, . 1(t) — Ax()+BK,,. x(t) — BK,, . r(t) — BK, . e(t) — F;,(x,t)
é(t) = Ape(t) + A,x(t) — Ax(t)+BK,. x(t) + (B,, — BK, )r(t) — BK, .e(t) — F,;(x,t)

Finalement :
é(t) = (A, — BKoe() + (An—A + BK,)x(t) + ( By, — BK, )r(t) — Fy(x,t) (IV. 6)
1) Systéme linéaire invariable dans le temps :
En absence des variations de paramétriques F,(x,t) =0
é(t) = (A, — BKoe(t) + (Ap,—A + BK)x(t) + (B, — BK,)r(t)  (IV.7)

L’erreur e (t) converge asymptotiquement vers 0 si :

B,, —BK, =0
{ " ° (IV.8)

An—A+BK, =0

Donc la dynamique de I’erreur sera :
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e(t) = (A, — BKpe(t) (IV.9)
Et si(A,, — BK_)est une matrice de Hurwitz (ses valeurs propres sont a parties réelle négative)

K. = (BTB)"1B(A,, — A)
K, = (BTB)"'B(A— A,) (IV.10)
K, = (BTB) BB,

2) Systéme non linéaire variable dans le temps

La non linéaire et/ou variable dans le tempsF,;(x,t) # 0 provoque un écart entre le modele de
référence et le systeme a corriger. Ainsi pour compenser le terme non linéaire et les variations
paramétriques du systéeme on additionne un signal de synthése. la dynamique de I’erreur sera :

e(t) = (A, — BKpe(t) + F,(x,t)(IV.11)
On congoit une loi d’adaptation non linéaire rendant le systéme asymptotiquement hyperstable.

u(t) = uy(t) +uz(v)
uy(t) = —K,.x(t) + K, . r(t) + K . e(t) (IV.12)
u, (t) = AK,(0).x(t) + AK, (). r(t) + AK, ()

us(t) est la composante non linéaire
Uz2(t) compense I’influence des variations de parametres.

A partir de (IV.12) on trouve :
u(t) = —[-K, — AK,(D)].x(t) + [K, + AK,(D)] .r(D) + [K, + AK(D)] .e() (Iv.13)

Les gains d’ajustements non linéaires dépendants du temps sont AK,, AK etAK.

L’application de la commande adaptative permet d’avoir I’équation dynamique del’erreur:
e(t) = (A, — BKo)e(t) + (A, —A + BK,)x(t) + ( By, — BK, )r(t)
—B[AK,(1).x(1) + AK, (1) .r(D) + AK (1) .e(D)] — Fyu(x,t) (IV.14)

Le calcul des gains Ke, KuetKpselonl® équations (4-10) permet deréduire & nouveau 1’équation de
I’erreur a :

é(t) = (A, — BK.)e(t)—BW, — F,(x,t) (IV.15)
Avec :
W, = AK,(1).x(t) + AK, (1) .r(t) + AK (D) . e(t) (IV.16)
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L’équation (IV -15) est représentée par le schéma fonctionnel donné par la figure suivante :

U= (sI— (A — BK,))™* B

v

Bloc
Non-linéaire
L. |

' 3

Figure 1V-5 Schéma fonctionnel d’un systéme non linéaire variable dans le temps

Le systeme de la figure (4.15) est hyperstable si et seulementSi la partie linéaire est strictement
positive réelle.
Re[ (s — (A, —BK.))"' B] > 0 V w (IV.17)

Si la partie non linéaire vérifie I’inégalité de Popov
f(: ' (Hdt=—-y2 Vvt=0 (IV.18)
Si la condition d’hyper stabilité de la partie linéaire ne peut pas étre toujours vérifiée,on introduit

dans la chaine directe un compensateur linéaire destiné a amplifier et filtrerl’erreur e(t)de telle
sorte que le bloc linéaire soit hyper stable voir la figure.lV.6

Y. (t) = C..e(t) (IV.19)

Ve
" e ESI_ (qu—ﬂ'ffejj_i B EE

Bloc
Non-linéaire |«

L J

Figure IV-21 Schéma fonctionnel d’un systéme non linéaire variable dans le temps avec
compensation

Le systéeme de la figure (4.15) est hyper stable si et seulementSi la partie linéaire est strictement
positive réelle.
Re[C.(sI— (A, —BK.))! B]> 0 V w, (IV.20)
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Si la partie non linéaire vérifie 1’inégalité de Popov
LY, @We(odt>—y3 vt=0 (IV.21)

Le probléme d’hyperstabilité de la partie linéaire est résolu pour un choix de la matrice C,
selon la loi suivant (proposition de Landau):
C. =BP (IV.22)

Tel que la matrice P est une solution de I’équation de Lyapunov :

PA, + AP =—-Q (IV.23)
Les coefficients de la matrice P et Q sont définis positifs. La satisfaction de 1’inégalitéde Popov
est une opération tres compliquée. De ce fait, Landau a présenté une solution pour
le choix de AK,(t), AK, (t) et AK(t)

L’inégalité (4-21) est satisfaite en adoptant une loi d’adaptation proportionnelle intégrale
du type :

(
t

AK,(t) = j F.Y.(1).xT(1).Gd Tt + F Y. (0)xT (1)
0

AK,(t) = f LY.(0).e" (0. T d T+ LY, (0" (1)
0

A

(IV.24)

8K, () = f M.Y, (1).r(t).N d T + M Y, (OrT(t)
0

Les matrices F, G, L, T, M et N sont définies positives et F, Let M sontdéfinies semi-positives.
Landau a proposé des simplifications de ces équations dans le but de résoudre I’équation de
Lyapunov et simplifier la structure du mécanisme d’adaptation, qui devient :

(

AK, (1) = f A Yo (0).XT(0) d T + A,Y, (OxT (1)
0

t
) AK, (b) = f ALY.(D.eT(0). T d T + A, Y. (Ve (1) (1V.25)
0
t
kAKu(t) = f ALY (D). rT(0).Ndt+ A, Y. (OrT(x)
0
Avec :
A’l >0 et A’Z =0
Les valeurs de A4, A,doivent Vérifier cette condition :
{G=T=N=1 F=L=M A\, V26
F=L=M= A1, (IV.26)

D’ou le schéma bloc de la commande adaptative & modele de référence est le suivant:
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Modéle de

référence

KSystéme a

confraler

Figure IV-7Schéma de commande adaptative a modele de référence (MRAC).
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Leonhard Euler (1707-1783) entra a I’université de Bale en 1720
Ses études terminées il se vit offrir un poste a St Petersbourg en
Juillet 1726, poste qu’il rejoignit en Mai 1727. Il remplaca
Daniel Bernoulli dans sa chaire de mathématiques en 1733. Il
entreprit de nombreux travaux dans les domaines de la théorie
des nombres, le calcul de variations, les équations différentielles,
la mécanique. Il remporta a deux reprises, en 1738 et 1740, le
grand prix de I’académie de Paris. Revenu de St Peterbourg en
1741, il dirigea avec Maupertuis 1’académie de mathématiques
de Berlin. Durant ses 35 ans de présence a Berlin il publia
quelque 380 articles. De retour a St Petersbourg en 1766 il
devint aveugle presque aussitdt. Ceci ne I’empécha pas de
rédiger la moitie de ses écrits malgré ce handicap.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), ne a Turin en 1763, commenca a
s’intéresser aux mathématiques grace aux travaux de Halley dans le
domaine de 1’optique. Parmi ses travaux les plus importants sont ceux
portant sur le calcul de variations entre 1754 et 1756. Lagrange
succéda a Euler comme Directeur du département de mathématiques de
I’académie de Berlin en novembre 1766. Un grand nombre de ses
travaux dans le domaine de la mécanique céleste, de la mécanique des
fluides, de la théorie des nombres. date de cette époque. Il vint ensuite
‘a I’académie des sciences de Paris en 1787 et fut le premier professeur
d’analyse de I’ "ecole polytechnique a partir de 1794.

Oskar Bolza (1857-1942) ne a Bergzabern (palatinat rhenan) émigra en
Allemagne aux environs de 1873. Il commenca a étudier les
mathématiques a Berlin en 1878. Il suivit en 1879 les cours de Karl
TheodorWilhelmWeierstrass sur le calcul de variations. Il passa un
doctorat en 1886 a I’université de Gottingen, puis émigra aux Etats-
Unis en 1888 ou il resta jusqu’en 1910 pour revenir aFriburg.

Jésuite italien, Vincenzo Riccativecut de 1707 a 1775. Apres ses études
théologiques, il va a Bologne enseigner les mathématiques au collége
San Francesco Saverio de 1739 a 1769. 1l y continue les études qu’avait
commence son pere sur I’intégration et les équations différentielles. Ses
études sur les fonctions hyperboliques le conduisirent & la résolution des
équations du troisiéme degré bien avant Lambert. Son expertise dans le
domaine de I’hydraulique le fit participer a des projets de contrdle des
flots qui participérent sauvetage de la région de Venise et de Bologne.
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