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CHAPITRE II 
Résolution des Systèmes d’Equations Linéaires 

II.1.1-Définitions et Notations : 
 On appelle matrice de type (de dimension) ( )mn,  un tableau de nombres à n  lignes, 

mcolonnes. L’ensemble de matrices de types ( )mn,  est notée ( )IKM mn, , ( )CouRK   = , 

( )scalairesdesEnsembleK   : . On adopte la notation suivante : 

 Une matrice A  de dimension ),( mn  sera notée ( )
mj
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 La transposée de A, notée tA sera alors 
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 Aest symétrique si  
tAA=  ; on a aussi la propriété : ( ) ttt ABBA .. =  

 Une matrice carrée mnA ,  est une matrice dont le nombre de lignes est égal au nombre 

de colonnes. 
II.1.2-Résolution des Systèmes Linéaires : 
 Tout système d’équations linéaires peut s’écrire sous forme matricielle 

bAX = ,  A  : une matrice carrée 
Si ( ) 0det ≠A ( A  est inversible ou régulière), l’unique solution du système est donnée par : 

bAX = ⇔  bAAXA 11 −− = ⇔ bAX 1−=  
Avec  

( ) ( )tA
A

A *
det

11 =−  

*A  : est la comatrice donnée par :  
( ) njiCA ji ≤≤= ,1 ,* ,  

( ) ( )AijC ji
ij det1 +−=  

Aij  : C’est la matrice A  sans la ième ligne et la jème  colonne. 
 
Formule générale pour le calcul de ( )Adet  selon les lignes : 

( ) ( ) ( )∑
=

+−=
n

j
ij

ji AijaA
1

det1det  

II.1.3- Méthode de Cramer : 
 L’unique solution du système bAX =  ( ( ) 0det ≠A ) est donnée selon Cramer par : 
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( )
( )A

Ai
X i det

det=  

Ai  est la matrice A  où l’on a remplacé le ième colonne par le vecteur second membre  « b  ». 
 Cette méthode de Cramer est inadaptée pour résoudre les systèmes de grandes tailles 
car il y a trop de déterminants à calculer. Pour cela, on a recours à d’autres méthodes de 
résolution des systèmes d’équations bAX = . Ces méthodes sont classées dans deux groupes. 

Les premières méthodes, intitulées Méthodes directes, sont basées sur la 
transformation du système initial bAX = , en passant par un nombre d’étapes finies, pour 
avoir la solutionX . Parmi ces méthodes, on a la méthode de Gauss, La décomposition LU et 
la méthode de Cholesky. 

Les méthodes du deuxième groupe, intitulées méthodes itératives, sont basées sur des 
procédures itératives qui permettent d’approcher la solution du système, en amorçant le calcul 
à partir d’une solution initiale ( )0X . Parmi ces méthodes, on a la méthode de Jacobi et la 
méthode de Gauss-Seidel. 
 
II.2-Méthodes Directes : 
II.2.1-Méthode d’élimination de Gauss : 
 Soit à résoudre le système linéaire : bAX =  
 La méthode d’élimination de Gauss consiste à réaliser un nombre fini de 
transformations sur la matrice A  de telle sorte à obtenir un système équivalent pour la 
recherche du même vecteur solution, mais avec une matrice triangulaire supérieure. 

bAX = ⇔  bXA
~~ =  

Donnons la méthode à travers un exemple. 
 Soit à résoudre le système : 

( I ) 
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⇔  bAX =   

Où 
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On adopte l’écriture suivante 

( )
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Le but est d’obtenir une matrice A
~

 triangulaire supérieure avec « 1 » sur la diagonale. 
 
Etape N°1 : 
Puisque le pivot ( ) 020

11 ≠=a , on divise la première linge de A  par ( )0
11a  et essayer d’avoir des 

zéros sous le nouveau pivot ( )1
11a  

On obtient : 
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 ⇔  ( ) ( )11 bXA =  

Etape N°2 : 
 Comme ( ) 0211

22 ≠=a , on refait la même opération qu’à l’étape n°1 mais appliquée à la 
deuxième colonne. On obtient : 
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( ) ( ) ( )
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⇔  ( ) ( )22 bXA =  

Etape N°3 et dernière : 
Comme ( ) 042

33 ≠=a , on refait la même opération qu’à l’étape n°2 mais appliquée à la 

troisième colonne. On obtient : 
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⇔  ( ) ( )33 bXA =  ⇔  bXA
~~ =  

bAX = ⇔  bXA
~~ =  ⇔ ( )

( ) ( )
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Et le déterminant de A  est donné par : 

( ) ( ) 44.
2

1
.2det

3

1

1 === ∏
=

−

i

i
iiaA  

On note le nouveau système bXA
~~ =  

∑
+=

−=
n

ik
kikii xabx

1

~~
 

Où ija~  sont les éléments de la matrice A
~
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II.2.1.1-Calcul de 1−A par la méthode d’élimination de Gauss : 
 Soit une matrice nnA  tel que ( ) 0det ≠A . On a nIAA =−1.  

On écrit : [ ]nnn VVVA ,...,, 21
1 =−  et [ ]nn eeeI ,...,, 21=  

D’où nIAA =−1.  ⇔  [ ] [ ]nn eeeVVVA ,...,,,...,,. 2121 = ⇔ [ ] [ ]nn eeeAVAVAV ,...,,,...,, 2121 =  

⇒
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iV  est le vecteur colonne i de la matrice 1−A  

ie  est le vecteur i de la base canonique. (exemple : 
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En appliquant la méthode d’élimination de Gauss au système (1), on obtient 
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Exemple  : Soit le système linéaire bAX =  
Où  
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Méthode d’élimination de Gauss : bAX =  ⇔  bXA
~~ =  

 
On adopte l’écriture suivante 
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Etape N°1 : 
Puisque le pivot ( ) 010

11 ≠=a , on divise la première ligne de A  par ( )0
11a  et essayer d’avoir des 

zéros sous le nouveau pivot ( )1
11a  

On obtient : 
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 ⇔  ( ) ( )11 bXA =  

Etape N°2 : 
 Comme ( ) 081

22 ≠=a , on refait la même opération qu’à l’étape n°1 mais appliquée à la 
deuxième colonne. On obtient : 
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⇔  ( ) ( )22 bXA =  

Etape N°3 et dernière : 
Comme ( ) 012

33 ≠=a , on refait la même opération qu’à l’étape n°2 mais appliquée à la 

troisième colonne. On obtient : 
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⇔  ( ) ( )33 bXA =  ⇔  bXA
~~ =  

bAX = ⇔  bXA
~~ =  ⇔ ( )
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Et le déterminant de A  est donné par : 

( ) ( ) 81.8.1det
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Calcul de l’inverse de A . 

On a : 3
1. IAA =−  ⇒  
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On applique la méthode d’élimination de gausse aux système (I), (II) et (III). 
a- Système (I), (II) et (II) : 

On adopte l’écriture suivante: 
( )
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( ) 
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Etape N°1 : 
Puisque le pivot ( ) 010

11 ≠=a , on divise la première ligne de A  par ( )0
11a  et essayer d’avoir des 

zéros sous le nouveau pivot ( )1
11a  
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Etape N°2 : 
 Comme ( ) 081

22 ≠=a , on refait la même opération qu’à l’étape n°1 mais appliquée à la 
deuxième colonne. On obtient : 
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Etape N°3 et dernière : 

Comme ( ) 012
33 ≠=a , on refait la même opération qu’à l’étape n°2 mais appliquée à la 

troisième colonne. On obtient : 
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Finalement, on obtient : 

11 eAV = ⇔  11
~~
eVA =  ⇔ ( )
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22 eAV = ⇔  22
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Finalement :  
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II.2.2-Méthode de décomposition LU : 
Définition :  
 On dit que [ ]kA  est la sous matrice principale d’ordre k de A  si [ ]kA  est la matrice 

d’ordre ( )kk,  de coefficients nk1 ,,1 , ≤≤≤≤ kjiaij  

Théorème : 
 Si A  est une matrice carrée d’ordre n  dont toutes les sous matrices principales 
sont régulières, alors il existe une décomposition unique de A  sous la forme LUA = . 
Où L  est une matrice triangulaire inférieure avec une diagonale unitaire. U  est une 
matrice triangulaire supérieure. 
 La résolution du système bAX =  devient 

bAX = ⇔ bLUX = ⇔




=
=

YUX

bLY
 

La résolution du système bAX =  revient à la résolution des deux systèmes bLY =  par un 
algorithme descendant ( )↓  et YUX = par un algorithme ascendant( )↑ . La résolution de ces 
deux systèmes est immédiate puisque les matrices L  et U  sont triangulaires. 
Remarque : U est la matrice obtenue par la méthode d’élimination de Gauss. 
 
 
La méthode : 
 Soit A  une matrice dont toutes les sous matrices sont régulières. 
Exemple : ( )3,3A  
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On a : 

[ ] [ ]11 =A  , [ ]( ) 1det 1 =A  

[ ] 








−
=
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21
2A , [ ]( ) 8det 2 −=A  

[ ] AA =3 , [ ]( ) 8det 3 =A  

Toutes les sous matrice de A  sont régulières, Aadmet une décomposition unique LUA = . 
On pose : 
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LUA =  ⇔
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U
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Par identification, on arrive à déterminer les éléments des deux matrices L  et U . 

  








=
=
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1
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U

U

U

,       








=+
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=

2

4
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⇒
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L
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=

0

6

1

3323321331

22321231

1131

UULUL
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⇒
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D’où 
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Finalement, l’algorithme de la décomposition LU  est donné par : 

, , 
1

1

njULaU
n

k
kjnknjnj =−= ∑

−

=

 

nLnn ∀=  , 1  

mm

m

k
kmikim

im U

ULa

L








 −
=

∑
−

=

1

1  

Remarque :  
L est une matrice triangulaire inférieure ⇒ ikLik >= pour  0  

U est une matrice triangulaire supérieure⇒ jkU kj >= pour  0  

Donc ( )jikUL kjik ,minpour  0 >=  d’où 
( )

∑
=

=
ji

k
kjikij ULa

,min

1

 

La résolution :  
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bAX = ⇔ bLUX = ⇔




=
=

)2(     

)1(     

YUX
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(1) ⇒ ( )↓
















=
































− 1

2

1

1211

012

001

3

2

1

y

y

y

⇒
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(2) ⇒ ( )↑
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1

x

x

x

⇒








=
=
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0
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2

3

x

x
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 d’où 
















=
0

0

1

X  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ∏
=

====
n

i
iiUUULLUA

1

det.1detdetdetdet ,  

( ) ( ) 81.8.1detdet
1

=−−=== ∏
=

n

i
iiUUA  

 
II.2.3- Calcul de 1−A par la méthode de décomposition LU : 
 Soit une matrice nnA  tel que toutes les sous matrices[ ]kA  soient régulières. 

 On a nIAA =−1.  

On écrit : [ ]nnn VVVA ,...,, 21
1 =−  et [ ]nn eeeI ,...,, 21=  

D’où nIAA =−1.  ⇔  [ ] [ ]nn eeeVVVA ,...,,,...,,. 2121 = ⇔ [ ] [ ]nn eeeAVAVAV ,...,,,...,, 2121 =  

⇒
























=
=

⇔=⇔=





=
=

⇔=⇔=





=
=

⇔=⇔=

nn

nn
nnnn YUV

eLY
eLUVeAV

YUV

eLY
eLUVeAV

YUV

eLY
eLUVeAV

.

.

.
22

22
2222

11

11
1111

                              (1) 

Exemple : 
Soit la matrice ( )3,3A  tel que :  

















−
−−

−
=

243

131

152

A  

1-Trouver les matrices L  et U  tel que LUA =  ? 
Il faut d’abord s’assurer que la matrice A  admet une décompositionLU . On  calcule les 
déterminant des sous matrices de A . 
 

[ ] [ ]21 =A , [ ]( ) 02det 1 ≠=A  

[ ] 








−
−

=
31

52
2A , [ ]( ) 01det 2 ≠=A  
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[ ]
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3A , [ ]( ) 04det 3 ≠=A  

Les sous matrices de A  sont régulière, la matrice A  admet une décomposition LU  unique. 
On pose  
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LUA =  ⇔
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243

131

152

U

UU

UUU

LL

L  

Par identification, on arrive à déterminer les éléments des deux matrices L  et U . 

  








=
−=

=

1

5

2

13

12

11

U

U

U

,  








−=+
=+

−=

1

3

1

231321

221221

1121

UUL

UUL

UL

⇒








−=
=
−=

21

21

21

23

22

21

U

U

L

, 








=++
−=+

=

2

4

3

3323321331

22321231

1131

UULUL

ULUL

UL

⇒








=
=

=

4

7

23

33

32

31

U

L

L

 

Finalement : 
 

















−=
1723

0121

001

L , 

















−
−

=
400

21210

152

U  

2-Résoudre le système : bAX = où  
 

















−
−−

−
=

243

131

152

A , 
















=

3

2

1

x

x

x

X  et 
















−=
16

8

12

b  

On a bAX = ⇔ bLUX = ⇔




=
=

YUX

bLY
 

On a bLY =   









=
−=

=
⇒

















−=
































−
12

2

12

16

8

12

1723

0121

001

3

2

1

3

2

1

Y

Y

Y

Y

Y

Y

 

Et YUX =  









=
−=

=
⇒

















−=
































−
−

2

1

3

12

2

12

400

21210

152

1

2

3

3

2

1

X

X

X

X

X

X

  ⇒








=
−=

=

3

1

2

3

2

1

X

X

X

 

 
3-Calculer l’inverse de la matriceA . 
 
On pose 3

1. IAA =−  ⇒ 3
1 ILUA =−  
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=
































−
−

















−
100

010

001

400

21210

152

1723

0121

001

333231

232221

131211

VVV

VVV

VVV

 

 

⇒




































=
































−
−

















−

















=
































−
−

















−

















=
































−
−

















−

1

0

0

400

21210

152

1723

0121

001
0

1

0

400

21210

152

1723

0121

001
0

0

1

400

21210

152

1723

0121

001

33

23

13

32

22

12

31

21

11

V

V

V
V

V

V
V

V

V

 

⇒




































=
































−
−

















=
































−

















=
































−
−

















=
































−

















=
































−
−

















=
































−

33

23

13

33

23

13

33

23

13

32

22

12

32

22

12

32

22

12

31

21

11

31

21

11

31

21

11

400

21210

152

et  

1

0

0

1723

0121

001

 

400

21210

152

  

0

1

0

1723

0121

001
400

21210

152

  

0

0

1

1723

0121

001

Y

Y

Y

V

V

V

Y

Y

Y
Y

Y

Y

V

V

V

et

Y

Y

Y
Y

Y

Y

V

V

V

et

Y

Y

Y

 

⇒




































=
































=
































−
=

































=
































−
−=

































=
















41

41

21

                et                           

1

0

0

 

47

41

23

                                         

0

1

0
45

41

21

                                          

0

0

1

33

23

13

33

23

13

32

22

12

32

22

12

31

21

11

31

21

11

V

V

V

Y

Y

Y
V

V

V

et

Y

Y

Y
V

V

V

et

Y

Y

Y

 

Finalement : 

















−−
−=−

4/14/74/5

4/14/14/1

2/12/32/1
1A  

 
 
 
 
 
 



Université A. Mira de Béjaia                                                                                      
Faculté de la Technologie                                                                                      2ème Année LMD/ST 
MATH VI : Analyse Numérique                                                                     Mr : MEZIANI Bachir 

 Page 12 

II.2.3-Méthode de Cholesky : 
 Soit A  une matrice carrée d’ordre n  tel que ( )

njiijaA
≤≤

=
,1

 

Définition :  
1- La matrice A  est dite symétrique si elle coïncide avec sa transposée.  

tAA = ⇔  n1,ji, , == jiij aa  

2- La matrice Aest dite définie positive si 
i- nRV , 0 ∈∀≥AVV t  

ii- nR
0V 0 =⇔=AVV t  

Si les deux conditions (1) et (2) sont vérifiées, alors A  est appelée Matrice Symétrique 
Définie Positive. (S.D.P) 
 
Théorème : 

La matrice Aest définie positive si et seulement si tous ses mineurs : 

111 a=∆ , 







=∆

2221

1211
2 det

aa

aa
 ; … ;, [ ]( )11 det −− =∆ nn A  ; ( )An det=∆  sont strictement 

positifs. 
 
 
Théorème de Cholesky : 

Soit Aune matrice carrée d’ordren , non singulière et symétrique. Pour qu’il existe 
une matrice triangulaire inférieureL , de même dimension queA , telle que tLLA .= , il faut 
et il suffit que A  soit une matrice définie positive. 
 
Remarque : La matrice L n’est pas unique. La décomposition devient unique si l’on fixe à 
l’avance les éléments diagonaux iiL  avec 0>iiL  

 
 
 
 
Algorithme de décomposition : 
 Afin d’obtenir les éléments ijL  de la matriceL , on multiplie les matrices L et tL , puis 

on identifie les coefficients respectifs dans l’égalité tLLA .=  pour obtenir les équations : 















<=

>







−=

=−=

=

∑

∑
−

=

−

=

jiL

jiLLa
L

L

niLaL

aL

ij

j

k
jkikij

jj
ij

i

k
ikiiii

 , 0

 , 
1

,2 , 

1

1

1

1

2

1111

 

Résolution du système bAX =  
 La résolution du système  bAX =  revient à résoudre : 

bAX = ⇔ bXLLt = ⇔




=
=

YXL

bLY
t  

D’où on obtient 
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=






 −=

=

∑
−

=

niYLb
L

Y

L

b
Y

i

k
kiki

ii
i ,2 ; 

1 1

1

11

1
1

 

Et 










−=






 −=

=

∑
+=

1,1 ; 
1

1

niXLY
L

X

L

Y
X

n

ik
kkii

ii
i

nn

n
n

 

Calcul du déterminant de A  

tLLA .= ⇒  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
2

1

2detdet.det.detdet 






==== ∏
=

n

i
ii

tt LLLLLLA  

 
Exemple : 
On considère la matrice : 



















−
−

−−−
−

=

18231

238195

319133

1531

A  

La matrice A  est symétrique : tAA =  
La matrice A  est définie positive : 
On a les déterminants des mineurs de A  qui sont tous positifs : 

[ ] [ ]11 =A , [ ]( ) 01det 1 >=A  

[ ] 








−
−

=
133

31
2A , [ ]( ) 04det 2 >=A  

[ ]
















−
−−

−
=

38195

19133

531

3A , [ ]( ) 036det 3 >=A  

[ ]



















−
−

−−−
−

=

18231

238195

319133

1531

4A , ( ) 030det 4 >=A  

La matrice A  est une matrice symétrique définie positive, elle admet une décomposition 
tLLA .=  

On pose : 



















=

44434241

333231

2221

11

0

00

000

LLLL

LLL

LL

L

L  tel que : 4 ,1 ,0 => iLii  
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Calcul des ijL  

On a  

    ALL t =.  ⇔



















−
−

−−−
−

=





































18231

238195

319133

1531

000

00

0

0

00

000

44

4333

423222

41312111

44434241

333231

2221

11

L

LL

LLL

LLLL

LLLL

LLL

LL

L

 

 
D’où  

111111 === aL  

3. 122111 −== aLL  ⇔ 3
11

12
21 −==

L

a
L  

5. 133111 == aLL  ⇔ 5
11

13
31 ==

L

a
L  

1. 144111 == aLL  ⇔ 1
11

14
41 ==

L

a
L  

1322
2
22

2
21 ==+ aLL  ⇔  29132

212222 =−=−= LaL  

192332223121 −==+ aLLLL ⇔
( )

2
2

1519

22

312123
32 −=+−=

−
=

L

LLa
L  

32442224121 −==+ aLLLL ⇔
( )

0
2

33

22

412124
42 =+−=

−
=

L

LLa
L  

3833
2
33

2
32

2
31 ==++ aLLL  ⇔  3425382

32
2
313333 =−−=−−= LLaL  

234334332423141 ==++ aLLLLLL ⇔ 1
3

52

33

3242314134
43 −=−=

−−
=

L

LLLLa
L  

1844
2
44

2
43

2
42

2
41 ==+++ aLLLL  ⇔  4101182

43
2
42

2
414444 =−−−=−−−= LLLaL  

Finalement : 
 



















−
−

−
=

4101

0325

0023

0001

L    et        



















−
−

−

=

4000

1300

0220

1531

tL  
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II.3-Méthodes Itératives : 
Définitions : 

- Soit Aune matrice carrée d’ordren . nnA , . 

• On appelle trace de A le scalaire noté : ( ) ∑
=

=
n

i
iiaAtra

1

 

• On dit que C∈λ  est une valeur propre de A  si et seulement si il existe une 

vecteur nCV ∈
r

 tel que : nC
V 0

rr
≠  et VVA

rr
λ=  

• Les valeurs propres de la matrice A  sont les racines réelles ou complexes du 
polynôme caractéristique de A  noté : ( ) ( ) 0det =−= IAPA λλ  

• ( ) ( )∑
=

=
n

i
i AAtra

1

λ , ( ) ( )∏
=

=
n

i
i AA

1

det λ  

• Le spectre de la matriceA , noté ( ) ( ){ }AAS ip λ=  

• Le rayon spectral de la matriceA , noté ( ) ( )( )AiA
ni

λρ max
1 ≤≤

=   

• La matrice A  est à diagonale dominante stricte (D.D.S) si et seulement si 

fixé i , 
1

∀>∑
≠
=

n

ij
j

ijii aa  ou fixé  , 
1

jaa
n

ji
i

ijjj ∀>∑
≠
=

 

Propositions : 
1- Si A  est symétrique, alors toutes les valeurs propres de A  sont réelles, de plus si A  

est définie positive, alors les valeurs propres de A  sont toutes positives. 
2- On suppose que A  est une matrice à diagonale strictement dominante (D.D.S), alors 

les valeurs propres de A  sont non nulles. 
Conséquences : A  est une matrices à diagonale strictement dominante⇒  ( ) 0det ≠A , 
l’inverse de A  existe. 

 
Normes Matricielles : 
 On appelle norme matricielle toute application de ( )RM m  dans +R  qui satisfait les 

axiomes suivants : 
( )

A

AA

RRM m

 de norme 

→
→• +

  

I. 0≥A  de plus 0=A  si et seulement si 0=A . 

II.  AA λλ =  R∈∀λ , A∀  

III.  BABA +≤+ ,  A∀  et B∀  

IV.  BABA .. ≤ ,  A∀  et B∀  

 
Exemple de normes Matricielles 







∑=

=≤≤

n

i
ij

nj

aA
11

1 max ,      
2/1

1 1

2

2 















∑= ∑

= =

n

i

n

j
ijaA ,      








∑==
=≤≤

∞

n

j
ij

ni

aAA
11

3 max  
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Application : 

















−−
−−

−
=

212

230

011

A  

 
( )321

31
3 max iii

i

aaaAA ++==
≤≤

∞
 

( )3332312322211312113
  ;  ;max aaaaaaaaaAA ++++++==

∞
  

( ) ( ) 55  ;5  ;2max212  ;23  ;11max
3

==++++==
∞

AA  

 
Proposition : 
Soit A  une matrice carrée d’ordren , alors ( ) AA ≤ρ  

 Lorsque l’ordre nd’un système algébrique linéaire est très grand, la résolution du 
système par les méthodes directes (Gauss, LU, Cholesky, ….) devient assez compliqué. On 
fait appel aux méthodes dites itératives ou indirectes, sous réserve de convergence. Le 
principe de ces méthodes consiste à définir une suite de valeurs ( )( )kX  convergentes vers la 

solution exacte ( )X  du système bAX = . 
 
Définition  :  
        Une méthode itérative de résolution du système bAX =  consiste d’abord à passer au 
système βα += XX (que l’on déterminera) et sa solution est alors la limite de la suite définie 

par : βα +=+ kk XX 1 , 0X  étant une approximation initiale. 

 
Remarque : Les méthodes itératives sont généralement utilisées lorsque l’ordre du système 
est supérieur à 100 ( )100≥n  et si la matrice A  contient beaucoup d’éléments nuls. 
 Les méthodes itératives sont : 

1- La méthode de Jacobi ; 
2- La méthode de Gauss-Seidel. 

 
II.3.1-Méthode de Jacobi : 

 On suppose que les niaii  ,1  , 0 =∀≠  où ( )ijA a
nji ≤≤

=
,1

 

Le système bAX =  s’écrit encore : 



















=++•••+++

•
•
•

=++•••+++
=++•••+++
=++•••+++

−−

−−

−−

−−

nnnnnnnnnn

nnnn

nnnn

nnnn

bxaxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa

11332211

13113333232131

22112323222121

11111313212111

  

  

  

  

 

Le principe de la méthode de Jacobi consiste à résoudre la èmeI équation par rapport à 
l’inconnue ix . On obtient alors le système équivalent, appelé système réduit.  
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++•••++++=

•
•
•

++•••++++=
++•••++++=
++•••++++=

−−

−−

−−

−−

nnnnnnnnn

nnnn

nnnn

nnnn

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

0  

  0

  0

  0

11332211

3113323213133

2112323212122

1111313212111

ααααβ

ααααβ
ααααβ
ααααβ

 

Où 

ni
a

b

ii

i
i ,1 , ==β                      et                









==

=≠−=

ni

njiji
a

a

ii

ii

ij
ij

,1                       ,0

,1,     ,,

α

α
 

Le système réduit ainsi obtenu s’écrit sous forme matricielle comme suit : 
βα += XX  

Où 
( )ijαα = ,    ( )iββ =  



























•••
•••••
•••••

•••
•••
•••

=

−

−

−

−

0  

  0

  0

  0

1321

3133231

2122321

1111312

nnnnn

nn

nn

nn

αααα

αααα
αααα
αααα

α ,               































•
•

=

nβ

β
β
β

β 3

2

1

 

( )ijαα =  est la matrice de Jacobi. 

Conclusion : Le système bAX =  devient équivalent au système réduit βα += XX  
bAX =  ⇔  βα += XX  (Forme récursive) 

A partir du système βα += XX , en partant d’une approximation initiale arbitraire ( )0X , on 
résout le système : 

( ) ( ) NkXX kk ∈+=+  ; 1 βα  

 Si la suite des approximations( )0X , ( )1X ,…, ( )kX ,…possède une limite ( )k

k

XX lim
∞→

= , 

cette limite est solution du système βα += XX  et donc du système bAX = . 

En effet, il suffit de passer à la limite dans le système ( ) ( )  1 βα +=+ kk XX  pour obtenir : 
( ) ( )  limlim 1 βα +=

∞→

+

∞→

k

k

k

k

XX  ⇔ βα += XX ⇔ bAX =  
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Algorithme de la méthode : 
 Ecrivons le système ( ) ( )  1 βα +=+ kk XX sous forme développée : 

( ) ( )  1 βα +=+ kk XX ⇔  ( ) ( ) nixx i

n

ij
j

k
jij

k
i ,1 , 

1

1 =+=∑
≠
=

+ βα ⇔ ( ) ( ) nixab
a

x
n

ij
j

k
jiji

ii

k
i ,1 , 

1

1

1 =
















−= ∑
≠
=

+  

D’où l’algorithme de Jacobi : 

( )

( ) ( )

















=
















−= ∑
≠
=

+ nixab
a

x

X

n

ij
j

k
jiji

ii

k
i ,1 , 

1

donné                                  

1

1

0

 

Critère d’arrêt  : 
 En pratique, les itérations vont jusqu’à atteindre la précision ε  donnée au préalable, 
qui se traduit par : 

( ) ( ) nixx k
i

k
i ,1 , 1 =≤−+ ε   

Convergence de la méthode de Jacobi : 
Théorème : 
 Une condition nécessaire et suffisante pour que l’algorithme de Jacobi converge, 
indépendamment de la condition initiale( )0X , est que ( ) 1<αρ  où ( ) i

ni

λαρ max
1 ≤≤

= , 

αλ  de propre valeur :i  

 
Remarque : 

1- Le calcul de ( )αρ  est très compliqué, il suffit alors de vérifier si 1<α , puisque 

( ) ααρ ≤  

2- La méthode de Jacobi converge si l’une des conditions suivantes est vérifiée : 
� 1

1
<α  

� 1
2

<α  

� 1
3

<=
∞

αα  

3- Si Aest une matrice à diagonale dominante stricte (DDS) alors la méthode de Jacobi 
converge. 
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II.3.2-Méthode de Gauss-Seidel : 
 Soit le système bAX =  où 
 

( )



























•••
•••••
•••••

•••
•••
•••

==

−

−

−

−

nnnnnnn

nn

nn

nn

ij

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aA

1321

313333231

212232221

111131211

  

  

  

  

, 































•
•

=

nb

b

b

b

b 3

2

1

 

SoientD , E etF  les matrices définies par : 



























•••
•••••
•••••

•••
•••
•••

=

nna

a

a

a

D

0  000

00  00

00  00

00  00

33

22

11

, 



























−•••−−−
•••••
•••••

•••−−
•••−
•••

=

− 0  

00  0

00  00

00  000

1321

3231

21

nnnnn aaaa

aa

a

E , 



























•••
•••••
•••••

−−•••
−−•••−
−−•••−−

= −

−

−

00  000

  000

  00

  0

313

21223

1111312

nn

nn

nn

aa

aaa

aaaa

F  

 
1- Algorithme de Jacobi : 
On a FEDA −−=  d’où 

bAX = ⇔ ( ) bXFED =−−  ⇔ ( ) bXFEDX ++=  
Et de là on obtient : 

( ) ( ) ( ) bxFEDx kk ++=+1  
ou encore  

( ) ( ) ( ) bDxFEDx kk 111 −−+ ++=         Formule de Jacobi 
( ) ( ) βα +=+ kk xx 1  où ( )FED += −1α  et bD 1−=β  

Qui n’est autre que la formule de Jacobi. 
En effet : 



























•••
•••••
•••••

•••
•••
•••

=−

nna

a

a

a

D

/10  000

00  /100

00  0/10

00  00/1

33

22

11

1 , β=































•
•

=−

nnn ab

ab

ab

ab

bD 333

222

111

1  
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Ainsi, on aboutit à l’algorithme de Jacobi.  
Remarque : On peut noter α  par J  d’où  

( ) ( ) β+=+ kk Jxx 1  
 
2- Algorithme de Gauss-Seidel : 
 Une autre décomposition de A , autre que celle développée ci-dessus, permet d’aboutir 
à la méthode de Gauss-Seidel : 
On a : 

 bAX = ⇔ ( ) bXFED =−−  ⇔ ( ) bFXXED +=−  
D’où 

 
( ) ( ) ( ) bFxxED kk +=− +1  

ou encore  
( ) ( ) ( ) ( ) bEDFxEDx kk 111 −−+ −+−=   Formule de Gauss-Seidel 

Et en développant la formule récursive ci-dessus, on aboutit à l’algorithme de Gauss-Seidel. 
 
Algorithme de Gauss-Seidel : 
 

( )

( ) ( ) ( )














=







−−= ∑∑

+=

−

=

++ nixaxab
a

x

X

n

ij

k
jij

i

j

k
jiji

ii

k
i ,1 , 

1

donné                                  

1

1

1

11

0

 

Remarque : 
1- La matrice de Gauss-Seidel, notée sG  est donnée par : ( ) FEDGs

1−−=  

2- La matrice de Jacobi, notée J , est donnée par : ( )FEDJ += −1  

3- Pour pouvoir appliquer la méthode de Gauss-Seidel, il faut que les niaii  ,1  , 0 =∀≠ . 

4- Tous les résultats de convergence pour la méthode de Jacobi (J ) restent valables pour 
la méthode de Gauss-Seidel (sG ) (remplacer α  par J  ou par sG ). 
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Exemple 1 : 
 On considère le système bAX =  

Où                        








−
=

41

13
A   ;     









=
2

1

x

x
X   ;    









=
6-

5
b  

1-Calculer la matrice G  de Gauss-Seidel associée au système.   
2- En partant de la relation bAX = , montrer que( ) GXXbED 1 −=− − .  
 
Solution 1: 
1-Calcul de la matrice de Gauss-Seidel G  associée au système : 
On pose FEDA −−=  
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40
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D , 








=

01

00
E  et 







 −
=

00
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F  

On a ( ) FEDG 1−−=   
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2-On pose FEDA −−=  
Où  









=

40

03
D , 








=

01

00
E  ; 







 −
=

00

10
A                       

       
 
2-Le système bAX =  s’écrit alors ( ) bXFED =−−  

D’où ( ) bFXXED +=−  => ( ) ( ) ( ) bEDGXbEDFXEDX 111 −−− −+=−+−=  

=>              ( ) GXXbED −=− −1     
 
On écrit le processus itératif : 

( ) ( ) ( ) bEDGXX KK 11 −+ −=−  => ( ) ( ) ( ) ( ) ( )KKKK XbEDGXXX −−=−− −+ 11      (a) 

( ) bEDGXX 1−−=−             => ( ) ( ) ( )KK XbEDGXXX −−=−− −1                (b) 

‘a)=(b) => ( ) ( ) ( ) ( )KKKK GXGXXXXX +−−=−+1  
                                 ( ) ( ) ( )( )XXGIXX KKK −−−=−+ )(1            
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Exemple 2:  
On considère le système bAX = , où la matrice A  est définie de la façon suivante : 
 

( )















 −
=

100

021

0121 β
A  

et β  est un paramètre réel.  
1-Sans calculer les matrices d’itération, donner une condition suffisante sur le paramètre β  
pour que les méthodes de Gauss-Seidel et de Jacobi soient convergentes. 
2-Calculer les matrices d’itération J  pour la méthode de Jacobi et G  pour la méthode de 
Gauss-Seidel. 
3- Etablir pour quelles valeurs deβ  les méthodes sont convergentes. Quelle est la méthode 
qui converge le plus rapidement. 
 
Solution 2: 
 
1- On sait que si la matrice A  est une matrice à diagonale dominante stricte par ligne, alors 
les méthodes de Gauss-Seidel et de Jacobi sont convergentes. Pour satisfaire cette condition, il 
faut imposer : 

( )β−> 121 ==>
2

3

2

1 << β             

  
2-Calcul des matrices d’itération J  pour la méthode de Jacobi et G  pour la méthode de 
Gauss-Seidel. 
On pose FEDA −−=  

Où                        

















=
100

020

001

D , 
















−=
000
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E  et 

( )
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=
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F   

                                        ( )
( )

















−
−

=+= −
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0120
1

β
FEDJ                    

                                              ( )
( )

















−
−

=−= −

000

010

0120
1 β

β
FEDG                       

 
3- Les valeurs deβ  pour lesquelles les méthodes sont convergentes.  
Les méthodes convergent si leurs rayons spectraux sont strictement inférieurs à 1. 

On a ( ) ( )AiA
ni

λρ max
1 ≤≤

=  où ( )A
i

λ  sont les valeurs propres de la matrice A . 

Pour la matrice de Jacobi J , les valeurs propres sont ( ) 01 =Jλ , ( ) βλ −±= 13,2 J  

Donc ( ) βρ −= 1J  et ( ) 1<Jρ  si et seulement si 21 << β .                   

Pour la matrice de Jacobi G , les valeurs propres sont ( ) 02,1 =Gλ , ( ) βλ −= 13 G  

Donc ( ) βρ −= 1G  et ( ) 1<Gρ  si et seulement si 20 << β .                    
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La méthode qui converge le plus rapidement. 
On voit que ( ) ( )JG 2ρρ = ==> La méthode de Gauss-Seidel converge plus vite que celle de 
Jacobi. 
 
Exemple 3 : On considère le système linéaire bAX =  avec 
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b  

La matrice A  peut s’écrire comme FEDA −−= où les matricesD , E  et F  sont données 
par :  

( )




≠
=

==
ji

jia
DD ij

ij    ,0

 ,
,  ( )





≤
>−

==
ji

jia
EE ij

ij     ,0

  ,
, ( )





≥
<−

==
ji

jia
FF ij

ij     ,0

  ,
 

1- On considère les deux méthodes itératives suivantes : 
( ) ( ) ( ) ( )

11
111 β+=++= −−+ kkk xBbDxFEDx  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

111 β+=−+−= −−+ kkk xBbEDFxEDx  

Calculer les matrices1B , 2B  et les vecteurs 1β  et 2β . 
 
2-Calculer le rayon spectral des deux matrices d’itération et établir si les deux méthodes sont 
convergentes. De quelles méthodes s’agit-il ? Au vu des rayons spectraux calculés, quelle est 
la méthode la plus rapide ? 
3-Résoudre le système linéaire bAX =  avec une précision 610−=ε , en utilisant les deux 

méthodes et le vecteur initial ( )
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0X  

Exemple 4 :    
Soit la matrice  

















=
1

1

1

aa

aa

aa

A  

1- Pour quelles valeurs de a  la matrice Aest-elle définie positive ? 
2- Ecrire la matrice J de l’itération de Jacobi 
3- Pour quelles valeurs de a la méthode de Jacobi converge-t-elle ? 
4- Ecrire la matrice G de l’itération de Gauss-Seidel. 
5- Calculer ( )Gρ . Pour quelles valeurs de a la méthode de Jacobi converge-t-elle plus 

vite que celle de Jacobi ? 
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Exemple : Soit le système bAX = où : 



















=

16151413

1211109

8765

4321

A  

1- Ecrire la matrice J de l’itération de Jacobi 
2- Ecrire la matrice sG de l’itération de Gauss-Seidel 

Solution :  
On écrit la matrice Asous la forme FEDA −−= où 
 



















=

16000

01100
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0001

D , 
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−
=

0151413

00109

0005

0000

E , 



















−
−−
−−−

=

0000

12000

8700

4320

F  

 
1- La matrice de Jacobi est donnée par : 

 
bAX = ⇔  ( ) bXF-E-D = ⇔ ( ) bXFEDX ++= ⇔ ( ) β+=++= JXbDXFEDX -1-1  

Où 
( )FEDJ -1 +=  et bD -1=β  

On écrit : ( ) ( ) ADIAD 1-1-1 DFEDJ −−=−=+=  



















−−−
−−−
−−−

−−−

=

011/1511/1411/13

11/12011/1011/9

3/46/706/5

4320

J  

2- La matrice de Gauss-Seidel est donnée par :  

bAX = ⇔  ( ) bXF-E-D = ⇔ ( ) bFXXE-D += ⇔ ( ) ( ) 1
-1-1 XGbE-DFXE-DX β+=+= s  

Où 

( ) FE-DG -1=s  et ( ) bE-D -1
1 =β  

On écrit : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) AE-DE-DE-DA-E-DE-DFE-DG -1-1-1-1 −===s  

( ) AE-DIG -1−=s  



















−−−
−−−
−−−
−−−

=

1591.01061.00530.00

3636.02424.01212.00

0000.23333.16667.00

0000.40000.30000.20

sG  


