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CHAPITRE Il
Résolution des Systemes d’Equations Linéaires
[1.1.1-Définitions et Notations :
On appelle matrice de type (de dimensi()m)‘n) un tableau de nombresralignes,

mcolonnes. L'ensemble de matrices de tyfesn) est notéeM . (IK), (K = RouC),
(K : Ensemblelesscalaireg. On adopte la notation suivante :

Une matriceA de dimensior(n,m) sera notéeA, , = (g, Jssien
1< j<m

a; 8, - .

a21 a22 o a2m
A=

anl an2 o anm

La transposée dé\, notée A' sera alors

all a21 ot a'nl

a12 a22 ot a'n2
A =

alm a2m " ) anm

: : , . t_
Aest symétrique siA= A ; on a aussi la proprietd AR =B'.A
Une matrice carréd\  est une matrice dont le nombre de lignes esta@galombre

de colonnes.
II.1.2-Résolution des Systémes Linéaires :
Tout systeme d’équations linéaires peut s’écoresforme matricielle
AX =b, A :une matrice carrée
Si det(A) # 0( A estinversible ou réguliére), I'unique solutionsiisteme est donnée par :
AX=b =« ATAX=A"M « X=A"D
Avec
_ 1 t
At =——(A*
det(A)( )
A* : est la comatrice donnée par :
A =(C )1<i,j<n
_ i+ .-
G = (-12) \ def Aij)
Aij : C’est la matriceA sans laT™ligne et la{™ colonne.

Formule générale pour le calcul dedefA) selon les lignes

n

defA) =Y (-1) " a; defAij)

j=1
[1.1.3- Méthode de Cramer:
L'unique solution du systémaX =b (defA) # 0) est donnée selon Cramer par :
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X = def Ai)
' defA)
Ai est la matriceA ot I'on a remplacé 1€T°colonne par le vecteur second membrb x.

Cette méthode de Cramer est inadaptée pour résteglsystémes de grandes tailles
car il y a trop de déterminants a calculer. Poua,cen a recours a d’autres méthodes de
résolution des systemes d’équatidné=b. Ces méthodes sont classées dans deux groupes.

Les premiéres meéthodes, intitulées Méthodes dsecteont basées sur la
transformation du systeme initidX =b, en passant par un nombre d'étapes finies, pour
avoir la solutionX . Parmi ces méthodes, on a la méthode de Gausdmmposition LU et
la méthode de Cholesky.

Les méthodes du deuxieme groupe, intitulées méthibéiatives, sont basées sur des
procédures itératives qui permettent d’approcheplation du systeme, en amorcant le calcul
a partir d'une solution initialX ©. Parmi ces méthodes, on a la méthode de Jacdhi et
méthode de Gauss-Seidel.

Il.2-Méthodes Directes:
[I.2.1-Méthode d’élimination de Gauss.
Soit a résoudre le systeme linéair&X =b
La méthode délimination de Gauss consiste a s@aliun nombre fini de
transformations sur la matricd de telle sorte a obtenir un systéme équivalent feu
recherche du méme vecteur solution, mais avec @bgcm triangulaire supérieure.
AX=b =« AX=b
Donnons la méthode a travers un exemple.
Soit a résoudre le systeme :
2X, —9%, + X, =12
(1)3-%+3%,-%X=-8 « AX=Db
3X, —4X, +2X; =16

ou
2 -5 1 X, 12
A=[-1 3 ~-1|, X=|x,|etb=|-8
3 -4 2 X, 16

On adopte I'écriture suivante

92 -5 1 " 12
-1 3 -1 -8
0|3 -4 2 " 16

Le but est d’obtenir une matricg triangulaire supérieure avec « 1 » sur la diaganal

Etape N°1:

Puisque le pivoal(‘l)) =2#0, on divise la premiére linge d& par 31(2) et essayer d’avoir des
zeros sous le nouveau pival‘ﬁ)

On obtient :
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|_1 :ﬁ B . ]
o2 1 -52 12 6

2 2 1

W=19+00 y2 -y2 -2 AUx=p"

LW =1©0-3 00 72 y2 = -2

Etape N°2:
Commeaglz) =1/2# 0, on refait la méme opération qu’a I'étape n°1 nagigliquée a la

deuxiéme colonne. On obtient :

P=12 |1 -52 y2 " 6
W=2y Jo 1 -1 -4/~ APx=p®

L(32) — Lgl) _Z L(Zz) 0 0 4 . 12
2 L : _

Etape N°3 et derniere :
Commeag? =4+#0, on refait la méme opération qu’a I'étape n°2 nagipliquée a la

troisieme colonne. On obtient :
LO=19 |1 -52 y2 * 6

X3 = 53 X; =3
AX=b = AX=b = x,=b,-aldx, = {x,=-1
X1=b1_ag)xz_ag)xa X, =2
Et le déterminant d&\ est donné par :
3
i 1
def{A)=[ai®P =2=4=4
(W)=]a" =25

On note le nouveau systém?é( =b

- n
X =hb - Zaikxk
k=i+1

Ou a; sont les éléments de la matriée
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11.2.1.1-Calcul de A™par la méthode d’élimination de Gauss
Soit une matriced , tel quede{A)# 0. OnaAA™ =1,

onécrit: A=V, V,,..V,| etl, =[e.e,....e ]
Dot AAT=1, = ANMV,..V.|=[e.e....e] = [AV,AV,....AV, |=[e.6,....e ]

AV, =€
AV, =g,
=31 (1)
AV, =g,
V, est le vecteur colonne i de la matriéé'
1

e estle vecteur i de la base canonique. (exemgles] . |)

0
En appliquant la méthode d’élimination de Gaussysteme (1), on obtient
AV, =g Z‘Vl =g \A
AY, =g, Z‘Vz =€ Vv,

= =
AV, =g, ~Vn =g, V.
Exemple : Soit le systeme linéairdX =b
ou
1 2 1 X, 3
A=|2 -4 2|, X=|X,|etb=]10
1 6 O Xg -2

Méthode d’élimination de GaussAX =b « AX =b

On adopte I'écriture suivante
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Puisque le pivaa/® =12 0, on divise la premiére ligne da par a et essayer d’avoir des

zeros sous le nouveau pival‘ﬁ)

On obtient :
W= 11 2
LW =219 -190 8
W =10-10]0 -4
Etape N°2: )

Commeaglz) =8% 0, on refait la méme opération qu’a I'étape n°1 nagipliquée a la

deuxiéme colonne. On obtient :

T P
1D=19/8 |0 1
=190 0

Etape N°3 et derniére:

0

1

- Al

b

Commeaé? =1# 0, on refait la méme opération qu’a I'étape n°2 nagpliquée a la

troisieme colonne. On obtient :

=191 2 1 3
W=1@0 10 -72]- A¥X=p® - AX=b
B=lo o1 3
X3:63 x3:3
AX=b~ AX=b = ¢ x,=b-aflx, « {x=-12
x =b -alx, -ax, x =1

Et le déterminant d&\ est donné par :
3 .
def(A) = |‘I al®=181=8

Calcul de l'inverse deA.

1 2 1]V, V, V,] [1 00
Ona:AA'=1, = (2 -4 2|V, V,, V,|=/0 1 0
1 6 OV, V, V| [0 6 1
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1 2 1|(v,] [1
2 -4 Z{V21 =<0; ()

1 6 0}V, 0

1 2 1|V 0

2 -4 Z{sz =31¢ (Il

1 6 0}V, 0

1 2 1](Vs) [0

2 -4 2{v23 =405 (I

1 6 0}V, 1

On applique la méthode d’élimination de gaussesysieme (1), (I1) et (111).

a- Systeme (1), () et (Il) :
On adopte I'écriture suivante:

Etape N°1:
Puisque le pivmi((l’) =1#0, on divise la premiere ligne da par aﬁ) et essayer d’avoir des

zeéros sous le nouveau pivaﬁ)

Etape N°2:

Commeaglz) =8%0, on refait la méme opération qu’a I'étape n°1 nagpliquée a la
deuxieme colonne. On obtient :
W= 11 21.1 o0 0]

1

1P=19/8 |0 1 0. 1/4 -1/8 0

2

|_(32) - 4|_(22) + |_(31) _0 o1. 2 -1/2 —1_

Etape N°3 et derniére:
Commeaé? =1# 0, on refait la méme opération qu’'a I'étape n°2 nagpliquée a la

troisieme colonne. On obtient :
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Finalement, on obtient :

Va = §3 Vi =2 Vi, =-3/2
AV, =g - Z‘Vlzél = Vzlzaz_ag,)vsl d V21=]/4 < V21=]/4
Vi, = .éu - aS)Vzl - al(g)\/Sl Vi, =-3/2 Vy =2
V,, = @3 V,, =-1/2 V,, =3/4
AV, =g, = ;&széz i szzézz_agi)\/sz hnd {szz_l/s i V22:_]/8
12~ é21 - a:l(.g)v22 - a:l(.g)v32 Vi, =3/4 Vs, =-1/2

Vi3 = %3 Vi =-1 Vis =1
AV; =g = ,—&VS:Q d V23=§2—ag)\/33 @ V=0 = (Vy,=0
Vis = %1 - al(g)\/23 - al(g)\/?ﬁ Vi =1 Vi =-1
Finalement :
V, V, Vg, -3/2 3/4 1
Al = V,, V,, V,|=| 1/4 -1/8 O
Vy Vi, Vi, 2 -1/2 -1

11.2.2-Méthode de décomposition LU
Définition :
On dit que Ay est la sous matrice principale d'ordre k Aesi A,; est la matrice

d’ordre (k,k) de coefficientsa, ,1<i, j<k,1<k< n

ij

Théoreme:

Si A est une matrice carrée d’ordren dont toutes les sous matrices principales
sont régulieres, alors il existe une décompositiamique de A sous la forme A= LU .
Ou L est une matrice triangulaire inférieure avec une @gonale unitaire. U est une
matrice triangulaire supérieure.

La résolution du systemAX =b devient
LY =b
ux =Y
La résolution du system@&X =b revient a la résolution des deux systenh&s=b par un
algorithme descendar(t) et UX =Y par un algorithme ascendén). La résolution de ces
deux systemes est immédiate puisque les matticesU sont triangulaires.
Remarque: U est la matrice obtenue par la méthode d’éliminatdierGauss.

AX=Db = LUX=b©{

La méthode :
Soit A une matrice dont toutes les sous matrices sountiéégs.
Exemple: A(33)
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1 2 1
A=|12 -4 2
1 6 O
Ona:

A{l] = [1] ’ det(ph]): 1
Ay = {; _24}’ de(ﬁz}) =-8
Ay = A, defAy)=8

Toutes les sous matrice de sont régulieresAadmet une décomposition uniqée= LU .
On pose :

1 0 O U, U, U,
L=|L, 1 O|,Uu=0 U22 U,
Ly Ly 1 0 0 U,
1 2 1 1 0 0|V, U, U,
A=LU < |2 -4 2|=|L, 1 o{o
1 6 0 L, 11 O O U33
Par identification, on arrive a déterminer les eflets des deux matricésetU .
Ull _1 L21U11 - 2 L21 - 2 L31U11 _1 L31 = 1
Up,=2, LU, +U,, =-4=1U,, =-8, LU, +LU, =6 = |-32=_]/2
U13=1 L21Ul3+U23=2 U23=O L31U13+L32U23+U33=0 U33=_1
D’ou
1 0 O 1 2 1
L=2 1 0(,Uu=l0 -8 O
-2 1 0O 0 -1

Finalement, I'algorithme de la décompositibd est donné par :

n-1
Unj = anj _ZLnkUkj ’ J =n,
k=1
L., =1,0n
m-1
(aim - Z LU km]
L = k=1
im U

mm

Remarque :
L est une matrice triangulaire inférieure L, = Opourk >i

U est une matrice triangulaire supériewrd) ; = Opourk > ]

mln

Donc L, U, =0pourk > mln( ) dou g; = z L,kUkJ

La résolution :
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AX =b < LUX =b {LY:b @

ux =y (2
1 0 O]y, 1 y, =
W=l2 1 ofy,t=12{i)=1y,=
11 -¥2 1]y, |1 Ys =
1 2 1]x 1 Xy = 1
2 =]0 -8 0{x={0t)=1x, =0 dou X =
10 0 -1](x 0 x =1 0

defA) = defLU ) = defL)defU ) = 1deU ) = |‘IU |

def{A) = defU) = |jUn =1.-8-1=8

11.2.3- Calcul de A™par la méthode de décomposition LU
Soit une matrice,,, tel que toutes les sous matriégs soient régulieres.

OnaAA™ =1,
onécrit: A=V, V,,..V,] etl, =[e.e,....e)]
Dot AA =1, = ANV,..V.]=[e.e....e] = [AV,AV,,...AV,]=[e 6,....8]

AV, =g < LUV, = HhEe
\=¢ 178 Uy oy,
LY, =e,
AV, =e, = LUV, =e, = 2
,=e .=, {uvz v,
= : (1)
LY =e
AV, =e o LUV, =6, -
&W=ﬂ
Exemple:
Soit la matriceA(33) tel que :
2 -5 1
A=-1 3 -1
3 -4 2

1-Trouver les matricet etU tel queA=LU ?
Il faut d’abord s’assurer que la matric® admet une décompositibtd . On calcule les
déterminant des sous matrices Ale

Ay =[2], defAy)=220
2 -5

aa=| % ) delag) 10
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2 -5 1
Ag=|-1 3 -1, defpy)=4%0
3 -4 2

Les sous matrices da sont reguliere, la matricd admet une décompositiddJ unique.
On pose

1 0 0 U, U, U,
L=|L, 1 0[,U=|0 U, U,
L, L, 1 0 0 U,
2 -5 1 1 0 0Ju, U, U,
A=LU = |-1 3 -1|=|L, 1 0| 0 U, U,
3 -4 2| |Ly L, 1/ 0 0 U,

Par identification, on arrive a déterminer les é@éts des deux matricas etU .
U,=2 LU, =-1 L, =-12 LU, =3 Ly =3/2
U,=-5, LU, +tU,=3= U22:]/2 J LaUp +LUp =—4 =9 Ly =7
U =1 LoUys +Up =-1 Up =42 (LU +L U, +Ug =2 Ug =4
Finalement :

1 00 2 -5 1
L=|-%¥2 1 o|,Uu=[0 Y2 -12
32 7 1 0 0 4

2-Résoudre le systemeAX =bou

2 -5 1 X, 12
A=|-1 3 ~-1|,X=|x,|etb=|-8
3 -4 2 X, 16
OnaAX=b « LUX =b - {LY:b
UX =Y
OnalY=b
1 0 0|, (12 [Y,=12
~y2 1 olly,t=]-8l=1y,=-2
32 7 1|lv,| |18] |Y,=12
EtUX =Y
2 -5 1 (X, [12 X, =3 X, =2
0 Y2 -Y21X,p=1-2t=:X,=-1 =:X,=-1
0 0 4 |[x,]| |12 X, =2 X, =3

3-Calculer I'inverse de la matrice.

On poseAA™ =1, = LUA™ =1,
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\|\J

> ST ST SN P ST > >
I I
\|\J

— O OO0 1 OO O

1 0 02 -5
-Y2 1 0|0 Y2 -¥
32 7 1|0 ©

|

31

Vl

~Y2 1 0|0 ¥2 -Y2QV,,}=
Vl

~Y2 1 0|0 Y2 -Y2QV,,

32 7 1|0 0

Vi
V.
Vs

-5 1
4

0 0|2
-Y2 1 0|0 Y2 -Y2QRV, =

1

=

SS> SIS 0

— =
—— —

<

1
4
1
4
1

2 -5
0 Y2 -32
0 0
2 -5
0 12 -12
0 O
2 -5
0 Y2 -2
0 0

.
:
-

1
0
0
0
{1
0
0
0
1

3/2 1/2]
1/4

1/4
-7/4 1/4

et
et
1/2
-1/4
-5/4
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I1.2.3-Méthode de Cholesky.

Soit A une matrice carrée d’'ordre tel que A= (aﬁ )Ei’jsn
Définition :
1- La matrice A est dite symétrique si elle coincide avec sa prasese.
A=A - a; =a;,i,j=1,n
2- La matrice Aest dite définie positive si
i- VIAV>0,0vVOR"
i-V'AV =0+ V=0,
Si les deux conditions (1) et (2) sont vérifieelmrsa A est appelédatrice Symétrique
Définie Positive. (S.D.P)

Théoreme:
La matrice Aest définie positive si et seulement si tous sasenmis :
A =ay, A, :de{zu Zﬂ} ;s O, =defA, ) A, =defA) sont strictement
21 22

positifs.

Théoréme de Cholesky

Soit Aune matrice carrée d’ordre, non singuliére et symétrique. Pour gu'il existe
une matrice triangulaire inférieurd., de méme dimension que, telle queA= L.L', il faut
et il suffit que A soit une matrice définie positive.

Remarque : La matriceL n’est pas unique. La décomposition devient uniqué&s fixe a
l'avance les éléments diagonaux avecl; > 0

Algorithme de décomposition
Afin d’'obtenir les élémentd; de la matric& , on multiplie les matrices. etl', puis

on identifie les coefficients respectifs dans I'é&gaA = L.L' pour obtenir les équations :

Résolution du systemAX =b
La résolution du systemeé\X =b revient a résoudre :

LY =b
=b « LL'X =b & {
L'X =Y

D’ou on obtient
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Y, =L
' Lll
L

v=n =S fi=an

k=1

Et

X, :i{\(i - ZLkiXk};i =1n-1
k=i+1
Calcul du déterminant dé

A=LL = defA)=defL.L')=defL)defL') = [defL)]? {I_J L, }

Exemple :
On considere la matrice :

1 -3 5 1
-3 13 -19 -3
5 -19 38 2
1 -3 2 18

La matrice A est symétrique A= A'
La matrice A est définie positive :
On a les déterminants des mineursAlgui sont tous positifs :

Ay = [1] del(Am) 1>0

Au=| 13:j defA,)=4>0

1 -3 5
Ag=|-3 13 -19|, def{Ay)=36>0
-19 38

1 -3 5 1
|-3 13 -19 -3
A= 5 _19 38

1 -3 2 18

La matrice A est une matrice symétrique définie positive, eldimet une décomposition
A=L.L

, deA,)=30>0

L, 0 0 O
4 | ba L _ .
On pose 'L = tel que :L, >0,i =14
L31 L32 33
I-41 L42 L43 I—44
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On a
L, O 0 O | Ly Ly Ly Ly 1 -3 5 1
LL'=A = Ly L, O 010 Ly Ly Ly -3 13 -19 -3
L31 L32 L33 O O O |—33 |—43 5 - 19 38 2
Ly Ly Ly L, O O O L, |1 -3 2 18
D’ou
Ly =vay, = Vi=1
L,ly=a,=-3 = Ly :?— =-3
11
—a = _ i3 _
Liplsy=83=5 = Ly —L—3—5
11
L,Ly=a,=1 < L, :% =
11
L§1+ ng =a, =13 = |_22 = ,azz - Lgl = ,/13_9 =2
a,,—L,L -19+15
L,Ly+Lyly, =a,,=-19 = L,, = ( 23 - 21 31) - ; )
22
Losly + Lyl =85, = =3 = L, = (8 ~Losbw) _ =343 _,

I‘41L31 + L42L32 + L43L33 = a34 =2 < L43 =

L22

L§1+L§2+L§3=a33=38 < L33=\/633—L§1—

a3 ~ L41L31 - L42 L32 —

2
12, =+/38-25-4=3

2-5__,

3

Lil+Liz+Lia+|—i4 =a,, =18 =« L, =\/a44_Lil_Liz_Lia =v18-1-0-1=4

Finalement :
1 0 O
-3 2 0
L=
5 -2 3
1 0 -1

e

A O O O
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II.3-Méthodes Itératives:

Définitions :

- Soit Aune matrice carrée d’'ordne A, .

n

- On appelle trace de A le scalaire notéa(A) =" a
i=1

* On dit queAOC est une valeur propre d& si et seulement si il existe une
vecteurV OC" tel que :V 0, et AV = AV

» Les valeurs propres de la matride sont les racines réelles ou complexes du
polynébme caractéristique d& noté : PA()I) =def{A-11)=0

- tra(A)= 2/1 ), de{A) = |‘J Al
* Le spectre de la matricg, noté S, (A) ={A (A}
« Le rayon spectral de la matriée noté p(A) = maxﬂ/] X)

I<i<n

e La matrice A est a diagonale dominante stricte (D.D.S) si eleseent si

EREDY ‘a”‘ Di fixé ou ‘a ‘> ‘a“‘ 0j fixé
]J;I I¢]
Propositions:
1- Si A est symétrique, alors toutes les valeurs propeeé cgont réelles, de plus #\
est définie positive, alors les valeurs proprestdsont toutes positives.
2- On suppose quéd est une matrice a diagonale strictement domin@hie.S), alors
les valeurs propres d& sont non nulles.

Conséquences A est une matrices a diagonale strictement domirantdet A)# 0
I'inverse de A existe.

Normes Matricielles:
On appelle norme matricielle toute application M%(R) dans R* qui satisfait les
axiomes suivants :

M, (R) -~ R

A-A

normede A
|A|= 0 de plus|A| =0 si et seulement sh=0.

[AA|=|Al|A] DADR, DA
|A+B|<|Al+|B|. DA etOB
a8 <|AllB|, OA etoB

Exemple de normes Matricielles

4. =ma

nax(3al). 1AL={S(8a )] 1AL =4 -max £a)
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Application :
-1 1 O
A=l0 -3 -2
2 -1 -2

I, =14 = maxa +Ja./+fa)

”'Aﬂs =|A. = ma><0a11| +[ags] + [au]; [ag] +[ag| +a]; as] +[ag,| +|a33|)
|Al, =]A|, =maxl+1 3+ 2 2+1+2)=max 2, 5 5)=5

Proposition :
Soit A une matrice carrée d'ordne alors p(A) < |4
Lorsque l'ordre nd’'un systéme algébrique linéaire est tres grandgsmlution du

systeme par les méthodes directes (Gauss, LU, §{le...) devient assez compliqué. On
fait appel aux méthodes dites itératives ou intligcsous réserve de convergence. Le

principe de ces méthodes consiste a définir urte sia vaIeurs(X (")) convergentes vers la
solution exactd X ) du systéméX =b.

Définition :
Une méthode itérative de résolution dueapst AX =b consiste d’abord a passer au
systemeX = aX + S (que I'on déterminera) et sa solution est alotgiée de la suite définie

par :X,,, =aX, + B, X, étant une approximation initiale.

Remarque: Les méthodes itératives sont généralement égidorsque I'ordre du systéeme
est supérieur & 10(h > 100) et si la matriceA contient beaucoup d'éléments nuls.

Les méthodes itératives sont :
1- La méthode de Jacobi ;
2- La méthode de Gauss-Seidel.

11.3.1-Méthode de Jacobi:
On suppose que le # 0,0i =1,n ol A= (a” )

I<i, j<n

Le systemeAX =b s’écrit encore :
a;,X +a,X, ta X, Feeeta, X, ta X, =b
Ay % FayX, +AypXg He e e +a, X, A, X, =D,

n°'n

Ay X + 85X, +AgXg F o0 e+, X t A X, =D

QX A%, FaX teeeta X, A, X, =b,

nn-1
Le principe de la méthode de Jacobi consiste audésola | “™équation par rapport a
I'inconnuex, . On obtient alors le systeme équivalent, appedéesye réduit.
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X, = B+ 0% +a,X, + QX tee e +ay, X, T a X,

X, = By + X +0X, + QX +o 00+, Xy + 0,0 X,

X3 = 3 + Qg X 05X, +0Xg +o 00+ X, + 05X,
[ ]

Xn = ﬁn + anlxl + an2X2 + O'n3X3 teoeoe +ann—1xn—l + OXn

ou
a . —
b . — a, =——,i%], 1I,J=1n
B =—,i=1n et ! a, J J
a‘ii aii =0, | = :L n
Le systeme réduit ainsi obtenu s’écrit sous fornagricielle comme suit :
X=aX+p
ou
a:(aij)’ B=(B)
0 oy, ap **° a,, ay B
Ay 0 Gy *°° Oy Oy, B,
a = Ay Ay 0 e a,, a, , B= Bs
ay Q, Q; *°*° a., 0 ] B,

a= (aij ) est la matrice de Jacobi.
Conclusion : Le system@X =b devient équivalent au systeme réddit= aX +
AX =b = X =aX+ S (Forme récursive)
A partir du system& =aX + [, en partant d’'une approximation initiale arbiteair®, on
résout le systeme :
X = gx® 4+ g:kON
Si la suite des approximatiok$”, X @,..., X . posséde une limit& = |jm X,

Kk - 0

cette limite est solution du systeme=aX + £ et donc du systemaAX =b.
En effet, il suffit de passer a la limite dansyetémex("*l) =ax® + [ pour obtenir :
im X Y =alimx“Y+8 « X=ax+g < AX=b

K - o Kk - o0
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Algorithme de la méthode:

Ecrivons le system& &9 = gX ) + B sous forme développée :
XKD = gx W 4 g oyl :Z”:a__ X948 i=1n o x _1 b-Ya | i =1n

ij 7N i (

D’ou I'algorithme de Jacobi :

x (©) donné

Critere d’arrét :
En pratique, les itérations vont jusqu’a atteindrg@récisione donnée au préalable,
qui se traduit par :

.(")Hsg,i =1n

Hxi(kﬂ) - X
Convergence de la méthode de Jacobi
Théoréme:

Une condition nécessaire et suffisante pour qalgdrithme de Jacobi converge,
indépendamment de la condition initiX&, est que pla)<1 ou p(a):ma)d/ﬂ,

I<isn

A, :valeurpropredea

Remarque:
1- Le calcul dep(a) est trés compliqué, il suffit alors de vérifier & <1, puisque
pla)<|a
2- La méthode de Jacobi converge si 'une des comditsniivantes est veérifiée :
* al, <2
+ af, <1

X/
A X4

lal, =, <1
3- Si Aest une matrice a diagonale dominante stricte (Di)&} la méthode de Jacobi
converge.
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I1.3.2-Méthode de Gauss-Seidel

Soit le systemeAX =b ou

_a:Ll a, Q3 *°°° A, Q, b,
Qy Ay Ayttt Qg Ay, b,
A= (aij )_ Q3 83 Q3 *°° Ay, Qg b= b,
_anl an2 an3 ee an—ln ann_ bn
SoientD, EetF les matrices définies par :
_an 0 O ee¢ 0 O] [0 0 0 R 0 0]
0 a, O ¢+ 0 O ~a, 0 0 e« 0 O
D= 0 0 a; ¢ 0 O E= -3y —a; 0 eee 0 O,
L O O O eee O ann_ __ anl - an2 - an3 ee - an—ln O_
0 - a, —q3 °°° Qnq T, ]
0 0 Az *°° Typg T8
F= 0O O 0 eee —a, ., -—a,
0 0 0 e+ O 0 |

1- Algorithme de Jacobi:
OnaA=D-E-F dou

AX=b < (D-E-F)X=b < DX =(E+F)X +b
Et de la on obtient :

Dx ) = (E+F)x¥ +b

ou encore

x*)=D*E+F)x®¥+D  Formule de Jacobi

x® =gxM + B ola=D(E+F) et 3=D'b

Qui n’est autre que la formule de Jacobi.
En effet :

[1/a, O O eee 0 O | b,/a,
0 1la, 0 ¢« 0 O b,/a,,

DL = 0 0 l/a; *++ O 0 D= bs/ass =3
| 0 0 0 eee 0 1a,| b,/a,,
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0 —a,/a, —ag/ay, e —au/a, —a,/a,
—8,/8, 0 —a,/a, **t —&,,/8, —a,/ay
- - 0 see —ay._ —-q,,/a
D(E+F)= 8:/85  ~85/85 /B /8|
- anl/ann - anz/ann - an3/ann e - an_ln/ann O

Ainsi, on aboutit a I'algorithme de Jacobi.
Remarque : On peut noter par J d’ou

X(k+1) - Jx(k) + '8

2- Algorithme de Gauss-Seidel
Une autre décomposition d&, autre que celle développée ci-dessus, permebudtab
a la méthode de Gauss-Seidel :

Ona:
AX=b « (D-E-F)X=b = (D-E)X=FX+b
D’ou
(D-E)x ) = Fx!) +1
Oou encore

x® =(D-E)"Fx" +(D-E)™"b Formule de Gauss-Seidel
Et en développant la formule récursive ci-dessnghmutit a I'algorithme de Gauss-Seidel.

Algorithme de Gauss-Seidel

x © donné

i1 n
Xi(k+l) =i|:b| _Zaﬂ ng+l) _ Za” ng):| Jd=1n

a; =1 j=i+l

Remarque:
1- La matrice de Gauss-Seidel, notdg est donnée parG, = (D -E)"F

2- La matrice de Jacobi, noték, est donnée pard = D™*(E + F)

3- Pour pouvoir appliquer la méthode de Gauss-Seldaljt que lesa, # 0,0i = 1n.

4- Tous les résultats de convergence pour la méthedacbbi () restent valables pour
la méthode de Gauss-Seidél,( (remplacera parJ ou parG,).
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Exemple 1:

On considere le systemex =b

SEV R R

1-Calculer la matrices de Gauss-Seidel associée au systéeme.
2- En partant de la relati@x =b, montrer quéD-E)™'b=X -GX.

Solution 1:
1-Calcul de la matrice de Gauss-Sei@elssociée au systeme :

On poseA=D-E-F
30 00 0 -1
D= , E= etF =
P WM ELE N

OnaG=(D-E)'F

2-OnposeA=D-E-F
ou

o Jef e 3]

2-Le systémeAX =b s'écrit alors(D-E-F)X =b
Dot (D-E)X =FX +b => X =(D-E)'FX +(D-E)'b=GX+(D-E)™b
=> (D-E)*b=X-GX

On écrit le processus itératif :
X®D XK =(D-E)*b => X*® - xK —-gXK® =(D-E)*b-X®) (a)
X-GX=(D-E)"b =>X -X® -GX=(D-E)"b-x® (b)
‘a)=(b) => X * = x ) = x ) - x —GXx +Gx K

X K - x K) = (1 -G)(x ) - X)
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Exemple2:

On considere le systemg =b, ou la matriceA est définie de la fagcon suivante :

1 21-8) O
A=l 2 0
0o 0 1

et B est un paramétre réel.

1-Sans calculer les matrices d'itération, donnex condition suffisante sur le parameijfe
pour que les méthodes de Gauss-Seidel et de Jameht convergentes.

2-Calculer les matrices d'itératiod pour la méthode de Jacobi &t pour la méthode de
Gauss-Seidel.

3- Etablir pour quelles valeurs fleles méthodes sont convergentes. Quelle est laoath
qui converge le plus rapidement.

Solution 2:

1- On sait que si la matricA est une matrice a diagonale dominante strictdigiae, alors
les méthodes de Gauss-Seidel et de Jacobi songérgmmies. Pour satisfaire cette condition, il
faut imposer :

1 3

1>[21-p)==>2 < B<5

2 2
2-Calcul des matrices d’itératiod pour la méthode de Jacobi & pour la méthode de
Gauss-Seidel.
OnposeA=D-E-F

100 0 00 0 -21-8) 0
ou D=|0 2 0[,E=|-1 0 O|etF=|0 0 0
001 0 00 0 0 0

0 2(8-1) 0]

J=D*E+F)=|-72 0 ©

0 0 0]

0 2(8-1) 0]

G=(D-E)*F=l0 1-8 O

O 0 0

3- Les valeurs dg pour lesquelles les méthodes sont convergentes.
Les méthodes convergent si leurs rayons spectnbstictement inférieurs a 1.

On a,o(A) = ma)Vi (Ax ou /]i (A) sont les valeurs propres de la matrize

I<isn

Pour la matrice de Jacobi, les valeurs propres soi(J) =0, A,,(J)=+{1- 3
Donc p(J) = ‘M‘ et p(J) <1 si et seulement di< 8 < 2.

Pour la matrice de Jacold, les valeurs propres soAt,(G)=0, A,(G)=1- 3
Donc p(G) =[1- A et p(G) <1 si et seulement < f< .2
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La méthode qui converge le plus rapidement.

On voit que p(G) = p?(J)==> La méthode de Gauss-Seidel converge plus vitecglle de
Jacobi.

Exemple 3: On considére le systeme linéaixg =b avec

10 5 0 0 6
|5 10 -4 0| |25
o -4 8 -1 ]-11

0 0 -1 5 -11

La matrice A peut s’écrire commeA =D -E-F ou les matriceB ,E et F sont données

par:
aj.,izj —aj.,i>j —aj.,i<j
D=(D). = J E=(E) = J F=(F) = J
( )I] {0’ |¢J, ( )IJ { O, |SJ ' ( )IJ {O, |2]

1- On considere les deux méthodes itératives st@gan
xt) =pHE+F)x¥ +D =B x" +p
x4 =(D-E)"Fx" +(D-E)"b=B,x" + 3,
Calculer les matrice3;, B, et les vecteurg, et 5,.

2-Calculer le rayon spectral des deux matricegmditon et établir si les deux méthodes sont
convergentes. De quelles méthodes s’agit-il ? Adlesirayons spectraux calculés, quelle est
la méthode la plus rapide ?

3-Résoudre le systéme linéairx =b avec une précision=10"°, en utilisant les deux

0
0
méthodes et le vecteur initiad © = 0
0
Exemple 4:
Soit la matrice
1 a a
A=la 1 a
a al

1- Pour quelles valeurs de la matrice A est-elle définie positive ?

2- Ecrire la matriceJ de l'itération de Jacobi

3- Pour quelles valeurs dela méthode de Jacobi converge-t-elle ?

4- Ecrire la matriceG de l'itération de Gauss-Seidel.

5- Calculer,o(G). Pour quelles valeurs dala méthode de Jacobi converge-t-elle plus

vite que celle de Jacobi ?
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Exemple: Soit le systemeX =bou :
1 2 3 4
|5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

1- Ecrire la matriced de l'itération de Jacobi
2- Ecrire la matriceG de l'itération de Gauss-Seidel

Solution :
On écrit la matriceAsous la formeA=D-E-F ou

10 0 O 0 0 0 O 0 -2 -3 -4

06 0 O -5 0 0 O 0O 0 -7 -8
D= , E= , F=

0 011 O -9 -10 0 O 0O 0 0 -12

0 0 0 16 -13 -14 -15 0 0O 0 O 0

1- La matrice de Jacobi est donnée par :

AX=b = (D-E-F)X=b < DX=(E+F)X+b « X=DE+F)X+D'b=JX+f
ou

J=D*E+F) et 3=D"b
On écrit:J=D*(E+F)=D*(D-A)=1-D"A

0 -2 -3 -4
| -516 0 ~-7/6 -4/3
| -9/11 -10/11 0  -12/11

-13/11 -14/11 -15/11 0
2- La matrice de Gauss-Seidel est donnée par :
AX=b < (D-E-F)X=b = (D-E)X=FX+b = X =(D-E)*'FX+(D-E)'b=G X+,
ou
G, =(D-E)'Fets =(D-E)'b
On écrit :G, =(D-E)'F=(D-E)*(D-E-A)=(D-E)*(D-E)-(D-E)*A
G, =1-(D-E)*A
0 -20000 -3.0000 -4.0000
0 -06667 -1.3333 -2.0000
* |0 -01212 -02424 -0.3636
0 -00530 -0.1061 -0.1591
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