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INTRODUCTION GENERALE

La mecanique est la branche de la physique qui étfudie le mouvement des
corps matériel dans I'espace et le temps.

O Le mouvement est un changement de position dans I'espace.

0 Les corps materiels se divisent en deux catégories :

« Les fluides (goz et liguides) @ ils ne possedent de forme déterminée, mais
prennent la forme du milieu qui les contient.

<« Lessolides tils possedent une forme déterminée. Il y a deux types de solides:

» Déformables : qui peuvent changer de forme au cours du mouvement.

» Indéformable : qui gardent le méme forme au cours du mouvement.




INTRODUCTION GENERALE

La mécanique se divise en frois parties :

O La cinemafique : elle a pour objet I'étude du mouvement en fonction des
concepts d'espace et de temps en faisant abstraction de ces causes. L'étude
cinématigue du mouvement d'un corps matériel consiste a déterminer sa
position, sa trajectoire, sa vitesse et son accélération en fonction du temps
dans

La dynamigue : elle étudie les relations entre le mouvement et le forces qui
constituent les cause du mouvement. Il s'agit de deéeterminer les forces
responsables d'un mouvement ou l'inverse.

O Lo sfafigue : c'est I'études des équilibres des corps matériels. Il s'agit des
déterminer les conditions auxquelles doivent satisfaire les forces qui s’exercent
SUr un corps pour gqu'il reste au repos.




INTRODUCTION GENERALE

Approximation du point matériel :

Du point de vue mécanigue, le mouvement d'un solide indéformable peut éfre
assimilé a celui d'un point géomatique affecté de la masse de ce solide, qu'on

appelle point matériel ou particule, si:

0 les dimensions de ce corps sont négligeables devant les distances
caractéristiques du mouvement étudié (distance parcourue, distance enfre
I'observateur est le corps).

(m)




INTRODUCTION GENERALE

Exemples :

+ Mouvement des étoiles lointaines par rapport a un observateur terrestre.

+ Mouvement d'une voiture de 5 m de long se déplacant sur une route de 20
km, par rapport a un observateur distant de 10 km de cette voiture.

0 Pour un solide indéformable en translation (sans rotation), tfous les points ont le
méme déplacement ; des qu'on connait la forme de l'objet, I'étude du
mouvement d'un de ses points (quelcongque) suffit & une description complete
quelle que soit la faille de l'objet par rapport aux caractéristiques de son
mouvement.

— D
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OUTILS MATHEMATIQUES

Q Grandeur physigue :

Une grandeur physique est toute propriété de la nature qui peut éfre mesurée ou
calculée

Exemples : masse, tfemps, vitesse, force, énergie...etc.
Les grandeurs physiques se divisent en deux grande catégories :

<+ Les grandeurs fondamentales ou de base : elles sont au nombre de sept. Elles
sont dites de base, car elles ne peuvent s'exprimer en fonction des autres
grandeurs. En mécanique, on ufilisera que frois des ces grandeurs :

La masse La longueur Le temps



OUTILS MATHEMATIQUES

<+ Les grandeurs dérivées ou secondaires :
des grandeurs fondamentales.

qui peuvent s'exprimer en fonction

Exemples :

distance longueur

la vitesse = =
temps temps

vitesse  longueur

'accélération = = >
temps  (temps)

(masse)(longueur)

la force = (masse)(accélération) = e



OUTILS MATHEMATIQUES

En plus de leurs non et symbole, les grandeurs physiques sont caractérisées par :

<+ Une dimension : qui définie leur nature.

Grandeurs fondamentales :

La masse La longueur

La dimension d'une grandeur dérivée G est notée [G].

Si G, et G, sont deux grandeurs physiques et n un nombre relatif, on a :
Gl] _ [
1G]

La grandeur G, + G, n'a de sens que si [G{] = [G,] eton a : [G; + G,] # [G] + [G-]

; 161 ] = 164]"

/



OUTILS MATHEMATIQUES

Si G est une grandeur sans dimensions, alors : [G] = 1

txemple CI'angle plan qui est le rapport entre deux longueurs

Dans les expressions de types cosG,sinG,expG,InG...etc. la grandeur est sans
dimension

L'analyse dimensionnelle consiste a déterminer les dimensions des grandeurs
dérivées. Pour cela, il est souhaitable de suivre les étapes suivantes :

- Connaitre une loi qui donne I'expression de grandeur physique;
Ecrire I’équation aux dimensions;
Utiliser les propriétés des dimensions;

Refaire ces trois étapes jusqu’'a ce qu'il ne subsiste que les dimensions des
grandeurs fondamentales.



OUTILS MATHEMATIQUES

La grandeur

L'équation aux La dimension

dimensions

Vitesse

Accélération

Force

D'une maniere générale, la dimension d'une grandeur physique G s'écrit sous la
forme suivante : [G] = M2LPT¢, oU a, b et ¢ sont des entiers relatifs,



OUTILS MATHEMATIQUES

<+ Une unité : qui intervient dans le processus de mesure de la grandeur physique:

G = (résultat de la mesure)(unité)
Exemple : m =10 kg

Il existe plusieurs systemes d’unités. Le plus ufilisé est la systeme international (Sl)
ou MKSA. Dans ce systeme, les unités des grandeur fondamentales sont :

Masse Longueur Temps

Kilogramme (kg) Metre (m) Seconde (s)

L'unité d’'une grandeur dérivée est directement deduite de sa dimension. En
effet, il suffit de replacer la dimension de chaque grandeur fondamentale par
son unité correspondante.



OUTILS MATHEMATIQUES

[ Unité (sI)

Dimension

Grandeur
Vitesse
Accélération
Force

D’'une maniere générale, I'unité d’'une grandeur physique G est :
kg®mPs¢

Les exposants a, b et ¢ sont des nombre relatifs.

Les unités de certaines grandeurs physiques onf recu un nom.

Le Newton (N) pourlaforce 1N =1kg.m.s™2



OUTILS MATHEMATIQUES

Applications de I'analyse dimensionnelle : en plus de la détermination des
dimensions et unités des grandeurs dérivées, I'analyse dimensionnelle permet
de:

<« déterminer les dimensions et unités des constante physiques :

Une constante physique est un grandeur qui possedé une valeur numérique fixe.
Exemple :la constante de Planck (h)
L'énergie d'un photon de lumiere est proportionnelle a la frequence. Elle est
donnée par la relation de Planck : E = hv

[E] B ML?T 2

[E] = [hv] = [R][v] = [h] = D ML?T!

L'unité de h dans le Sl est : kg.m?.s71



OUTILS MATHEMATIQUES

+ Elaboration des lois physiques empiriques : c’est-a-dire en utilisant I'expérience
et I'analyse dimensionnelle.

Exemple : Période d'un pendule simple

L'expérience a moniré que la période T d'un pendule simple dépend de sa
longueur [ et de I'accélération de la pesanteur g & une constante pres a :

T =al®g® = [T] = [a][l]?[g]® = T~ = L¥*PT 2P

Par identification :

1
a=-
a+b=0 2 1 1 [
=3 >T=al2g 2=a |[—(a = 2m)
{—2b=1 1 g /g




OUTILS MATHEMATIQUES

O Calcul vectoriel :

Du point de vue de la représentation mathématique, les grandeurs physiques se
divisent en deux catégories :

< Les grandeurs scalaires : qui sont représentées par des nombres réels.
Exemples @ la masse, le temps, I'énergie, le travail, la puissance...efc.

<+ Les grandeurs vectorielles . qui sont représentées par une nombre réel, une
direction et un sens.

Exemples ©la position, la vitesse, I'accélération, la force...etc.



OUTILS MATHEMATIQUES

% Définitions :

Un vecteur est un segment de droite AB possédant les caractéristiques suivantes:
> Une origine (point d'application) : le point A
> Une extrémité : le point B

> Une direction (support) : la droite (A)

> Un sens :la fleche

» Un module (norme, intensité) : la longueur AB

- —>

Notation : U, V,AB

Module : ||V]| = 0



OUTILS MATHEMATIQUES

Un vecteur u est dit unitaire si : ||u|| = 1

Le vecteur unitaire # porté par le vecteur non unitaire V est défini par :




OUTILS MATHEMATIQUES

< Somme vectorielle

La somme de deux vecteurs V; etV, est le vecteur .

- -

S =R = I_/)l + 172
Géomeétriguement, on obtient cette somme en ufilisant

la regle du parallélogramme ou du friangle.

Vecteurnul :V+0 =V

Vecteur oppose : méme module et direction mais de

Sens opposé : V+(=V) =0

Regle de Chasles : AB = AC + CB




OUTILS MATHEMATIQUES

Somme de plusieurs vecteurs :

> Sommer les vecteurs deux a deux :
[71+[72+[73+‘74=‘71+(‘72+(‘73+I74))=I71+(l72+l75) =I71+I76

» Joindre l'extrémité de chaque vecteur par I'origine du vecteur suivant et
ensuite, on joint I'origine du premier vecteur avec |'extremité du dernier.



OUTILS MATHEMATIQUES

% Différence vectorielle :




OUTILS MATHEMATIQUES

< Multiplication d'un vecteur par un scalaire :

Soit V un vecteur et 1 un nombre réel. Le produit (AV) est un vecteur de méme
origine, méme direction que V, mais :

> de module égal a | 1] IV

> de méme sens que V si 1>0 et de sens opposé si 1<0.

Lorsqu’on multiplie un vecteur par un scalaire, on obtient

Un vecteur qui est parallele a V.




OUTILS MATHEMATIQUES

Composantes d'un vecteur .

» Un repere d'espace R(0XYZ) est formé d’'une origine 0 et des frois axes
orthogonaux : (0X) L (0Y) L (0Z)

> On attaché & ce repére une base orthonormé (1,7, k):
TLT Lk NEl= 1171 = ||k|| = 1

> Le repére d'espace R(0XYZ) associé & la base (1,7,k) est appelé systeme de
coordonnées cartésiennes.

v Systéme cartésien unidimensionnel : (0X,7) ; (0Y,)) ; (0Z,k)

v Systéme cartésien bidimensionnel : (0XY,1,]) ; (0XZ,7,k) ; (0YZ,],k)

v Systéme cartésien tridimensionnel : (0XYZ, 1,7, k)



OUTILS MATHEMATIQUES

v Systeme cartésien unidimensionnel : (0X,7)

V=Vi=Vl

XI

v Systéme cartésien bidimensionnel : (0XY,1,7) ; (0XZ,3,k) ; (0YZ,], k)
Y‘k




OUTILS MATHEMATIQUES

v Systéme cartésien tridimensionnel : (0XYZ,1,], k)
V=V +V, =V +V,+V, =Vi+Vj+Vk

v Les nombres reels 1, 1, et V, sont appelées

composantes cartésiennes du vecteur V suivantes

les axes (0X), (0Y) et (0Z), respectivement.

Notation ;




OUTILS MATHEMATIQUES

Expressions analytiques des différentes opérations sur les vecteurs :




OUTILS MATHEMATIQUES

< Produit scalaire :

Le produit scalaire entre deux vecteurs U et V est un scalaire définit comme suit :

» Forme geomeétrique :

» Propriétés: UvVv=VU;

» Forme analytique :

> Module d'un vecteur: 0.0 = ||U|" = U2 + U2 + U2 = ||T]| = \/U,%+U§+UZZ

/



OUTILS MATHEMATIQUES

< Produit vectoriel :
Le produit vectoriel entre deux vecteurs U et V est un vecteur noté UAV :
> de module ||U||||V|| sin6 oV 6 = (U,V) ;

> de direction perpendiculaire au plan défini parU etV ;
> de sens tel que le triedre (U,V, U A V) soit direct,
c'est-a-dire, qu'il safisfait la regle du tire-bouchon

de Maxwell : si on raméne le vecteur U sur le vecteur V,

le sens du vecteur U AV est celui d’un tire-bouchon vissé

dans le méme sens.



OUTILS MATHEMATIQUES

> Propriétés: UAV =V AU; UAV=0=U=0VvV =
0,7 (U Il'V)

ol

Vsind =0=—= 0 =

-

>
=l
|
~
=l !
>
~
|
~y

> INL=JAJ=kAk=0;TIAT=k; ]

> Expression analytique :

— U, V)] + (Uyly, — Uy V)

Interprétation geomeétrique : le produit vectoriel U AV représente |'aire du
parallélogramme formé par ces deux vecteurs.




OUTILS MATHEMATIQUES

Interprétation géométrique : le produit vectoriel U AV représente I'aire du
parallélogramme formée par ces deux vecteurs.

s = U V| = [[U][|V]lisin 6]

A partir des produits scalaire et vectoriel, on définit :
v Le produit mixe (scalaire) : U. (V A W)

v Le double produit vectoriel (vecteur) : U A (V A W)



OUTILS MATHEMATIQUES

> Exemple :

3k; V=—20+3]—4k; W = 47— 37— 5k

— 27+
| —2 4 2 6 4 12
2(7—317+W=2<—2>—3<3 >+<—3>=<—4>+<—9)+<—3)=<—16)
3 —4 -5 6 12 -5 13
1\ /=2
17.17=<—2>.<3>=—2—6—12=—20
3/ \—4

UANW=|1 —2 3|=00+97+(-5-12)]+ (-3 +8)k =19k —17]+ 5k
4 -3 -5
R -2\ /19
V.UnW)={ 3 ]).| -17 |=-38—-51—-20=—-109
—4 5



OUTILS MATHEMATIQUES

Les grandeur physiques scalaires ou vectorielles peuvent éfre constantes ou
variables. En d'autres termes, elles peuvent dépendre des autres variables. On
parle alors de champ. Les variables utilisees en physique sont de deux types :

<

Variables d’espace : comme les coordonnées cartésiennes (x,y, z) ;

<

Variable du temps : t
On distingue 04 types de champs :

Champ scalaire a une seule variable : G(x) : G(t)

<\ N Vv

Champ scalaire a plusieurs variables : G(x,y, z, t)

Champ vectoriel & une seule variable : G(t) ; G(x)

<

v Champ vectoriel a plusieurs variables : G(x, Yy, Z,t)



OUTILS MATHEMATIQUES

v Champ scalaire a une seule variable (Dérivation) : G(x) : G(t)

6 (x) = d_G e G(x + Ax) — G(x)

dx  Ax—0 Ax
(G1 £G)' =G) £ G
(aG) = aG’
(G1G22’ = G1G, + G,1G,
(ﬁ) _ G1G, — G,G,

G, G3
,  dG,dG,
1G1(G2(x))] G, dx
6( )_dZG_ d (dG
o dx? dx\dx

(@) =0 ; (x™) =nx™1
(Inx)’ =% ; (e¥) =e”

(sinx)’ = cosx

(cosx)’ = —sinx
1
(tanx)' = —
cos2x

(G™Y = nG'G™"
Gl
(InG)' = ik (%) =G'e"
(cosG)' = —G'sinG
(sinG)' = G' cos G



OUTILS MATHEMATIQUES

> Exemples :
1 7 3 14 6 14
= ——t3+-t2+2t—2021 ') =—=t’+—t+2 "(t) = —=t+—
G(t) 5t +5t + 2t 0 = G'(t) 5t + 51:+ = G''(t) 5t+ z

G(t) = acos(wt) + bsin(wt) = G'(t) = —aw sin(wt) + bw cos(wt)

= G"'(t) = —aw? cos(wt) — bw? sin(wt)

G'(t) = ae® + be % = G'(t) = aae® — bae ™% = G"(t) = aa’?e® + ba?e~%t




OUTILS MATHEMATIQUES

v Intégration :

j FG)dx = F(x) + € o F'(x) = f(x)

J(fig)dx=jfdxifgdx;fafdx=ajfdx

o I C est une constante d'intégration.
fdx—x, fdf_f' ff dx =f L'intégrale qu’on vient est dit
intégrale indéfinie la fonction F est
fx"dx _ 1 X (n £ —1) dite primitive. La quantité :

+1 b
j fdx = [FI2 = F(b) — F(a)

Est dite intégrale définie et les
nombres a et b sont dits bornes
fsinx dx = — cosx : j cos xdx = sinx d'intégration. Geéométriquement,

I'intégrale définie représente une
surface.

dx
— =Inx ; jexdx=ex
X




OUTILS MATHEMATIQUES

» Méthode directe : utilisation des propriétés des intégrales avec des fonctions
elémentaires.

Exemple :

j13 > 2 2+7d—1f3d szd 2]d+7jd
4x 2x X x-4 X X 5 X X xax X

= g =2y +7x+C
16x 6x x? X

» Méthode de changement de variables : pour se ramener a la méthode
directe.

Exemple :

dx du
f ;u—x+1=——1:,~du—dxﬁj =lnu=In(x+1)+C

x+1 dx x+1

du 1 1 1
f e™dx ; u—ax=>——0(=>dx——du=>fe“xdx=—fe“du=—eu=—e“x+C
dx a a a



OUTILS MATHEMATIQUES

du 1
jcos(a)t)dt U=t > —=w = dt =—dt
dt W

1 1 1
= J cos(wt)dt = —j cosudu = —sinu = —sin(wt) + C
) w w
du 1
jsin(wt)dt U=t =>—=w =dt =—dt
dt 1)

1 1 1
= jsin(wt)dt = —f sinudu = ——cosu = —cos(wt) +C
) ) W

1
J(Bt2 + 2t — 5)dt = [t3 — t?2 — 5t]§ = =5
0

T/2wW " .
j cos(wt)dt = — [sin(wt)]g/zw =—

w w
0



OUTILS MATHEMATIQUES

v Champ scalaire a plusieurs variables : G(x,y, z)

= Dérivées partielles :

o5
QD

Dérivée partielle par rapport a x : (

) (v,z)
) (x,2)
Z)(x,y)

d—aGd+aGd+aGd
f_axxayyazz

18 2

Dérivée partielle par rapportay : (

D Q@
Q<

Dérivée partielle par rapporta z : (

S|

= Différentielle totale :



OUTILS MATHEMATIQUES

v Exemple :
G(x,y,z) =x+5y—2z+3xy —4xz+ 6yz — 7xyz

aG—l+3 4z —7
Pl y—4z—7yz

=5+3x+6z—7xz

ay
0G

E=—2—4x+6—7xy

dG = (1+3y—4z—7yz)dx+ (5+3x+6z—7xz)dy + (=2 —4x + 6 — 7xy)dz




OUTILS MATHEMATIQUES

v Champ vectoriel & une seule variable : G(t) ; G(x)
G(t) = Ge(OT + Gy (O] + G,(Ok
dG  dG,, dG,, dG,- d?G d%Gy, d%G,, d%G,

- @t wlt el T et

j(?(t)dt = fo(t)dt T+ fGy(t)dt j+ jGZ(t)dt k+C=H(t)+C

)
- - t - -
| G@de =[] = ) - e
t1
Le vecteur C est dite constante d'intégration, dont la valeur est déterminée en

tenant compte des conditions aux limites H(x = x,) ou initiales H(t = t,).
/



OUTILS MATHEMATIQUES

v Exemples :

R 1 1 S
HOE <§ t3 — Etz + 4t — 11) U+ (3cos(wt) — e*)] + (2sin(wt) + e *)k

dG R
e (t? —t+ 4)T+ (3w sin(wt) — ae*)j] + 2w cos(wt) — ae )k
d?G ., R . B
-7 = (2t — 17+ (—3w? cos(wt) — a?e*)] + (—2w? sin(wt) + a?e *)k

dG
‘ 2l = V2t —1)2 + (—3w? cos(wt) — a2e?)? + (—2w? sin(wt) + aZe~at)?




OUTILS MATHEMATIQUES

v Exemples :

R 1 1 S
HOE (§t3 _Etz + 4t — 11>?+ (3t?2 —2t+5)]+ (2—-3bt)k

_ R 1 1 3 \- -
H(t)=fG(t)dt=(Et‘*—gﬁ+2t2—11t>?+(t3—t2+5t)7+(2t—§t2>k+c

Condition initiale : ﬁ(t =0) = 0=C=0

1
- — — — 1 -
] G(t)dt = [H®)] = H1) — H(0) = (— E)H (5)] + (§> K
0]



OUTILS MATHEMATIQUES

v Champ vectoriel a plusieurs variables : G(x, Y, Z)

G(x,y,2) = G.(x,y,2)T + Gy(x,y,2)] + G,(x,y, 2)k

A partir de Opérateur vectoriel et différentiel nabla 7, on définit 03 autres
opérateurs vectoriels:

Opérateur

Le gradient Champ scalaire Champ vectoriel

La divergence Champ vectoriel Champ scalaire

Le rotationnel Champ vectoriel Champ vectoriel



OUTILS MATHEMATIQUES

v Coordonnées cartésiennes :

- oG, 0G, 0G-
gradG =VG =—1+—]+—k

dx ady 0z
, _ 5, 0G, 0G, 0G,
divG =V.G = o + 3y + e

k

0| _ (962 _0G)\. (3G, 0Gy\. (G, 3Gy
ozl \oy o0z )"  \ox az)) "\ ox "oy
G,




OUTILS MATHEMATIQUES

v Exemples :

G(x,v,2z) = x*yz + xy*z + xyz*
gradG = 2xyz + y2z + yz2)T + (x%z + 2xyz + xz2)] + (x2y + xy? + 2xy2)k
G(x,y,2) = G.(x,y,2)T + G, (x,y,2)] + G,(x,y, 2k = (x2y2)T + (xy22)] + (xyz®)k
divG = 2xyz + 2xyz + 2xyz = 6xyZ

—

7 7 K
—ti=| 2 9 9
0x dy 0z

(x%yz) (xy*z) (xyz?)

= (xz? —xy?)T— (yz? — x*y)] + (vy?z — x22)k



