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CHAPITRE 1

RAPPELS MATHEMATIQUES

1- GENERALITES SUR LES GRANDEURS PHYSIQUES

Une grandeur physique est une quantité qui peut se mesurer et qui se rapporte a un phénomeéne
ou une propriété physique. Elle peut étre de différentes natures : scalaire ou vectorielle.

Une grandeur physique peut étre fonction d’'une ou plusieurs variables. Par exemple, la position
d’un corps qui se déplace sur I'axe (0X) est une fonction du temps x(t). Les variables utilisées en
physique sont le temps et ’espace (par exemple : les coordonnées cartésiennes x, y et z).

En physique, on utilise beaucoup plus la notion de champ que celle de fonction. On parle alors de
champ scalaire ou vectoriel.

2- EQUATIONS AUX DIMENSIONS
2-1. Grandeurs physiques fondamentales

Pratiquement, toutes les grandeurs physiques peuvent étre définies a partir de sept grandeurs
fondamentales. Ces grandeurs sont: La longueur (L), le temps (T), la masse (M), l'intensité du
courant électrique (I), la température thermodynamique (0), l'intensité lumineuse (J) et la
quantité de matiére (N). Elles sont dites également de base.

En mécanique et en électricité, on n’utilisera que les quatre grandeurs fondamentales suivantes :
la longueur, la masse, le temps et I'intensité du courant électrique.

2-2. Grandeurs physiques dérivées

Dites aussi secondaires. Elles sont définies a partir des grandeurs fondamentales. Comme
exemples, citons les grandeurs suivantes :

La surface = (longueur) * (longueur) ;

La vitesse linéaire = déplacement (longueur) / temps ;

L’accélération linéaire = vitesse / temps = longueur / (temps * temps) ;
La fréquence =1 / temps;

La force = (masse) * (accélération) = (masse * vitesse) / temps = (masse * longueur) / (temps *
temps) ;

2-3. Dimension d’'une grandeur physique

Elle représente la nature de cette grandeur. La dimension d'une grandeur G est notée [G]. Les
dimensions des grandeurs fondamentales sont notées directement par leurs symboles donnés
dans le paragraphe 2-1., par exemple :

[Masse] = M ; [Longueur] =L ; [Temps] =T ; [Intensité du courant électrique] = I
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Notons que:

- Lorsqu'on écrit les dimensions d'une grandeur physique, on ne tient pas compte de son
caracteére scalaire ou vectoriel. Par exemple dans le cas de la force, on écrit [F] et pas [ﬁ' ] ;

- Lorsque la grandeur en question est une grandeur dérivée, on utilise le pluriel, c’est-a-dire,
on dit les dimensions de cette grandeur.

2-4. Equations aux dimensions

Elles sont des écritures conventionnelles qui résument la définition des grandeurs dérivées a
partir des grandeurs fondamentales. Elles sont établies a partir de lois connues.

On montre que la dimension de toute grandeur dérivée G peut s’écrire comme suit :
[G] = MeLPTC190C] NI
oua,b,c,d,e,f et g sont des nombres rationnels.

Si G, et G, sont deux grandeurs physiques de dimensions [G,] et [G,] et a un nombre réel, on a
alors:

[al =1
[G1Gz] = [61][62]

ﬁ] [G1]

Gy [G-]
[G1'] = [G1]"

Notons que [G; *+ G,] # [G;] £ [G,]. Si dans une loi physique, on trouve une formule qui s’écrit
sous la forme G; + G, alors [G;] = [G,].

Si dans une loi physique, on trouve des expressions du typesinG,cosG,e’ et InG alors la
grandeur G est sans dimension ([G] = 1).

Pour déterminer les dimensions d’'une grandeur physique G, on procéde de la maniere suivante :

e On cherche une loi physique connue ou figure cette grandeur et on calcule ses dimensions ;

e Si dans cette loi se trouve des grandeurs dérivées, alors il faudra faire appel a d’autres lois
physiques ou apparaissent ces grandeurs et calculer leurs dimensions, ainsi de suite, jusqu'a
aboutir a une expression ou il y a uniquement des grandeurs fondamentales.

Exemple :

Cherchons les dimensions de la force :

F=ma = [F] = [ma] = [mlla] = [m] |
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On dit que la force est homogéne a MLT ~2.
2-5. Systémes d'unités en physique

Dans une expérience, on effectue des mesures. Une mesure consiste a associer aux phénomeénes
ou propriétés physiques un certain nombre de grandeurs. Le processus de mesure proprement
dit consiste a comparer ces grandeurs a des grandeurs de méme nature, choisies comme unité
(étalon). Par exemples : le metre est 'unité de la longueur et la seconde est celle du temps. Cette
comparaison s’exprime sous forme d’'un chiffre. Si 'on peut reporter 10 fois de suite le metre le
long de notre salle de cours, nous dirons qu’elle a dix métres de longueur. La grandeur "la
longueur de la salle” s’exprime par le nombre 10 suivi de I'unité utilisée, soit 10 metres ou 10 m
en abrégé. Il existe plusieurs systemes d’unités et on peut en définir d’autres.

2-5.1. Systéme international (SI)

Ce systeme d’unités cohérent et rationalisé repose sur 07 unités fondamentales associées aux
sept grandeurs fondamentales :

La longueur : métre (m) ; La masse : kilogramme (kg) ; Le temps : seconde (s) ; L'intensité du
courant électrique: Ampére (4); Température thermodynamique: Kelvin (K); Intensité
lumineuse : candela (c¢d) ; Quantité de matiére : mole (mol).

Ce systéme est également appelé systéme MKSA (Métre, Kilogramme, Seconde, Ampere).

En mécanique et en électricité, on n’aura besoin que des quatre premieres unités dont les
définitions sont les suivantes :

e Laseconde estla durée de 9192631770 périodes de radiation correspondant a la transition
entre les deux niveaux hyperfins de I'état fondamental de I'atome de césium 133.

e Le meétre est la distance parcourue par la lumiére dans le vide en une durée égale a 1/c
seconde, la vitesse de la lumiére ayant la valeur exacte suivante :

¢ =2.99792458.108 m/s

e Le kilogramme est la masse d'un certain cylindre en platine iridié, appelé prototype
international du kilogramme, déposé au bureau des poids et mesures.

e [L’ampere est lintensité d’'un courant constant qui, maintenu dans deux conducteurs
rectilignes, paralléles, de longueur infinie et de section négligeable, placés a un metre l'un de
l'autre, produit entre ces conducteurs une force égale a 2.10~7 N par métre.

2-5.2. Systéme CGS

Le symbole CGS signifie (centimetre, gramme, seconde). Historiquement, ce fut le premier
systéme d’unités utilisé. Il est aisé de passé de ce systéme au systéme MKSA et inversement par
simple conversion d’unités :

1m = 10%cm ; 1kg = 103g
1cm =10"%m ; 1g =10 3kg

Il existe aussi d’autres systémes comme le systéme MTS (meétre, tonne, seconde)...etc.
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2-5.3. Unité d’'une grandeur dérivée

L'unité d’'une grandeur dérivée, dite unité dérivée ou secondaire, peut étre déterminée en
suivant la procédure suivante :

e On écritl’équation aux dimensions de cette grandeur ;
e Onremplace la dimension de chaque grandeur fondamentale par son unité correspondante.

On montre, de la méme maniere, que l'unité de toute grandeur physique dérivée peut s’écrire
sous la forme :

kg® mP.s¢. A% K®.cd.mol9
oua,b,c,d,e,f et g sont des nombres rationnels.
Exemple :
2

On a déja établi que [F] = MLT ~?2, par conséquent I'unité de la force estle kg.m.s 2.

Des noms et des préfixes sont attribués aux unités secondaires. Par exemple, 'unité de la force
estle Newton de symbole N: 1IN = 1 kg.m.s ™2

L’unité du travail ou de I'énergie est le joule de symbole ]. L'unité de la puissance est le Watt de
symbole W ...etc.

Remarques:

- Il ne faut jamais confondre les dimensions d’'une grandeur physiques, qui représentent sa
nature et son unité qui est reliée au processus de sa mesure.

- Il existe des grandeurs physiques sans dimensions mais dont on a attribué des unités. Citons
comme exemples : 'angle plan dont l'unité est le radian et I'angle solide dont l'unité est le
stéradian.

2-6. Applications des équations aux dimensions

L’utilisation des équations aux dimensions s’appelle aussi I'analyse dimensionnelle. On a déja vu
qu’elle permet de déterminer les dimensions et les unités des grandeurs dérivées. Nous citons
ci-dessous quelques autres applications de I'analyse dimensionnelle.

2-6.1. Détermination des dimensions et des unités des constantes physiques
En effet, en physique il existe deux types de constantes :

e Des constantes mathématiques sans dimensions qui sont des nombres réels
comme 4, m,...etc;

e Des constantes physiques qui ont des dimensions et des unités comme la constante de la
gravitation G, la vitesse de la lumiere c...etc.

Exemple : Force de Coulomb

L’expérience montre qu’entre deux charge ponctuelle q; et g, distantes de r s’exerce une force
dont I'intensité est donnée par la loi de Coulomb :
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lq192|

F=K—

Déterminons les dimensions et les unités de la constante physique K. D’aprés la loi de Coulomb,
I'expression de K est donnée par :

B Fr?
|q192|

L’analyse dimensionnelle de cette expression donne :

[F1[r]* _ [F]lr]?

A A FARTA TS
Sachant que :
{ [F] = MLT 2
[q:] = [q.] =1IT
il s’en suit que :
[K] = %;?2 = ML3T~*172

L’'unité de K estle kg.m3.s™*. A~2. Sachant que :

K = 1
_4‘7'[50

I s’ensuit que les dimensions et l'unité de g, dite permittivité diélectrique du vide,
sont M1L73T*12 et kg=1.m™3.s* A?, respectivement.

2-6.2. Vérification de 'homogénéité d’'une loi physique
Une loi physique A = B est dite homogene si et seulement si [A] = [B].
Exemple :

Vérifier que 'expression mgh, ou m est une masse, g 'accélération de la pesanteur et h une
hauteur est homogéne a une énergie E.

[E] = Bmvz] = [m][v]? = ML?>T 2

ou v est une vitesse.
[mgh] = [m][g][h] = MLT %L = ML*T~2 = [E]

Par conséquent, I'expression mgh est homogéne a une énergie. Ainsi, une grandeur physique
peut avoir plusieurs expressions (lois) mais leurs dimensions sont le mémes.

10
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2-6.3. Elaboration de certaines lois physiques

Si on connait (a partir de 'expérience) la dépendance d’'une grandeur physique G en fonction
d’autres grandeurs (G;,G,, G5 ...), I'analyse dimensionnelle permet de trouver l'expression
mathématique de cette dépendance, a condition qu’elle soit de la forme suivante :

G = kGEGEGY ..

ou kest une constante sans dimension eta,f ety des nombres rationnels. L’analyse
dimensionnelle permet justement de déterminer les valeurs des nombres a, 5 et y.

Exemple : Période d’un pendule simple

Intuitivement, on peut penser que la période T d'un pendule simple pourrait dépendre de la
longueur! du fil, de la masse m du corps et de I'accélération de la pesanteur g. Etablissons la
relation qui décrit cette dépendance.
Expression de T en fonction des autres grandeurs :
T = km®18 g¥

L’équation aux dimensions de cette expression est alors :

[T]=[km®lPg¥| =T = MULALYT™2Y = T = MOLA+YT~%
Cette équation doit é&tre homogeéne, il en résulte les relations suivantes :

( a=20
a=0 g=— 1
{ﬁ+y=0=>{ =Tr=y
—2y=1 _ 1
L 7="3
La relation devient alors :
l
T=k |—

Cette analyse montre que la période du pendule ne dépend pas de sa masse. La valeur de
constante k dépend du systeme d’unités choisi et vaut 2r dans le S.I.

3- CALCUL VECTORIEL

Beaucoup de grandeurs physiques sont représentées par des vecteurs. Il est donc plus que
nécessaire d’étudier leurs propriétés. Nous abordons en premier lieu les vecteurs constants et

par la suite les champs vectoriels. A

3-1. Définition d’'un vecteur

Un vecteur est un segment de droite AB. Il est complétement défini si
I'on se donne:

Figure 1.1
e Son origine ou point d’application qui est le point 4 ;

e Sadirection qui est celle de la droite (A), dite aussi support ;
e Son sens qui est symbolisé par la fleche indiquant que ce sens va du point A vers le point B ;
e Son module ou intensité qui est égal a la longueur AB.

11
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Ces caractéristiques sont représentées sur la figure 1.1.

On note symboliquement un vecteur par AB,A,B,U,V,0M.

Deux vecteurs d’origines différentes sont dits égaux lorsqu’ils ont la méme direction, méme sens
et méme module.

Le module ou I'intensité du vecteur V est représenté par ||I7|| ou V, c’est une grandeur positive.
Il existe plusieurs types de vecteurs :

e Vecteur libre : si son origine n’est pas spécifiée ;
e Vecteur glissant : si son point d’application peut étre quelconque sur un support ;
e Vecteur lié ou fixe : lorsque son origine est déterminée ;

Un vecteur est dit unitaire si son module est égal a I'unité. On peut alors exprimer tout vecteur

V sous la forme :
V

=
<

Figure 1.2
ou ¥ est le vecteur unitaire porté par le vecteur v (Fig. 1.2).

3-2. Somme vectorielle

Soient V; etV, deux vecteurs. Leur somme géométrique (dite aussi
résultante) est aussi un vecteur :

S=R=V+V,
On obtient cette somme en utilisant la regle du parallélogramme ou du V2
triangle, comme indiquée sur la figure 1.3. Figure 1.3

La regle du triangle consiste, dans un premier temps, a joindre 'extrémité du premier vecteur
avec l'origine du second et ensuite, a joindre 1'origine du premier vecteur avec I'extrémité du
second.

Le vecteur nulle 0 est le vecteur de module égal a 0 et qui ne possede aucune direction :

V+0=V
Le vecteur opposé a un vecteur V est le vecteur noté (—17), tel -V
que V+ (—I7) = 0. Ce vecteur est de méme module et direction _—
quel7 mais de sens opposé. Les vecteurs V et (—17) sont dits . v .
directement opposés lorsqu’ils sont portés par le méme support. <« =V * v >
Les deux situations sont représentées sur la figure 1.4. Figure 1.4

12
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La régle de Chasles permet de décomposer n’importe quel vecteur
comme la somme de deux ou plusieurs vecteurs en introduisant des

B C
points intermédiaires :
AB = AC + CB
Figure 1.5
A

La figure 1.5 représente cette somme.

On peut également faire la somme de plusieurs vecteurs. Cette somme peut étre calculée de deux
manieres :

e Sommer les vecteurs deux a deux ; 7
- 7 - 7 - - 4
e Joindre l'extrémité de chaque vecteur par l'origine du

vecteur suivant et ensuite, on joint l'origine du premier

R Z
vecteur avec I'extrémité du dernier. 7 Vs
2 |-

La figure 1.6 représente la somme géométrique de quatre

vecteurs : Vv, Figure 1.6

[_?):I71+V)2+I73+I74

3-3. Soustraction vectorielle

La différence ou soustraction entre deux vecteurs V;et V, se ramene a

=l

une somme entre Vl) et'opposé de 72) : 7V
1

=)

D=V -V, =V, +(-75)

— — V
La figure 1.7 représente la différence V; — V5. ?
Figure 1.7

3-4. Multiplication d'un vecteur par un scalaire

Soit V un vecteur et A un nombre réel. Le produit (/117) est un vecteur de méme origine, méme

o
direction que V, mais :

e de module égal a |1] ||I7||

e de méme sens que V'sid > 0 etde sens opposé si1 < 0.
2V
La figure 1.8 illustre le produit entre un vecteur V et les nombres (+2) v
et (=2). / =

=2V

La multiplication d’un vecteur par un scalaire permet aussi de définir la Figure 1.8
notion de deux vecteurs colinéaires: les vecteurs Wetvz) sont dit

colinéaires si 71) = AV_; et on note 71) // 72) IIs sont dits paralleles si A > 0 et antiparalléles si 1 <
0.

3-5. Composantes d’'un vecteur

Soit V un vecteur dans un plan. En utilisant la régle du parallélogramme, il est facile de montrer

que V estla somme de deux vecteurs orthogonaux :

13
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V=V+l,
Les directions des vecteurs Vx) etvy) définissent deux axes (X'X) et (Y'Y). Ces axes associés au

point O (leur intersection dit l'origine), définissent ce qu’on appelle un repere d’espace. Il est
noté R(0XY). Ce repére est dans le plan. Il est facile de définir un repére dans l'espace en
introduisant un troisiéme axe (Z’Z) perpendiculaire simultanément aux deux autres. Dans ce

cas, on le note R(0XYZ) et le vecteur V s'écrit :

—

V=V +V,+V,

Soient 7, et k trois vecteurs unitaires portés par les axes (X'X), (Y'Y) et (Z'Z), respectivement.
Alors, on peut écrire :

Il est clair alors que :

Le triplet (V;C, v, Vz) est dit composantes cartésiennes du vecteur V. Le triplet (?,f, E) est dit base

cartésienne du repére ou base des coordonnées cartésiennes. Le systeme de coordonnées ainsi
définit est appelée «systeme des coordonnées

cartésiennes ». On le note R(0,1,7, k).

Z
On représente généralement un vecteur V par ses vl
composantes et on le note V(1 ;, V;) ou V{3 |. M
1
V2 !
| X'
La figure 1.9 représente le systétme des S '
. (s . k |
coordonnées  cartésiennes ainsi que les 4 7 ! v, y
= [ 1 Y
composantes du vecteur V. Y’ O~ ! -
Ve ~_. ? _____ \_\_‘:_s:/’/
Le systeme de coordonnées qu’on vient de définir M’
est dit orthonormé car: 7 Figure 1.9
Il =17l =17l =1
[y

Si M est I'extrémité de V, on peut écrire V = OM. On obtient les composantes du vecteur V en
effectuant des projections orthogonales du point M :

e Surl'axe (Z'Z), ce qui donne la composante V, ;
e Dansle plan (0XY), ce qui donne le point M'. Les projections orthogonales de ce dernier sur
les axes (X X ) et (YY) donne finalement les composantes V, et V,, respectivement.

La notion de composante est essentielle car elle permet de faire des calculs avec les vecteurs. En
effet :

14
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+V = Uy + V)T + (Uy + V,)j + (U, + )
V= (U =Vt + (Uy =B+ (U, — 1)
WV = )i+ ()] + (AV)k

k
k

Remarques :

- Il faut distinguer la composante d'un vecteur qui est une grandeur scalaire algébrique
(positive ou négative) et le module d'un vecteur qui est une grandeur scalaire toujours

positive.

- Il existe d’autres systemes de coordonnées qui seront introduits dans le chapitre suivant (la
cinématique).

Exemple :

Soient les deux vecteurs suivants : U = 2T — 37+ 5k ; V = —i + 8y — 7k

Evaluons les opérations suivantes :
U+V=1+5]-2k
U-V=30—11]+ 12k
—2V = —21— 16] + 14k
30 — 2V = (61— 9] + 15k) — (=21 + 16] — 14k) = 87 — 25] + 29k
3-6. Produit scalaire
3-6.1. Définition
Le produit scalaire entre deux vecteurs U etV est un scalaire définit comme suit :
0.7 = ||U]|||V] cos(6)

ou 6 est I'angle entre les vecteurs UetV

Comme son nom l'indique, le produit scalaire entre deux vecteurs donne un scalaire, c’est-a-dire,
un nombre réel qui peut étre positif (cos & > 0), négatif (cosd < 0) ou nul (cosf = 0).

3-6.2. Propriétés
Le produit scalaire possede les propriétés suivantes :

e Commutativité: U.V = V.U
Distributivité par rapport a I'addition vectorielle (linéarité):
U.(V + W) = (0.V) + (U.W)
e Associativité par rapport a la multiplication par un scalaire :
AMU.V)=(A0).V = U.(aV)
(10).(2V) = W 2)(U.V)
o SiU//V=20=00ub=n=U.V=+UV

15
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3-6.3. Conséquences
- Le produit scalaire permet de définir un critére d’orthogonalité entre deux vecteurs. En
effet :

— — — — — — — — A
uv:o:u=0wV=0inV@=§)

- Les produits scalaires entre les vecteurs de la base cartésienne orthonormée sont donnés

par:
ii=jj=kk=1
lj=tk=]k=

- Le produit scalaire d’un vecteur par lui-méme donne le carré de son module :

- — -2
UU=U0U=U0?=|U|
Ce qui implique :

|U|=vU.U

- SiU=U,i+ Uyj + U,k etV =V, 7+ V,J+ V,k sont deux vecteurs, en utilisant les propriétés
du produit scalaire, il est aisé d’établir que :

U.V = UV, + UV, + U, Y,

Ce résultat représente l'expression analytique du produit scalaire dans le systeme de

coordonnées cartésiennes. Le module du vecteur V est alors donnée par:
IVl = v + 1 + 12
Exemple :
Soient les deux vecteurs suivants :
U=20—-37+5k; V=—1+8—7k
Calculons le produit scalaire de ces deux vecteurs et leurs modules :
UV=V.U=-2-24-35=-61

|U]| = V4 +9 +25 =38

V|| = V1 + 64 + 49 = V114

Les composantes des vecteurs unitaires portés par ces deux vecteurs sont données par :

o U 2 o3 5025
U=-—7>=-= 1 —
|U|| 38 V38 V38
V 1 . 8 . 7 .

1_7)= =

—— = — +
7]~ via  vita’

- k
V114

16



LMD/S.T. Chapitre 1 : Rappels Mathématiques

3-7. Produit vectoriel
3-7.1. Définition

Le produit vectoriel de deux vecteurs U etV est un vecteur noté U A V (on utilise également le
symbole X) :

e de module ||l7||||l7|||sin9|, ouf = ((7, 17),

e de direction perpendiculaire au plan défini par UetV; unv .
e de sens tel que le triedre (17,7,’(7/\ 7) soit direct, c’est-a-dire, v
qu'il satisfait la régle du tire-bouchon de Maxwell : si on raméene 6
le vecteur U sur le vecteur 7, le sens du vecteur U AV est celui >
d’un tire-bouchon vissé dans le méme sens (Fig. 1.10). )
Figure 1.10

3-7.2. Propriétés
Le produit vectoriel posséde les propriétés suivantes :

e Ilestanticommutatif: UAV = -V AU
o Iln’est pas associatif: (UAV)AW = U A (VW)
o Il est distributif par rapport a 'addition vectorielle :

UNV+W)=(UAV)+ (UAW)

e Il est associatif par rapport a la multiplication par un scalaire :
MUAV) = (AU)AV =T A (A7)
3-7.3. Conséquences
- Le produit vectoriel permet de vérifier si deux vecteurs sont colinéaires (paralléles ou
antiparalléles) :
UAV=0=>U=0vV=0vsingd=0(0=0,m)(U//V)
- Le produit vectoriel permet de définir le caractére direct d'une base. Une base (€;, €,, €3) est
directe si et seulement si :
€1 =¢€,Né;
Ainsi, la base des coordonnées cartésiennes (i’,j’, I:) est directe si
seulementsi:k = TA]
Les produits vectoriels entre les vecteurs unitaires de la
base cartésienne sont donnés par :

-

INT=JAj=kAk=0 ]

IANJ=RjAR=LkAI=] o—
Ce dernier résultat peut étre obtenu par permutation circulaire des Figure 1.11
vecteurs 7, et k (Fig. 1.11).
- SiU=UJd+ Uyj + Uk etV =V, i+ V7 + V,k sont deux vecteurs, en utilisant les propriétés
du produit vectoriel, il est aisé d’établir que :

&

UV = (UyV, — U,V,)i — (UpV, — UV )f + (UpV, — Uy Vi )k
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qui représente I'expression analytique du produit vectoriel dans le systéme de coordonnées
cartésiennes. Cette expression peut étre obtenue autrement en utilisant la notion de
déterminant :

Uy UZ -

B o |Ux Uyl
WV

Ve V|

U, Uy~
+,, Vy|k

X

Exemple :

Calculons le produit vectoriel entre les deux vecteurs suivants :

U=7+27-3k; V=—-20+3]—4k

I A A

UANV=|1 2 3|=1-27+7k
-2 3 —4

3-7.4. Interprétation géométrique

Géométriquement, le module du produit vectoriel entre deux vecteurs est égal a l'aire du
parallélogramme formé par ces deux vecteurs (Fig. 1.12).

— = — = B
s = [ulll[vlisinél = [|UAV]|
Ce résultat permet de déduire 'aire ' du triangle ABC : Y
A
s'=2 |7 A7 AT
Figure 1.12

3-8. Produit mixte

On appelle produit mixte de trois vecteurs U VetW, pris dans cet ordre, le nombre réel défini
par:

0.(V A )
Ce produit est donc un scalaire. Il est nul si :

e L’undes vecteurs est nul ;
e Lestrois vecteurs sont dans le méme plan (coplanaires) ;
e Deux vecteurs sont colinéaires.

On note U. (I7 A W) par (l_j, 17, W)

Le produit mixte est invariant par permutation circulaire Figure 1.13
direct des trois vecteurs ﬁ, Vet W, car le produit scalaire est
commutatif :

18
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— =

(0.7, W) = (W,0.V) = (7. W, D)

Géométriquement, la valeur absolue du produit mixte est égale au volume du parallélépipede
formé par ces trois vecteurs (Fig. 1.13).

Exemple :
Calculons le produit mixte des trois vecteurs suivant :
U(1,-12) ; V(=211 ; W(1,2,-1)
Ce produit peut étre calculé en deux étapes :
(VAW)=-31—-j—5k
U(VAW)=-3+1-10=-12
3-9. Double produit vectoriel

Le double produit vectoriel de trois vecteurs UVetW, pris dans cet ordre, est le vecteur définit
par:

Un{VAW)
D’aprés la définition du double produit vectoriel, il est clair qu’il est perpendiculaire au

vecteurs U et (17 A W), ce qui implique que ce vecteur est dans le plan formé par les vecteurs V
et W :
UAVAW) =aV + W (a,f € R)
On montre alors que :
U@ AW) = (0.0 — (0.0 ; (a=(0.W).8=—(0.7))
Exemple :
Calculons le double produit vectoriel des trois vecteurs suivant :
U(1,-12) ; V(=211 ; W(1,2,-1)

Ce produit peut étre calculé en deux étapes :

3-10. Dérivée d’un vecteur
3-10.1.Définition
Soit V(t) une fonction vectorielle (champ vectoriel) d'une seule variable réellet.

Analytiquement, dans un repére R muni d’'une base cartésienne orthonormée (?,f, k), cela veut

19
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dire que l'on se donne trois fonctions scalaires V(t),V, (t),V,(t) de la variable t qui sont les

composantes du vecteur V(t):
V(®) = %] + K (0] + %Ok
Notons que toutes les propriétés et opérations définies pour les vecteurs constants sont aussi
valables pour les champs vectoriels. En plus, nous pouvons également définir la dérivée de I7(t)
par rapport a la variable t comme suit :
dV(t) dVi(t), dV,(), dv(t
© _ %@, %O o,
dt dt dt dt
Ce résultat est obtenu par simple application des regles de dérivation usuelles, dans la condition

ou les vecteurs unitaires 7, J et k sont constants, c’est-a-dire, indépendants de t :
di dj dk
dt dt dt
On voit bien que la dérivée d'un vecteur est également un vecteur.

-
=0

La dérivée seconde de I7(t) est alors donnée par:
V(@) _d (dV©)) _ PO d?RO . 0
dt? dt\ dt dt? ez’ dte?
Si le vecteur V est constant (ses composantes sont constantes), sa dérivée est le vecteur nul.
Exemples :
Calculons la premiere et seconde dérivée des vecteurs suivants :

_ L s dV
V(it)=21—3]+5k=>—=0

dt
(aV -
B L | gp= U+ @Dk
VO =i+ Qt+1Dj+ @ +t+ Dk ={ 4 e
— =2k
dt?
V(t) = cos(wt) T+ sin(wt) ] + e otk
( av _ . . N
! i sin(wt) T+ w cos(wt) j — ae %k
d*V 2 ? 2 ¢ 7L qle—atl
lﬁ = —w* cos(wt) T — w* sin(wt) J + a“e™ "k

3-10.2.Propriétés
Si I7(t) et I7(t) sont deux champs vectorielles et f(t) est un champ scalaire de la variable réelle t,
alors on a les propriétés suivantes :

d, . . dU_ dV ,

a(aU+BV)=aE+ I (o, ) ER
d . dU _ _dV
a(U.V)—E.V+U.E_)
d di - - dV
a( xV)=E><V+ x—

d - df () -, dv
2 (revm) = L9vq) + 1 22

Dans le cas ou le vecteur V(t) a un module constant :

-2

il

V.V =cst d(1717’) 0 217d17 0 Vldv
ste= dt dt
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Dong, la dérivée d’un vecteur de module constant est un vecteur qui lui est perpendiculaire. Ce
résultat est d'une grande importance lors de 'étude des systémes des coordonnées polaires,
cylindriques et sphériques en cinématique car, les bases correspondantes sont des fonctions
vectorielles du temps mais de modules constants (vecteurs unitaires).
Exemple :
Soit le vecteur suivant :

V(t) = costT—sint]
Il est clair que le module de ce vecteur est constant (il est égal a 1), en d’autres termes, c’est un
vecteur unitaire. Sa dérivée est le vecteur :

Ve
ap = sinti—costj
On vérifie bien que :
L odv
Vit).—=0
.

3-11. Intégration d’un vecteur
3-11.1.Définition

L'intégrale du champ vectoriel V(t) = V. (¢)] + v, () + V,(t)k est définie comme suit :

jl_/’(t)dt = (jvx(t)dt)?+ (va(t)dt>7+ (fVZ(t)dt)E+ A

Ce résultat est obtenu par simple application des regles d’intégration usuelles, dans la condition

o
ou les vecteurs unitaires 7, ] et k sont constants, c’est-a-dire, indépendants de t.
On voit bien que I'intégrale d'un vecteur est également un vecteur.

La constante d’intégration I70 est un vecteur constant déterminé a partir des conditions initiales
(temps) ou aux limites (espace). Dans ce cas, on parle d’intégrale indéfinie.

SiU (t) et I7(t) sont deux champs vectorielles de la variable réelle t et @ une constante réelle, on
a les propriétés suivantes :

f[l_f(t) + V(t)]dt = f ﬁ(t)dtif?(t)dt
faﬁ(t)dt = af U(t)dt (a € R)

Exemple :

Calculons l'intégrale du champ vectoriel V(t) = (¢t + 1)+ (et — 1)j + (sin )k :
fl?dt = f[(t + )T+ (e~ = 1)j + (sint)k]dt

= (J(t + 1)dt)?+ (f(e‘f - 1)dt>f+ (f(sint))ﬁ+ Vo

1 .
= (Etz + t) T+ (—e t=t)] = (cost)k + V,

+ k.On a finalement :

=7
R 1 S
det = (Et2 + t)?+ (—e7t—t+1)]—(cost + 1k

SiV(t=0)=0= 7,

3-11.2.Intégrale définie
Si les bornes d’intégration sont données, on parle alors d’intégrale définie ou intégrale du champ

vectoriel V(¢) sur l'intervalle [a, b] :
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fb V(t)dt = f L(Odt |7+ fl/;,(t)dt i+ fVZ(t)dt k

SiU(t) etV(t) sont deux champs vectorielles de la variable réellet, on a les propriétés
suivantes :

b b b
f V(t)]dtzfl_i(t)dtifﬁ(t)dt

b
faU(t)dt = af Ut)dt (a € R)

a
c b

f ()dt—fU(t)dt+fl_f(t)dt (c € ]a, b))

c

Exemple :

Calculons lI'intégrale définie suivante :
1 1 1 1
f[(t + 17— (t% + ) + (tDk]dt = f(t + Ddt |T— f(t2 +6)dt |]+ ft3dt k
0 0 0 0

1

[1t2+t] 7 [1t3+1t2]1_'+[1t4’]1l_€—3_’ 5*+1E
2 N FLRI R PR A P LS

3-12. Opérateurs différentiels vectoriels
3-12.1.Introduction

Ces opérateurs ont été introduits pour rendre compte de certaines caractéristiques et propriétés
des champs vectoriels. Ils permettent également une écriture concise de certaines lois de la
physique comme les équations de Maxwell.

Toutes les définitions ultérieures seront données dans un repére muni d'une base cartésienne

orthonormé (?,f, I_é)
3-12.2.Dérivée partielle et différentielle totale

Lorsque la grandeur physique est un champ scalaire de plusieurs variables G(x, y, z, t), on définit
la notion de dérivée partielle, c’est-a-dire, la dérivée par rapport a une seule variable. Cette
derniére se calcule en considérant les autres variables comme des constantes, on la note comme
suit :

dG 0G 0G 0G
ox’'dy’ 0z’ ot

Pour calculer une dérivée partielle, on use des mémes regles et propriétés que celles utilisées
dans le calcul de la dérivée simple.

La différentielle totale de G est définie comme suit :

6 =2+ 24y + %% 4, + 26 g
T Ty Y T, Y e
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Exemple :

Calculons les dérivées partielles et la différentielle totale du champ scalaire suivant :

G(x,v,z) = xy?z3
G G G
N 3, 9Y _ 2,2
ax Vi 3y 2xyz> ; P 3xy“z
df = (y?z3)dx + (2xyz3)dy + (3xy?z?)dz

Remarque :

On peut éventuellement définir les dérivées partielles d’ordre supérieures. Citons comme
exemples, les dérivées partielles d’ordre deux :

9°G 0 (66) L 0%G 0 (66) d (66) _ 0%
ax2  dx\ox/ ’ axc')y ax\ay)  ay\ox) dyox
3-12.3.Gradient
Soit U(x, y, z) un champ scalaire. On sait que :

=22+ ay+ 24 _(au 1+ 25 +6Uk) (dxi + dyj + dzk) =
R A AL PRl VL W xi+ dy] + dz

—

gradu.di = VU.dr

ol V est I'opérateur nabla (ou del) défini comme suit :

L’opérateur gradient s’applique sur un champ scalaire et donne un champ vectoriel

En divisant la relation dU = gradU. dr par dr, on obtient la quantité :

w_ dUE:—_) du
7y = gradU.——=1i.gra

ol % est le vecteur unitaire dans la direction 7, en effet :

—
u = =

dr 7
dr r

Physiquement, la quantité (dU/dr) représente le taux de variation de U dans la direction 7 =
r. Ce taux est aussi égal a la projection du gradient du champ scalaire U suivant cette direction.
Par conséquent, 'opérateur gradient d’'un champ scalaire indique la direction de variation de ce
champ.

Le vecteur gradient posséde également les propriétés suivantes :

e [l est perpendiculaire aux surfaces de niveau (surface pour lesquelles U est une constante) :
dU = gradU.d7 = 0 = gradU 1 d7
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o [l est orienté dans le sens des valeurs croissantes du champ scalaire U et indique la direction
de variation la plus rapide de ce champ.

Dans le systéme de coordonnées polaires, cylindriques et sphériques, l'opérateur gradient
s’écrit comme suit :

ou . 14U

gradU = %ép +;%€9

U . 10U, oU-

dU = — - —-—
gra apep+p6966+az
ou, 10U , 1 adU |
gradlU = —e, +—

ar r%ee-l_rsineﬁeq’

La circulation du gradient le long d'une courbe orientée (C) (allant de A a B, par exemple) est
donnée par :

B u(B)
Cup = fgradU.dF = f dU = U(A) — U(B)
a u(a)

Cette circulation est égale a la variation du champ U et ne dépend pas du chemin parcouru. Cette
relation facilite parfois le calcul de la circulation d’'un vecteur le long du chemin. Encore faut-il
que ce vecteur soit un gradient.

Dans le cas d’un contour fermé, la circulation est nulle :

Cap = ffgradU. dr =0
On dit que le champ de vecteur gradU est a circulation conservative ou un champ a gradient et
on écrit :
V= —gradlU

On dit également que le champ de vecteur V dérive d’'un champ scalaire U (appelé généralement
potentiel).

Exemple :
Calculons le gradient du champ scalaire suivant :

U(x,y,z) = 3xy — 2xz + 5yz = gradU = (3y — 22)T + (3x + 52)] + (—2x + 5y)k
3-12.4.Divergence

La divergence, notée div, du champ vectoriel I7(x, y,z) =V (x,y,2)T+ v, (x,y, 2)] + V,(x,y, Z)E

est la quantité définie par le produit scalaire entre I'opérateur nabla Vetle champ de vecteur V:

L= - = a_, a.} 0 - > > 7
de=V.V=(al+@]+—k).(l/xl+lly +Vzk)=

ov, v, aV,
dx dy 0z

L’opérateur divergence s’applique sur un champ vectoriel et donne un champ scalaire.
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Exemple :
Calculons la divergence du champ vectoriel suivant :

V(x,v,2) = (xyz)i+ (x + v + 2)] + (x2y222)k = divV = yz + 1 + 2x%y?z
3-12.5.Rotationnel

Le rotationnel, noté rot, du champ vectoriel I7(x, y,z) =Ve(x,y,2)T + V(x,y, 2)] + V,(x,y, Z)E

est la quantité définie par le produit vectoriel entre l'opérateur nablaV et le champ de

Vecteurl_/:
s o o d, 0d, 0 . . R
rotV=VxV=(al+@]+£k)/\(l/xl+Vy +V,k)
|7 7 p
_aaa_av;avyﬁ(avzazc)”ravyazcz
“lox ay ozl \oy oz " \ox oz )/ ox dy
Ve ¥V

Le rotationnel d'un champ vectoriel est également un champ vectoriel.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un champ de vecteur V dérive d’un potentiel

scalaire U (C'est-é—direv= —gradU) est que son rotationnel soit nul (le champ est dit
irrotationnel). En effet, on montre que :

rotV = —rot(gradU) = 0
Exemple :

Calculons le rotationnel du champ vectoriel suivant :

V(x,y,2) = (ey)T + (x2)] + (y2)k

T ]k
rotr =2 9 O o)+ -0k =z -0)T+))
dx dy 0z

Xy Xz yz
3-12.6.Laplacien

Le gradient d'un champ scalaire U étant le vecteur :

aU_ aU_ U~

dU=—1+—j+—k=4
gra axl+6y]+c')z

On peut calculer sa divergence :

dini 2 U 02U 0%V
A= Gx2 dy? = 0z?

On définit ainsi un nouvel opérateur, le Laplacien :
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9> 0% 02

o, 09
0x? * dy? * 0z2

<

A=

On peut également définir le Laplacien d'un champ de vecteurs :
V(x,y,2) = Ve(x,y,2)0 + Vy (x,y,2] + V,(x,y, 2k

Dans ce cas, on montre que c’est un champ de vecteurs ayant pour composantes le Laplacien des

composantes du champ de vecteurs V:
AV (x,y,2) = AV, (x,y,2)T + AV, (x,y,2)] + AV, (x, y, 2)k

_ 62Vx+62Vx+62‘/;C ?+ 621/;,+62V;, aZVy . 62V2+62V2+62VZ I_{)
ox?  dy?  0z2 ox? = dy?  0z? ox?  0y?  0z?

Exemples :
Calculons le Laplacien des champs scalaire et vectorielle suivants :
Ulx,y,z) =x>+y?>+2z>?=>AU=2+2+2=6
V= +y3+2+ 3 +y* + 237+ (o +y2 + 23k >
AV = (2 + 6y + 1222)T + (6x + 12y2 + 62)] + (12x% + 2 + 62)k
3-12.7.Quelques propriétés des opérateurs différentiels vectoriels
Soient U et V deux champ vectoriels et f et g deux champs scalaires. On montre que :
grad(fg) = fgradg + ggradf
div(gradf) = Af
div(rotV) = 0
div(fV) = V.gradf + fdivV
div(0 V) = V.70t0 — 0. 7067
rot(gradf) =0
rot(fV) = gradf AV + frotV
rot(roiV) = grad(div?) — AV

d fy 8, o (W 8 . (o
a(gradf)—grad (E) ; a(de)—dw((at) ; at(rotV)—rot((,)t)

26



