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Chapitre 0

Introduction

Si la théorie des probabilités a été originellement motivée par 1’analyse des jeux de hasard,
elle occupe aujourd’hui une place centrale dans la plupart des sciences. Tout d’abord, de par
ses applications pratiques : en tant que base des statistiques, elle permet 1'analyse des données
recueillies lors d’une expérience, lors d’un sondage, etc. ; elle a également conduit au développe-
ment de puissants algorithmes stochastiques pour résoudre des problémes inabordables par une
approche déterministe ; elle posséde en outre de nombreuses applications directes, par exemple
en fiabilité, ou dans les assurances et la finance. D’un c6té plus théorique, elle permet la modé-
lisation de nombreux phénoménes, aussi bien en sciences naturelles (physique, chimie, biologie,
etc.) qu’en sciences humaines (économie, sociologie, par exemple) et dans d’autres disciplines
(médecine, climatologie, informatique, réseaux de communication, traitement du signal, etc.).
Elle s’est méme révélée utile dans de nombreux domaines de mathématiques pures (algébre,
théorie des nombres, combinatoire, etc.) et appliquées (EDP, par exemple). Finalement, elle a
acquis une place importante en mathématiques de par son intérét intrinséque, et, de par sa
versatilité, posséde un des spectres les plus larges en mathématiques, allant des problémes les
plus appliqués aux questions les plus abstraites.

Le concept de probabilité est aujourd’hui familier a tout un chacun. Nous sommes constam-
ment confrontés a des événements dépendant d’un grand nombre de facteurs hors de notre
contrdle ; puisqu’il nous est impossible dans ces conditions de prédire exactement quel en sera
le résultat, on parle de phénomeénes aléatoires. Ceci ne signifie pas nécessairement qu’il y ait
quelque chose d’intrinséquement aléatoire a I’ceuvre, mais simplement que I'information a notre
disposition n’est que partielle. Quelques exemples : le résultat d’un jeu de hasard (pile ou face,
jet de dé, roulette, loterie, etc.); la durée de vie d’un atome radioactif, d’un individu ou d’une
ampoule électrique; le nombre de gauchers dans un échantillon de personnes tirées au hasard;
le bruit dans un systéme de communication ; la fréquence d’accidents de la route ; le nombre de
SMS envoyés la nuit du 31 décembre; le nombre d’étoiles doubles dans une région du ciel; la
position d’un grain de pollen en suspension dans 1’eau; 1’évolution du cours de la bourse; etc.

Le développement d'une théorie mathématiques permettant de modéliser de tels phéno-
meénes aléatoires a occupé les scientifiques depuis plusieurs siécles. Motivés initialement par
I’étude des jeux de hasard, puis par des problémes d’assurances, le domaine d’application de la
théorie s’est ensuite immensément élargi. Les premiéres publications sur le sujet remontent a
G. Cardano' avec son livre Liber De Ludo Alee (publié en 1663, mais probablement achevé

1. Girolamo Cardano (1501, Pavie - 1576, Rome), parfois connu sous le nom de Jéréme Cardan, mathématicien,
philosophe et médecin italien. Féru d’astrologie, on dit qu’il avait prévu le jour de sa mort, mais que celle-ci ne
semblant pas vouloir se produire d’elle-méme, il se suicida afin de rendre sa prédiction correcte.
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en 1563), ainsi qu’a Kepler? et Galilée®. Toutefois, il est généralement admis que la théorie
des probabilités débute réellement avec les travaux de Pascal* et de Fermat®. La théorie fut
ensuite développée par de nombreuses personnes, dont Huygens®, J. Bernoulli’, de Moivre?,
D. Bernoulli °, Euler '°, Gauss ! et Laplace '?. La théorie moderne des probabilités est fondée
sur I’approche axiomatique de Kolmogorov '3, basée sur la théorie de la mesure de Borel '* et
Lebesgue '°. Grace a cette approche, la théorie a alors connu un développement trés rapide tout

au long du XX®™€ siécle.

0.1 Modélisation des phénoménes aléatoires

Le but de la théorie des probabilités est de fournir un modéle mathématique pour décrire
les phénomeénes aléatoires. Sous sa forme moderne, la formulation de cette théorie contient trois
ingrédients : 1'univers, les événements, et la mesure de probabilité.

0.1.1 Univers.

Il s’agit d’'un ensemble, noté habituellement 2, dont les éléments correspondent a tous les
résultats possibles de 'expérience aléatoire que 1’on cherche a modéliser. On l'appelle également
I’espace des observables, ou encore ’espace échantillon.

Ezemple 0.1.
1. Un tirage a pile ou face : Q = {P,F}.
2. Deux tirages a pile ou face : Q@ = {PP,PF,FP,FF}.
3. Une suite de tirages a pile ou face se terminant a la premiére apparition d’un pile : Q =
{P,FP,FFP,FFFP,...}.
Une suite de lancers de dé : Q = {(ax)r>1 : ar € {1,...,6},Vk > 1}.
Taille d’une personne : Q = RT.
Durée de vie d’'une ampoule : Q = R™.

N

L’évolution du cours d’une action sur un intervalle de temps [s,t] : Q = C([s,t],RT), ou
I’on a noté C(A,B) 'ensemble des fonctions continues de A vers B.

NS ot

2. Johannes Kepler (1571, Weil der Stadt - 1630, Ratisbonne), mathématicien, astronome et astrologue alle-
mand.

3. Galilée ou Galileo Galilei (1564, Pise - 1642, Arcetri), physicien et astronome italien.

4. Blaise Pascal (1623, Clermont - 1662, Paris), mathématicien, physicien, philosophe, moraliste et théologien
frangais. Auteur de nombreuses contributions majeures en mathématiques et en physique, il délaisse ces derniéres
a la fin de 1654, a la suite d’une expérience mystique, et se consacre a la réflexion philosophique et religieuse.
Pierre de Fermat (1601, Beaumont-de-Lomagne - 1665, Castres), juriste et mathématicien francais.
Christiaan Huygens (1629, La Haye — 1695, La Haye), mathématicien, astronome et physicien néerlandais.
Jacques ou Jakob Bernoulli ( 1654, Bale - 1705, Bale), mathématicien et physicien suisse.

Abraham de Moivre (1667, Vitry-le-Frangois - 1754, Londres), mathématicien frangais.

9. Daniel Bernoulli (1700, Groningen - 1782, Bale), médecin, physicien et mathématicien suisse.

10. Leonhard Euler (1707, Bale - 1783, Saint-Pétersbourg), mathématicien et physicien suisse. Il est considéré
comme le mathématicien le plus prolifique de tous les temps. Complétement aveugle pendant les dix-sept derniéres
années de sa vie, il produit presque la moitié de la totalité de son travail durant cette période.

11. Johann Carl Friedrich Gauss (1777, Brunswick - 1855, G6ttingen), mathématicien, astronome et physicien
allemand.

12. Pierre-Simon Laplace (1749, Beaumont-en-Auge - 1827, Paris), mathématicien, astronome et physicien
francais.

13. Andrel Nikolaievich Kolmogorov (1903, Tambov - 1987, Moscou), mathématicien russe.

14. Félix Edouard Justin Emile Borel (1871, Saint-Affrique - 1956, Paris), mathématicien et homme politique
francais.

15. Henri Léon Lebesgue (1875, Beauvais - 1941, Paris), mathématicien francais.

© N o
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8. La trajectoire d'un grain de pollen en suspension dans un fluide : Q@ = C(R*,R3).

Dans chaque cas, il ne s’agit que d’une modélisation de l'expérience correspondante : il y a
donc évidemment de nombreuses fagons de choisir et d’encoder les diftérents résultats possibles
d’'une expérience aléatoire dans un ensemble 2. Par exemple, dans le troisiéme exemple, on pour-
rait tout aussi bien prendre 2 = N*, en ne retenant que la durée de la partie; dans le cinquiéme,
on pourrait limiter, par exemple, Q a [0,3] (métres), voire a {1,2,...,3000} (millimétres), sans
perte de généralité.

0.1.2 Evénements

Un événement est une propriété dont on peut dire si elle est vérifiée ou non une fois le
résultat de I'expérience connu. Mathématiquement, un événement est caractérisé par ’ensemble
des résultats dans lesquels il est réalisé (un tel résultat est alors appelé une réalisation de
I'événement).

Ezemple 0.2. On lance deux fois un dé, Q = {(m,n) € {1,2,3,4,5,6}2}.

1. L’événement « le second lancer est un 6 » :
{(m,6) : m € {1,2,3,4,5,6}}.
2. L’événement « le premier lancer est supérieur au second » :
{(mm)€Q:m>n}.
3. L’événement « la somme des deux lancers est paire » :
{(m,n) € Q : 2|(m+mn)}.
Ezemple 0.3. On effectue une suite de lancers de dé :
Q={(ar)e>1 : ar €4{1,...,6},Vk > 1}.
L’événement « le 6 est sorti avant le 1 » correspond a
{(ar)e>1 € Q2 :min{n >1:a, =6} <min{n >1: a, =1}}.

(Dans ce cas, il faudrait dire également comment interpréter les minima ci-dessus lorsque le 6
ou le 1 ne sortent jamais; la convention usuelle est de poser min & = +00.)

Introduisons un peu de terminologie.

Définition 0.1. Un singleton (c’est-a-dire un événement réduit & un unique élément de
Q) est appelé événement élémentaire. Sinon on parle d’événement composite. On appelle
Q l’événement certain et & |’événement impossible. Si A est un événement, on appelle A°
l’événement contraire de A. Si1 A,B sont deuz événements, on appelle AN B [’événement
«AetB », et AUB l’événement « A ou B ». Finalement, st ANB =&, A et B sont dits
disjoints, ou incompatibles.
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0.1.3 Mesure de probabilité

Etant en possession d’une notion d’événements, on cherche ensuite & attribuer a chacun de
ces derniers une probabilité, qui représente le degré de confiance que 1'on a en sa réalisation '6.
Les probabilités sont encodées sous forme de nombres réels compris dans l'intervalle [0,1], avec
I’interprétation que plus la probabilité est proche de 1, plus notre confiance dans la réalisation de

I’événement est grande. Un événement de probabilité 1 est dit presque-certain ou presque-siir.

Remarque 0.1. Il est important de ne pas confondre un événement de probabilité 1 avec un
événement certain, ou un événement de probabilité nulle avec un événement impossible.
Par exemple, supposez que l’on puisse donner un sens au tirage au hasard d’un mombre
réel dans lintervalle [0,1], de fagon uniforme (c’est-a-dire sans privilégier aucun de ces
nombres). On verra comment le faire dans la seconde partie de ce cours. Alors, quel que
soit z € [0,1], l’événement « le nombre tiré est x » a probabilité nulle (il doit avoir la méme
probabilité que chacun des autres nombres de l'intervalle, et il y en a une infinité). Or, a
chaque tirage, un événement de ce type est réalisé !

N ~

Il est important de remarquer a ce point que la détermination de la probabilité a asso-
cier a un événement donné ne fait pas partie du modéle que nous cherchons & construire (on
pourra cependant parfois la déterminer si I’on nous donne la probabilité d’autres événements).
Le but de la théorie des probabilités est de définir un cadre mathématique permettant de décrire
des phénomeénes aléatoires, mais déterminer les paramétres permettant d’optimiser ’adéquation
entre le modéle et 'expérience réelle qu’il tente de décrire n’est pas du ressort de la théo-
rie (c’est une tache dévolue aux statistiques). En particulier, nous ne nous intéresserons pas
aux différentes interprétations de la notion de probabilité. Contentons-nous d’en mentionner
une, utile pour motiver certaines contraintes que nous imposerons a notre modéle plus tard :
I’approche fréquentiste. Dans cette approche, on n’accepte d’associer de probabilité qu’a des
événements correspondant a des expériences pouvant étre reproduites a I'infini, dans les mémes
conditions et de facon indépendante. On identifie alors la probabilité d'un événement avec la
fréquence asymptotique de réalisation de cet événement lorsque ’expérience est répétée infi-
niment souvent. Cette notion a ’avantage d’étre trés intuitive et de donner, en principe, un
algorithme permettant de déterminer empiriquement avec une précision arbitraire la probabi-
lité d'un événement. Elle souffre cependant de plusieurs défauts : d’une part, une analyse un
peu plus approfondie montre qu’il est fort difficile (si tant est que ce soit possible) d’éviter que
cette définition ne soit circulaire, et d’autre part, elle est beaucoup trop restrictive, et ne permet
par exemple pas de donner de sens a une affirmation du type « il y a 50% de chance pour que
la Californie soit touchée par un séisme de magnitude 7,5 sur 1’échelle de Richter dans les 30
prochaines années ». Dans de telles affirmations, I’événement en question ne correspond pas a
une expérience renouvelable, et la notion de probabilité n’a plus d’'interprétation en termes de
fréquence, mais en termes de quantification de notre degré de certitude subjectif quant a la
réalisation de 1’événement en question. En résumé, il existe de nombreuses interprétations du
concept de probabilité, dont certaines sont beaucoup moins contraignantes que 'interprétation
fréquentiste, mais il s’agit d'un probléme épistémologique que nous ne discuterons pas ici

Désirant modéliser les phénomeénes aléatoires, il est important que les propriétés que l'on
impose a la fonction attribuant a chaque événement sa probabilité soient naturelles. Une fagon
de déterminer un ensemble de bonnes conditions est de considérer 'interprétation fréquentiste
mentionnée plus haut. Répétons N fois une expérience, dans les mémes conditions, et notons

16. Comme on le verra dans le seconde partie de ce cours, il n’est pas toujours possible d’associer une probabilité
a tous les sous-ensembles de 2. On devra alors restreindre la notion d’événements a une classe de « bons » sous-
ensembles. Ceci n’aura cependant absolument aucune incidence pratique. En effet, aucun des sous-ensembles
exclus n’admet de description explicite!
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fn(A) la fréquence de réalisation de ’événement A (c’est-a-dire le nombre de fois N4 ot il a été
réalisé divisé par N). On a alors, au moins heuristiquement,

P(4) = lim fu(4).

On peut ainsi déduire un certain nombre de propriétés naturelles de P a partir de celles des
fréquences. En particulier fx(Q2) = 1, 0 < fy(A) < 1, et, si A et B sont deux événements
disjoints, Naup = Na + Np, et donc fy(AU B) = fn(A) + fn(B). Il est donc raisonnable
d’exiger qu’une mesure de probabilité posséde les propriétés correspondantes,

1. 0 < P(A) < 1;
2. P(Q)=1;
3. Si AN B =g, alors P(AU B) = P(A) + P(B).

Ezemple 0.4. On jette deux dés non pipés. Il est alors naturel de prendre Q = {(n,m) €
{1,2,3,4,5,6}2}. Les dés étant supposés bien équilibrés, la symétrie du probléme fait qu’il n'y a
aucune raison de penser un résultat plus vraisemblable qu'un autre (c’est le principe d’indif-
férence, originellement proposé par Laplace). On associe donc & chaque événement élémentaire
{(n,m)} la méme probabilité 1/36, ce qui conduit, par les propriétés ci-dessus, & définir la
probabilité d’un événement A par P(A) = |A|/36, ou |A| représente la cardinalité de A. On
a ainsi, par exemple, que la probabilité que la somme des dés soit égale a 10 est donnée par
P({(6,4),(5,5),(4,6)}) = 3/36 = 1/12. &
Les conditions ci-dessus sont tout a fait naturelles, et suffisent presque a construire la théorie
des probabilités. En fait, comme on le verra dans la seconde partie de ce cours, il sera trés utile
(et plutdt naturel!) d’imposer une condition plus forte que 3., & savoir

3’. Si Aj,As, ... sont des événements deux-a-deux disjoints, alors
o0 o0
P(U Ai) = ZP(Az)
1=1 =1

Ceci ne nous concernera pas pour la premiére partie de ce cours, dans laquelle nous supposons
I’univers € fini ou dénombrable : dans ce cas, on verra que ’on peut associer a chaque événement
élémentaire sa probabilité, et en déduire la probabilité des événements composites. Les propriétés
1, 2 et 3’ deviennent alors, dans ce cadre-1a, des conséquences de cette construction.






Premiére partie

Espaces de probabilité discrets

Résumé

Dans cette partie du cours, nous nous restreindrons au cas ou l'univers associé a l'expé-
rience aléatoire est fini ou dénombrable. On parle alors d’espaces de probabilité discrets. La
formulation mathématique de la théorie est beaucoup plus simple dans ce cas, mais permet
déja d’étudier de nombreux problémes d’intérét.






Chapitre 1

Probabilité, probabilité
conditionnelle et indépendance

1.1 Mesures de probabilité

On considére une expérience aléatoire dont 1'univers €2 est fini ou dénombrable. Dans ce
cas, on peut associer a chaque résultat possible de l'expérience sa probabilité. Ceci définit une
application de 2 dans [0,1], appelée la fonction de masse.

Définition 1.1. Une fonction de masse sur Q est une application f : Q — [0,1] telle que

> flw) =

we

Remarque 1.1. Il convient de faire quelques commentaires sur l’écriture utilisée ci-dessus.
Une expression du type

> g(a)

acA
a un sens éuvident lorsque A est un ensemble fini et mon-vide, puisque dans ce cas on
a affaire a une somme finte. Lorsque A est un ensemble infint dénombrable, il convient
d’étre plus prudent. Dans le cas ot la fonction ¢ : A — R est positive, comme c’est le
cas dans la définition précédente, il n’y a pas de probléme : A étant dénombrable, il est
possible de numéroter ses éléments, disons A ={a1,az,...}. On pose alors

(o)

Y- 9(a) =) g(as).

(IE.A. 'L:l

Il est important d’observer que cette définition ne dépend pas de l’ordre choisi pour les
éléments de A : la série apparaissant dans le membre de droite étant a termes positifs, la
somme est inchangée lorsque l’ordre des termes est modifié.

On utilisera occasionnellement la notation également lorsque A = &. Dans ce cas, la
somme est définie comme étant égale a 0.

Ezemple 1.1. > Pour un dé non pipé, on prend Q2 = {1,2,3 4,56} et f(z) = % . =1,...,6.
> Pour un de pipé, on pourra avoir par exemple f(1) = %, f(2) = f(3) = f(4) = f(5) =1
et f(6) =3
> Pour 5 lancers d'une piéces bien équilibrée, on prendra f(w) = 27°, pour tout w € Q =
{P.F}°.

13
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> On lance un dé jusqu’a la premiére apparition d'un 6. Si ’on s’intéresse au nombre de

lancers nécessaires, il est naturel de prendre Q2 = N*U{+o00}, la valeur 400 correspondant

& une expérience oil le 6 ne sort jamais. Si le dé est équilibré, on verra que f(n) = $(2)*!

6\6
pour tout n € N*. En particulier,

)

fteo)=1- 5 f(m)=1-15 (5 =0,
n=1

n=1

et la probabilité de ne jamais voir de 6 est nulle.

¢

Une fois en possession d’une fonction de masse, on peut définir la probabilité d’un événement
arbitraire A C Q.

Définition 1.2. Soit Q un ensemble fini ou dénombrable et f une fonction de masse sur
Q. La probabilité de l’événement A C Q est définie par

P(A) =) f(w).

weA

L’application P : P(Q2) — [0,1] est la mesure de probabilité sur Q associée a la fonction de
masse f. La paire (Q2,P) définit un espace de probabilité discret.

Evidemment, étant donnée une mesure de probabilité P, on peut immédiatement retrouver la
fonction de masse correspondante : f(w) = P({w}).

Ezemple 1.2. On lance un dé équilibré. Soit A I'événement « le résultat est pair ». Alors,
P(A) =P({2,4,6}) = f2) + f(4) + f(6) =5 +5+5=3-

¢

Enoncons a présent quelques propriétés élémentaires, mais extrémement importantes de
telles mesures de probabilité.

Théoréme 1.1. Toute mesure de probabilité P sur un ensemble €2 fint ou dénombrable
posséde les propriétés survantes.

1. P(Q) =1.
2. (0-additivité) Soit (Ar)k>1 une collection d’événements 2 a 2 disjoints (c’est-a-dire
tels que A; N Aj = @ pour tout i # 7). Alors,

P 4) = D _P(4)
=1 =1

Démonstration. La premiére affirmation suit immeédiatement de la définition. Pour la seconde,
il suffit d’observer que

P(U4)= > Fflw)=> > flw)=>) P4),
=1 weuzl A; 1=1lw€EA; =1

puisque chaque w € |J; A; appartient & exactement un des ensemble A;. O
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Corollaire 1.1. Toute application P : 2(Q) — [0,1] possédant les propriétés 1. et 2. du
théoréme possede également les propriétés sutvantes.

1. P(@)=0.
2. Pour tout A C Q, P(A°) =1—P(A4).
3. (Monotonicité) Pour tout A C B C 1,

P(A) < P(B).
4. (Additwité finie) Soit Ay, ..., A, une collection finie d’événements 2 a 2 disjoints.
Alors,
n n
P(UJ 4:) = > P(4))
a=l =1

5. (Sous-c-additivité) Soit I un ensemble fini ou dénombrable et (A;)icr une collection

d’événements. Alors,
P([J 4i) <> P(4).
el el

6. Pour tout A,B C €,

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

7. Plus généralement, pour tout collection finie A1,As, ..., A, C Q,
P 4) =) P(A)— > PANA)+ > PANANA)—--
i=1 i=1 1<i<ji<n 1<i<j<k<n

+ (~1)""P(A; N AN N Ay).

En outre, les sommes partielles des premiers termes du membre de droite fournissent
alternativement un majorant et un minorant du membre de gauche (inégalités de
Bonferroni* ).

Démonstration. 1. La collection d’événements &,9,9, ... est 2-a-2 disjointe. Il suit donc de la
o-additivité que

P(@)=P(@ugugu---)=Pw)+P@)+P(2)+---,

ce qui n’est possible que si P(@) = 0.

4. 11 suffit d’appliquer la propriété de o-additivité a la collection (Bg)x>1 avec By = Ay pour
1<k <mn,et By =2 pour k > n, et de conclure en utilisant le fait que P(&) = 0.

2.1=P(Q) =P(AU A°) = P(A) + P(A°).

3. P(B)=P(AU(B\ A)) =P(4)+ P(B\ A) > P(4).

5. Il suffit de considérer le cas dénombrable (Ag)r>1 (sinon on compléte avec une infinité de
copies de ’ensemble vide). Introduisons B; = A; et, pour k > 2, By, = A\ Uf;ll B;. On a alors
Uz=1 Ak = Uz=1 Bx pour tout n, B;NB; = @ sit # j, et By C A pour tout k. Par conséquent,
(U, Ax) = PUZy Br) = X521 P(B) < 20, P(A).

6. Comme P(AUB) = P(A)+P(B\(ANB)), affirmation suit de P(B) = P(ANB)+P(B\(ANB)).
7. Sera fait en exercice. O

1. Carlo Emilio Bonferroni (1892, Bergame — 1960, Florence), mathématicien italien, spécialiste en théorie
des probabilités.
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Un cas particuliérement important est celui ol la méme probabilité est associée a chaque résultat
possible de ’expérience. Bien entendu, ceci n’est possible que si Q est fini (pourquoi ?).

Définition 1.3. On appelle mesure de probabilité uniforme sur un ensemble Q fini, la
mesure de probabilité associée a la fonction de masse f(w) = 1/|Q|, pour tout w € Q. On
dit dans ce cas qu’il y a équiprobabilité.

Manifestement, lorsqu’il y a équiprobabilité, la probabilité d’un événement A est simplement

donnée par
1 A
P(A) = — = .
W=2 = el

En d’autres termes, la probabilité de A est alors donnée par le quotient du « nombre de cas
favorables » par le « nombre de cas total ».

Ezxzemple 1.3. Nous allons a présent introduire un exemple non-trivial d’espace de probabilité
fini : le graphe aléatoire d'Erdds“—Rényi®. Soient m > 0 et n > 1 deux entiers. Le graphe
aléatoire G(n,m) est ’espace de probabilité sur ’ensemble des graphes G = (S,A) avec ensemble
de sommets S = {1,...,n} et ensemble d’arétes A C {{3,j} : 1 < ¢ < j < n} satisfaisant
|A| = m. La mesure de probabilité sur cet ensemble est la mesure uniforme.

A titre d’exemple, voici une réalisation du graphe aléatoire G(8,4) (les arétes présentes sont
indiquées en rouge) :

1.2 Quelques résultats combinatoires

Nous allons & présent rappeler certains résultats élémentaires de combinatoire qui sont ré-
guliérement utilisés par la suite. On utilisera la notation suivante : pour n > r > 1, le symbole
de Pochhammer* (n), est défini par

n)r=n(n-1)(n-2)---(n—7r+1).
On posera également (n)y = 1.

1.2.1 Echantillons ordonnés

Considérons un ensemble de n éléments {a,...,an}. Un échantillon ordonné de taille 7 est
une suite ordonnée de r éléments de 'ensemble. On distingue deux procédures :

2. Pal Erdés (1913, Budapest — 1996, Varsovie), également ortographié Paul Erdés, Paul Erdds ou Paul Erdos,
mathématicien hongrois.

3. Alfréd Rényi (1921, Budapest — 1970, Budapest), mathématicien hongrois.

4. Leo August Pochhammer (1841, Stendal — 1920, Kiel), mathématicien prusse.
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> le tirage avec remise, durant lequel chaque élément de l’ensemble peut étre choisi a
plusieurs reprises;

> le tirage sans remise, durant lequel chaque élément de ’ensemble ne peut étre choisi
qu’au plus une fois (dans ce cas, on doit évidemment avoir < n).

Ezemple 1.4. > On lance un dé 10 fois en notant la suite de résultats obtenus. On ob-
tient ainsi un échantillon de taille 10 correspondant a un tirage avec remise a partir de
I'ensemble {1,...,6}.

> En Suisse, le résultat d'un tirage au loto correspond a extraire un échantillon de taille 6
par tirage sans remise a partir de I’ensemble {1, ...,42}°.

¢

Lemme 1.1. On considére un ensemble A a n > 1 éléments, et r € N.

1. Le nombre d’échantillons de taille r distincts que l’on peut obtenir par tirage avec
remise d’éléments de A est égal an’.

2. Pour r < n, le nombre d’échantillons de taille r distincts que l’on peut obtenir par
tirage sans remise d’éléments de A est égal a (n),.

3. Le nombre de fagcons d’ordonner l’ensemble est égal a n!.

Démonstration. 1. Dans le cas du tirage avec remise, chacun des r éléments peut étre choisi
de n facons différentes. Par conséquent, le nombre total d’échantillons possibles est égal a n”.
2. Dans le cas sans remise, le premier élément est choisi parmi n, le second parmi n—1 (celui
choisi lors du premier tirage ne pouvant pas étre choisi & nouveau), le troisiéme parmi n — 2,
etc. On a donc un nombre total d’échantillons possibles égal & (n),.
3. Suit de 2. puisque cela revient a faire n tirages sans remise et que (n), = n!. ]

Jusqu’a présent, il n’a pas été fait mention de probabilité. Lorsque nous parlerons d’échantillon
aléatoire de taille r, ’adjectif « aléatoire » signifiera que ’on a muni ’ensemble de tous les
échantillons possibles d’'une mesure de probabilité. Sauf mention ezxplicite du contraire, on
considérera la mesure uniforme.

Considérons a présent un échantillon aléatoire avec remise de taille 7. On s’intéresse a 1'évé-
nement « aucun élément n’a été choisi plus d’une fois ». Le Lemme 1.1 montre que, parmi les n”
échantillons possibles, (n), satisfont cette contrainte. Par conséquent, la probabilité que notre
échantillon ne contienne pas de répétition est donnée par (n),/n". Ce résultat a des conséquences
qui peuvent sembler surprenantes.

Ezxemple 1.5. Supposons que, dans une certaine ville, il y ait 7 accidents par semaine. Alors,
durant la quasi-totalité des semaines, certains jours verront plusieurs accidents. En posant n =
r = 7, on voit en effet que la probabilité d’avoir exactement un accident chaque jour de la
semaine est seulement de 0,00612...; cela signifie qu'un tel événement n’aura lieu en moyenne
gu’environ une fois tous les trois ans! &

Ezxzemple 1.6. Supposons que 23 personnes se trouvent dans la méme salle. Quelle est la probabi-
lité qu’au moins deux d’entre elles aient leur anniversaire le méme jour ? On peut modéliser cette
situation, en premiére approximation, par un tirage aléatoire avec remise a partir de ’ensemble
{1,...,365}, avec la mesure uniforme; un modéle plus réaliste devrait prendre en compte les
années bissextiles, ainsi que les variations saisonniéres du taux de natalité (sous nos latitudes,
le nombre de naissances est plus élevé en été qu’en hiver®, par exemple), etc. Pour le modeéle

5. Notons toutefois que ’ordre ne joue par contre aucun réle pour déterminer si une grille est gagnante
6. Ceci dit, considérer une répartition inhomogéne des naissances ne peut qu’augmenter la probabilité d’avoir
plusieurs personnes avec la méme date d’anniversaire...
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F1cURE 1.1: La probabilité qu’au moins deux personnes aient leur anniversaire a la méme date, en fonction
de la taille du groupe.

précédent, il suit de la discussion ci-dessus que la probabilité qu’au moins deux des 23 personnes
aient leur anniversaire le méme jour est donnée par 1 — (365),3/365% = 0,507... : il y a plus
d’'une chance sur deux que ga ait lieu!

Cette probabilité est de 97% s’il y a 50 personnes, et de 99,99996% pour 100 personnes ; voir
la figure 1.1. &

1.2.2 Echantillons non ordonnés

Considérons a présent le probléme d’extraire un échantillon de taille » d’'une population de
taille n sans tenir compte de l'ordre. En d’autres termes, étant donnée une population de taille
n, nous cherchons a déterminer le nombre de sous-populations de taille r.

Lemme 1.2. Une population de taille n posséde (:) différentes sous-populations de taille
r<n.

Démonstration. Chaque sous-population de taille r peut étre ordonnée de r! fagons différentes.
Puisque le nombre total d’échantillons ordonnés de taille 7 obtenus sans remise est égal a (n),, on
en déduit que le nombre d’échantillons non-ordonnés de taille r doit étre égal a (n), /7! = (7). O

Ezxemple 1.7. Au poker, chaque joueur recoit 5 cartes parmi 52. Le nombre de mains possibles est
donc de (552) = 2 598 960. Calculons alors la probabilité d’avoir 5 cartes de valeurs différentes.
On peut choisir ces valeurs de (153) fagons différentes. Il faut ensuite associer a chacune une
couleur, ce qui donne un facteur additionnel 4°. Par conséquent, la probabilité en question est

donnée par 45 - (153)/(552) =0,5071.... &

Ezemple 1.8. Considérons la distribution aléatoire de r boules dans n urnes. Quelle est la
probabilité qu'une urne donnée contienne exactement k£ boules ? On peut choisir les £ boules de
(Z) facons. Les autres r — k boules doivent étre réparties parmi les n — 1 urnes restantes, ce qui
peut se faire de (n — 1)" % fagons. Il s’ensuit que la probabilité en question est donnée par

R E

11 s’agit d’un cas particulier de la distribution binomiale, que nous reverrons plus tard. &
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Ezxemple 1.9. Retournons au graphe aléatoire de I’Exemple 1.3. On a clairement
[{{1.g} 1 1<i<ji<n}|= <2> = N.

Par conséquent, le nombre total de graphes dans G(n,m) est donné par (7Nn ). La fonction de
masse associée a ce modele est donc donnée par

N

1
) , VG € G(n,m).
m

o~
(On fait ici un léger abus de notation en utilisant la méme écriture pour ’espace de probabilité
et pour 'univers.) O

Ezemple 1.10. On offre a 100 condamnés a mort la possibilité d’étre graciés s’ils parviennent a
gagner a un « jeu ». On les conduit donc tous dans une salle A et on leur décrit la procédure a
laquelle ils vont étre soumis :
> Chaque prisonnier, a tour de réle, sera conduit dans une salle B.
> La salle B contient 100 coffres, fermés, numérotés de 1 jusqu’a 100. Chacun des coffres
contient le nom d’un unique prisonnier, et le nom de chacun des prisonniers est contenu
dans un des coffres.
> Le prisonnier pourra alors ouvrir au plus 50 de ces 100 coffres, choisis comme il le désire.
> Si son nom se trouve dans un des coffres ouverts, on le conduira dans une salle C'. Les
coffres seront alors refermés et on passera au prisonnier suivant.
> Si au moins un des prisonniers ne trouve son nom dans aucun des coffres qu’il aura
ouverts, tous les prisonniers seront exécutés. S’ils trouvent tous leur nom, ils seront
libérés.
Les prisonniers peuvent se mettre d’accord sur une stratégie commune afin de maximiser leur
chance de survie.

La « stratégie » naive consistant, pour chacun des prisonniers, a ouvrir 50 des coffres au
hasard n’est guére prometteuse : chaque prisonnier a une chance sur deux de trouver son nom
dans les coffres qu’il ouvre (pourquoi ?), et les prisonniers seront donc exécutés avec probabilité
1—27100

Nous allons montrer qu’il existe une bien meilleure stratégie leur donnant plus de 30% de
chance de survie!

Cette stratégie (dont on peut montrer qu’elle est optimale) consiste pour les prisonniers a
procéder de la fagon suivante :

> Les prisonniers commencent par se numéroter de 1 & 100 au hasard (uniformément).
> Lorsque le prisonnier auquel a été associé le numéro ¢ est conduit dans la salle B, il
ouvre le coffre portant le numéro ¢ et lit le nom qui y est contenu. S’il s’agit de son nom,
il s'interrompt et est conduit a la salle C. S’il ne s’agit pas de son nom, alors il s’agit
du nom d’un autre prisonnier dont le numéro est 7. Il ouvre alors le coffre 7, lit le nom
inscrit, et continue de la méme fagon jusqu’a ce qu'’il ait soit ouvert 50 coffres, soit trouvé
son nom dans un des coffres.
Quelle est la probabilité pour que chaque prisonnier trouve son nom dans un des 50 coffres qu’il
ouvre ?

L’observation cruciale est qu’une fois les prisonniers numeérotés, les noms contenus dans les
coffres définissent une permutation de ’ensemble {1, ...,100} : la permutation associe au numéro
inscrit sur le coffre le numéro correspondant au prisonnier dont le nom est contenu dans le coffre.
Cette permutation est aléatoire, puisqu’elle dépend de ’ordre dans lequel sont numérotés les
prisonniers. De plus, les permutations sont équiprobables, puisqu’il en est de méme de 'ordre
de numérotation des prisonniers.
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Ainsi, le prisonnier numeéro % trouvera son nom dans 1'un des 50 coffres qu'’il ouvre si le cycle
de la permutation contenant 1’élément 7 est de longueur au plus 50. En effet, dans ce cas, il va
nécessairement trouver un coffre contenant le nom associé au numéro i (ce qui ferme le cycle).
Or, c’est son nom qui est associé au numéro z.

On voit donc que pour que tous les prisonniers survivent, il est nécessaire et suffisant que
tous les cycles de la permutation soient de longueur au plus 50. On est donc conduit au
probléme combinatoire suivant.

Soit So,, l'ensemble des permutations de {1,...,2n}. On munit cet ensemble de la mesure
de probabilité uniforme, c’est-a-dire f(7) = 1/(2n)!, pour toute permutation 7 € Ss,,.

On veut déterminer la probabilité de I’événement

A = {m € Sa, : tous les cycles de 7 sont de longueur au plus n}.

Il nous faut donc déterminer la cardinalité de A. Il est en fait plus simple de déterminer celle de
I’événement complémentaire « il existe exactement un cycle de longueur strictement supérieure
an » (pourquoi peut-on écrire « exactement » 7). Dans ce cas, on peut commencer par fixer la
longueur £ > n du plus grand cycle. Le nombre de fagons de choisir les £ éléments composant ce
dernier est (22‘). Il convient ensuite de les ordonner afin de former un cycle : ceci peut se faire
de (£ — 1)! fagons différentes (observez que les ordres 1,5,3,7 et 3,7,1,5, par exemple, décrivent
le méme cycle!). Finalement, il reste a considérer toutes les permutations possibles des 2n — £
éléments n’appartenant pas au plus grand cycle, ce qui contribue un facteur (2n—£)!. On obtient
donc finalement que le nombre de permutations appartenant a A est égale a

2n om 2n 1
(2n)— > <Z)(E—l)!(2n—£)!:(2n)!—(2n)! > 7

{=n+1 L=n+1

et la probabilité recherchée est donc

En particulier, pour tout n,

2n

1
P(A)Zl—/ Edm:1—10g2>30%.

n

1.2.3 Partitionnement

Finalement, considérons le nombre de fagons de partitionner une population en k sous-
populations de tailles données.

Lemme 1.3. Soit r1,...,r, des entiers positifs (éventuellement nuls) tels que r1+---+1 =
n. Le nombre de fagons de répartir n objets dans k familles, de sorte a ce que la i¢™ famaille
contienne r; éléments, est égal a

n!

7‘1!7‘2! e -T‘k!.

Démonstration. Pour remplir la premiére famille, il faut choisir ; objets parmi n, ce qui peut
se faire de (:;) fagons. Pour remplir la seconde famille, il faut choisir r» objets parmi les n — r;
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n—ri

objets restants, soit (",

répartitions est de
n\[n—ri\(n—ri—7s n—7r — " — Th_1 n!
71 7o T3 Tk ol gl

Ezemple 1.11. A une table de bridge, les 52 cartes sont distribuées a 4 joueurs. Quelle est
la probabilité que chacun recoive un as? Le nombre total de différentes répartitions est de
52!/(13!)%. Les 4 as peuvent é&tre ordonnés de 4! facons différentes, et chaque ordre correspond
a une facon de les répartir parmi les 4 joueurs. Les 48 cartes restantes peuvent ensuite étre
réparties de 48!/(12")* fagons. Par conséquent, la probabilité en question est de

48!, 52
| I A —
4l (12!)4/(13!)4 =0,105...

) possibilités. En continuant ainsi, on obtient que le nombre de telles

O]

1.2.4 Formule du bindme généralisée

Soit a € R et k € N. Le coefficient binomial () est défini par

(a) :a(a—1)~--(a—k—i—1)

k k!

On a alors la généralisation suivante de la formule du binéme de Newton” (pourquoi retrouve-
t-on bien la formule usuelle lorsque a € N 7).

Lemme 1.4. Soient z,y,a € R. Alors,

st l'une des conditions sutvantes est vérifiée :
1. |ly/z| <leta€eR;
2. ly/z|=1eta>0;
3. y/lz=1eta>—-1.

Démonstration. En écrivant (z + y)* = z%(1 + €)%, on voit qu'il suffit de considérer le cas
z = 1. Il suffit alors de développer (1 + y)® en série de Taylor autour de y = 0, et de vérifier
que chacune des conditions données ci-dessus assure la convergence de la série. O

1.2.5 Formule de Stirling

I1 se révéle souvent trés utile, dans de nombreux problémes de nature combinatoire, d’avoir
de bonnes approximations pour n! lorsque n est grand. Le résultat suivant est essentiellement
dii & Stirling .

Lemme 1.5. Pour toutn > 1, on a
el/(R2ntl) pre—n. forn < nl < e¥/(127) pre=ny /21,

Démonstration. Une version de ce résultat sera démontrée en exercice. O

7. Sir Isaac Newton (1643, Woolsthorpe-by-Colsterworth — 1727, Londres), philosophe, mathématicien, phy-
sicien, alchimiste, astronome et théologien anglais.
8. James Stirling (1692, Garden — 1770, Leadhills), mathématicien britannique.
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1.3 Probabilité conditionnelle, formule de Bayes

De nombreuses affirmations prennent la forme « si B a lieu, alors la probabilité de A est
p » ou B et A sont des événements (tels « il neige demain », et « le bus sera a I’heure »,
respectivement).

Afin de motiver la définition de la probabilité conditionnelle d’un événement A étant connue
la réalisation d’un événement B, revenons a l'interprétation fréquentiste des probabilités. On
considére deux événements A et B. On désire déterminer la fréquence de réalisation de 1’évé-
nement A lorsque 1’événement B a lieu. Une facon de procéder est la suivante : on répéte
I’expérience un grand nombre de fois N. On note le nombre Np de tentatives lors desquelles B
est réalisé, et le nombre N4np de ces derniéres tentatives lors desquelles A est également réalisé.
La fréquence de réalisation de A parmi les tentatives ayant donné lieu & B est alors donnée par

Nanp _ Nang N
Np N Ngp

D’apreés l'interprétation fréquentiste, lorsque N devient grand, le membre de gauche devrait
converger vers la probabilité de A conditionnellement a la réalisation de 1’événement B, alors
que le membre de droite devrait converger vers P(ANB)/P(B). Ceci motive la définition suivante.

Définition 1.4. Soit B C Q un événement tel que P(B) > 0. Pour tout A C R, la probabilité
conditionnelle de A sachant B est la quantité

P(AN B)

P(A|B) = —55s

Lemme 1.6. Soit B C Q un événement tel que P(B) > 0. Alors l’application P(-|B) :
P(Q2) = R est une mesure de probabilité sur Q et sur B.

Démonstration. On vérifie aisément que la fonction

fia(w) = {P({w})/P(B> siwe B,

0 sinon,

est une fonction de masse sur 2 et sur B, et que P(A|B) = 3,4 fis(w), pour tout A C Q. [

Ezemple 1.12. On jette deux dés non pipés. Sachant que le premier jet nous donne 3, quelle est
la probabilité que la somme soit supérieure & 67 Ici, B = {(3,k) : k=1,...,6}, A= {(a,b) €
{1,...,6}2 : a+b>6}, et ANB={(3,4),(3,5),(3,6)}. On a alors

P(ANnB) |AnBl 3 1

FAIB)="5my = B “e 2

&

Ezemple 1.13. Considérons les deux problémes suivants :

> Vous étes invité chez une personne dont vous savez qu’elle a exactement deux enfants.
Lorsque vous sonnez a sa porte, un garcon vient vous ouvrir. Quelle est la probabilité
que l'autre enfant soit également un gargon ?

> Vous étes invité chez une personne dont vous savez qu’elle a exactement deux enfants.
Lorsque vous sonnez a sa porte, un gargon vient vous ouvrir. Vous entendez un bébé
pleurer dans la maison. Quelle est la probabilité que l'autre enfant soit également un
gargon ?
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Nous allons voir que les réponses a ces deux problémes ne sont pas les mémes : dans le premier
cas, la probabilité est de 1/3, alors que dans le second elle est de 1/2. Afin de vérifier cela,
formalisons plus précisément ces deux situations.

Dans les deux cas, on considére pour €2 I’ensemble de toutes les possibilités pour les sexes des
deux enfants. On a donc Q2 = {(G, G), (F,F), (F,G), (G, F)}, ou le premier membre de chaque
paire représente le sexe de 1’'ainé et le second celui du cadet. L'intérét de distinguer ’ainé et
le cadet est que la mesure de probabilité décrivant notre probléme devient uniforme : chacune
de ces 4 possibilités a probabilité 1/4. On désire déterminer la probabilité que les deux enfants
soient des gargons (conditionnellement aux informations disponibles dans chacune des deux
situations décrites), ce qui correspond a 1'événement A = {(G, G)}.

Considérons a présent la premiére situation. L’information que vous obtenez lorsqu’un garcon
ouvre la porte est qu’au moins un des deux enfants est un gargon, ce qui correspond a I’événement
B ={(G,G),(F,G), (G, F)}. On obtient donc

pE) - FUGED 1

P{(G,G),(F,G),(G,F)}) 3
Passons a présent a la seconde situation décrite. L’information disponible est différente : on
sait qu'un des enfants est un garcon, mais également qu’il s'agit de 1’ainé, ce qui correspond a
I’événement C = {(G, G), (G, F)}. On a donc

Définition 1.5. Une famulle (B;)icr, I fint ou dénombrable, est une partition de Q st
B;NB; =, dés que 1 # J, et UBi:Q-
1€l
En dépit de sa simplicité, le théoréme suivant est crucialement important en théorie des proba-
bilités.
Théoréme 1.2. Soit (B;)icr une partition de Q telle que P(B;) > 0, pour tout s € I, et soit
ACKQ.

1. (Lo de la probabilité totale)

P(A) = Y P(A| B)P(B;).
il

2. (Formule de Bayes) St P(A) > 0,

_ P(A| By)P(B;)
P(B;| A) = >,er P(A| Bj)B(B;)’

Démonstration. Par o-additivité,
> P(A|B)P(B;) =Y P(AN By) =P( J(AN B)) =P(An (| B:)) = P(A).
iel iel iel iel
La seconde relation suit de 1’observation que
]P’(Bi N A) o P(Bi N A) ]P’(Bi) o P(A | Bi)IP)(Bi)
P(4)  P(B:) P(4) P(4)

et I’application de la loi de la probabilité totale au dénominateur. O

P(B;| A) =
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Remarque 1.2. Dans la terminologie statistique, on appelle P(B;) la probabilité a priori
de B; et P(B;| A) la probabilité a posteriori de B; (sachant A). La formule de Bayes donne
donc un moyen de transformer les probabilités a prior: en probabilités a posterior:.

Ezemple 1.14. On se donne deux urnes. La premiére contient deux balles rouges et trois balles
bleues; la seconde trois rouges et quatre bleues. Une balle est tirée au hasard de la premiére
urne et placée dans la seconde. On tire ensuite au hasard une balle de la seconde urne : quelle
est la probabilité qu’elle soit bleue ?

Soit A I’événement « la balle tirée de la seconde urne est bleue », et B 1’événement « la balle
déplacée de la premiére urne a la seconde est bleue ». Puisque B et B forment une partition
de €2, une application de la loi de la probabilité totale donne

P(A) = P(A| B)P(B) + P(A| BS)P(B).

A présent,

P(A| B) = P(A|la 2°™° urne contient trois balles rouges et cing bleues) = 2,
1

P(A| B°) = P(A|la 2°™° urne contient quatre balles rouges et quatre bleues) = 1.

Puisque P(B) = et P(B°) = 2, on obtient P(4) = 2.
On représente souvent des situations trés simples de ce type de la facon suivante :

s B5//8,ADB
< 3 ANB
1/2 _AnBe®

2/5 B
I ANE

Ezemple 1.15. Le test de dépistage d'un certain virus n’est pas infaillible :
> 1 fois sur 100, il est positif, alors que 'individu n’est pas contaminé;
> 2 fois sur 100, il est négatif, alors que l'individu est contaminé.

11 est donc important de répondre aux questions suivantes :

1. Etant donné que son test est positif, quelle est la probabilité qu'un individu ne soit pas
porteur du virus?

2. Etant donné que son test est négatif, quelle est la probabilité qu’un individu soit porteur
du virus ?

La formule de Bayes est parfaitement adaptée a ce type de calculs. Afin de pouvoir 1’appliquer,
il nous faut une information supplémentaire : dans la population totale, la fraction de porteurs
est approximativement de 1,/1000.

Formalisons tout cela. On introduit les événements suivants :

T = {le test est positif},

V = {l'individu est contaminé}.
On a donc les informations suivantes :

PT|IV) =15 PTIV)=155 P(V)= 1550

et on veut calculer
1. P(Ve|T), 2. P(V|T°).
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La formule de Bayes nous dit que

P(T|V)P(V*)
(T|VP(Ve) + P(T|V)P(V)

B(V|T) = 5

Nous connaissons toutes les valeurs correspondant aux quantités du membre de droite (observez
que P(T'|V)=1—-P(T°|V) = 98/100). On obtient donc

L. 9909
P(VE|T) = +5o0—¢—— = 0,91...

ALo,9% ., 98 1
100 1000 100 1000

Méme si son test est positif, un individu a plus de 90% de chances de ne pas étre porteur du
virus!
Un calcul similaire montre par contre que

P(V | T¢) = 0,00002...

ce qui montre que c’est bien 1a que se trouve 1’utilité de ce test, puisque la probabilité de déclarer
non porteur un individu contaminé est de 'ordre de 2/100 000.

Observez que le calcul ci-dessus ne s’applique qu’a un individu « normal ». Dans le cas
d’un individu appartenant a une population a risques, la probabilité a priori d’étre porteur,
P(V), peut devenir proche de 1 et non pas trés petite comme précédemment. Cela change
complétement les conclusions : dans ce cas, la probabilité d’étre non porteur alors que le test
est positif est minuscule, tandis que la probabilité d’étre porteur alors que le test est négatif est
trés importante. &

L’usage des probabilités conditionnelles peut se révéler trés délicat, et l'intuition peut parfois
jouer des tours, comme le montrent les exemples suivants.

Ezemple 1.16. Un bienfaiteur vous propose le jeu suivant. Il va vous présenter 3 enveloppes
fermées ; 2 d’entre elles contiennent du papier journal, la derniére un chéque de 1 000 000 CHF.
Vous devrez choisir une enveloppe, sans ’ouvrir. Il ouvrira ensuite une des deux enveloppes
restantes et vous montrera qu’elle contient du papier journal. Vous aurez alors le choix entre
conserver l'enveloppe choisie initialement, ou bien changer pour celle qui reste. Quelle est la
meilleure stratégie ? (Réponse : vous avez deux fois plus de chances de gagner si vous changez;
pourquoi ?) O
Ezemple 1.17. (Paradoxe du prisonnier) Trois hommes se sont faits arréter dans une sombre
dictature. Ils apprennent de leur garde que le dictateur a décidé arbitrairement que 'un d’entre
eux va étre libéré, et les 2 autres exécutés; le garde n’est pas autorisé a annoncer a un prisonnier
quel sera son sort. Le prisonnier A sait donc que la probabilité qu’il soit épargné est de 1/3.
Afin d’obtenir davantage d’informations, il décide d’'interroger le garde. Il lui demande de lui
donner en secret le nom d'un de ses camarades qui sera exécuté. Le garde nomme le prisonnier
B. Le prisonnier A sait a présent qu’entre lui-méme et C, I'un va étre libéré, et ’autre exécuté.
Quelle est la probabilité que A soit exécuté? &

Remarque 1.3. Dans les 2 exemples précédents, le probléme est partiellement mal posé,
car la stratégie employée par votre bienfaiteur, ou par le garde, lorsqu’ils ont a prendre
une déciston n’est pas indiquée. Dans une telle situation, supposez qu’il prend sa décision
de facon uniforme (aprés tout, vous n’avez aucune information sur le sujet, et tout autre
choiz serait difficile a justifier).

Si les exemples précédents sont trés artificiels et se réglent facilement en appliquant avec
soin les régles de la théorie des probabilités, l’exemple suivant montre que des difficultés réelles,
subtiles et difficiles a traiter apparaissent également dans des applications pratiques.
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Traitement A

Traitement B

Succeés
Echec

219
1801

1010
1190

Ezemple 1.18. (Paradoxe de Simpson °) Un scientifique a effectué des expériences cliniques afin
de déterminer les efficacités relatives de deux traitements. Il a obtenu les résultats suivants :

Le traitement A ayant été administré a 2020 personnes, et 219 d’entre elles ayant été guéries,
son taux de succés est donc de 219/2020, ce qui est trés inférieur au taux correspondant pour
le traitement B qui est de 1010/2200. Par conséquent, le traitement B est plus efficace que le
traitement A.

Aprés qu'il ait annoncé sa conclusion, il regoit la visite de I'un de ses assistants, qui est en
désaccord avec l'interprétation des résultats. Il lui présente le tableau suivant, dans lequel les
résultats précédents sont donnés en tenant compte du sexe des patients :

Femmes Hommes
Traitement A | Traitement B | Traitement A | Traitement B
Succeés 200 10 19 1000
Echec 1800 190 1 1000

Chez les femmes, les taux de succés des traitements sont de 1/10 et 1/20 respectivement, et
chez les hommes de 19/20 et 1/2. Le traitement A est donc plus efficace dans les 2 cas. Par
conséquent, le traitement A est plus efficace que le traitement B.

Bien entendu, c’est ’assistant qui a raison : quel que soit le sexe du patient, ses chances de
guérir sont supérieures avec le traitement A.

Ce paradoxe apparait réguliérement dans des études statistiques. Observez aussi la difficulté
suivante : si 'on n’avait pas relevé le sexe des patients, on aurait été obligé de baser notre
analyse sur le premier raisonnement, et on serait arrivé a une conclusion erronée. En particulier,
comment étre certain qu'’il n’existe pas d’autres paramétres que le sexe (1’4ge, le poids, ... ) dont
on n’aurait pas tenu compte et qui modifierait une fois de plus la conclusion ?

Un cas réel célébre s’est produit lorsque l'université de Berkeley a été poursuivie pour dis-
crimination sexuelle en 1973 : les chiffres des admissions montraient que les hommes ayant posé
leur candidature avaient plus de chance d’étre admis que les femmes, et la différence était si
importante qu’elle ne pouvait raisonnablement étre attribuée au hasard (44% contre 35%). Ce-
pendant, aprés avoir analysé séparément les différents départements, on a découvert qu’aucun
département n’était significativement biaisé en faveur des hommes; en fait, la plupart des dé-
partements avaient un petit (et pas trés significatif) biais en faveur des femmes! L’explication
se trouve étre que les femmes avaient tendance a porter leur choix sur des départements dont
les taux d’admission sont faibles, tandis que les hommes avaient tendance a postuler dans des
départements avec forts taux d’admission. &

1.4 Indépendance

En général, 'information qu’un événement B est réalisé modifie la probabilité qu'un autre
événement A soit réalisé : la probabilité & priori de A, P(A), est remplacée par la probabilité a
posteriori, P(A | B), en général différente. Lorsque I'information que B est réalisé ne modifie pas
la probabilité d’occurrence de A, c’est-a-dire lorsque P(A | B) = P(A), on dit que les événements
A et B sont indépendants. Il y a au moins deux bonnes raisons pour ne pas utiliser cette propriété
comme définition de l'indépendance : d’une part, elle n’a de sens que lorsque P(B) > 0, et

9. Edward Hugh Simpson. Ce paradoxe, discuté par ce dernier en 1951, ’avait déja été en 1899 par Karl
Pearson et ses coauteurs, puis en 1903 par George Udny Yule.
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d’autre part, les deux événements ne jouent pas un réle symétrique. La notion de probabilité
conditionnelle conduit donc a la définition suivante.

Définition 1.6. Deuz événements A et B sont indépendants sous P st
P(AN B) =P(A)P(B).
Plus généralement, une famaille d’événements (A;);c; est indépendante sous P si

P((1) A:) = [ [ P(4s),
icJ ieJ

pour tous les sous-ensembles finis J de I.

Ezemple 1.19. Il ne suffit pas, en général, de vérifier que P(";c; Ai) = [L;c; P(A;) : il est essentiel
de vérifier que la factorisation a lieu pour toute collection finie d’événements. Par exemple, si
'on jette 2 dés équilibrés de couleur différentes, Q@ = {(z,7) : 1 <<,j < 6}, et que I'on considére
les événements

A = {le ler dé montre un 1, un 2 ou un 3}, B = {le ler dé montre un 3, un 4 ou un 5},

C = {La somme des deux dés est égale a 9},

alors on observe que P(4) = P(B) = 3, P(C) = §, (AN BNC) = 2, et donc

N

P(AN BNC)=P(4)P(B)P(C).
Par contre, AN B) =}, P(ANC) = % et (BN C) = {5, et donc
P(AN B) # P(A)P(B), P(ANC)#P(A)P(C), P(BNC)+#P(B)P(C).
¢

Proposition 1.1. Soient A,B deuz événements indépendants. Alors A et B¢ sont indépen-
dants, et A et B sont indépendants.
Plus généralement, si Ay, ...,A, sont indépendants, alors

Bi,...,Bn,
ol B; € {A;,AS}, sont aussi indépendants.

Démonstration. Laissée en exercice. O

Remarque 1.4. St une famille d’événements (A;);er satisfait P(A; N A;) = P(A;)P(4;),
pour toute paire ¢ # j, on dit que la famille est 2 a 2 indépendante. L’indépendance 2 g 2
n’'implique pas 'indépendance, comme le montre l’ezemple suivant.

Ezemple 1.20. On place dans une boite 4 billets sur lesquels sont respectivement inscrits les 4
nombres suivants : 112, 121, 211 et 222. On tire au hasard un des 4 billets (uniformément) et
on considére les événements suivants :

A; = {Le premier chiffre est un « 1 »},
Ay = {Le deuxiéme chiffre est un « 1 »},

Az = {Le troisiéme chiffre est un « 1 »}.
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Comme
P(A1) = P(Az) = P(43) = 3,
P(A; NAy) =P(A; N A3) =P(Ax N As) = %,
les événements A;, As et Az sont 2 4 2 indépendants. D'un autre c6té,
P(AiNANA3)=0 et P(A1)P(A)P(A43) = %,
ce qui montre que ces trois événements ne sont pas indépendants. &

Ezemple 1.21. Retournons au graphe aléatoire G(n,m); on suppose n > 3 et m > 2. La
probabilité que deux sommets distincts donnés ¢ et j soient reliés par une aréte (ce que l'on
notera % ~ j) est donnée par (rappelez-vous que N = (7))

B(; L B m
S I

En effet, le numérateur correspond au nombre total de fagons de choisir les m — 1 arétes restantes
parmi les N — 1 arétes encore disponibles.

D’autre part, soient ¢,7,k,£ quatre sommets tels que {¢,7} # {k,{}. La probabilité qu’on ait
alafois 2 ~ j et k ~ £ est donnée par

(m_3) _m(m—1)

PGz~ 73,k ~{¢) = = .
()~ M-
On voit donc que les événements 2 ~ 7 et k ~ £ ne sont pas indépendants. &

Il convient d’étre attentif lorsque l'on utilise la notion d’indépendance. En particulier, l'idée
intuitive d’indépendance peut étre parfois mise en défaut, comme le montrent les deux exemples
suivants.

Ezxzemple 1.22. Un événement peut étre indépendant de lui-méme. En effet, ceci a lieu si et
seulement s’il a probabilité 0 ou 1, puisque, dans ce cas, on a bien

P(A) = P(AN A) = P(A)P(A) < P(A4) € {0,1}.
¢

Ezemple 1.23. Considérons des familles avec 3 enfants et intéressons-nous au sexe des enfants;
on suppose que chacune des 8 possibilités a la méme probabilité 1/8. Soit A 1'événement « la
famille a des enfants des 2 sexes », et B ’événement « la famille a au plus une fille ». On a

P(A) =3, P(B) =1, P(ANB) =%,

et donc A et B sont indépendants.
Faisons la méme chose avec des familles de 4 enfants. Dans ce cas,

P(4) =1, P(B) = &, P(ANB) =1,

et donc A et B ne sont pas indépendants. &

Définition 1.7. Soit C un événement avec P(C) > 0. Deux événements A et B sont
indépendants conditionnellement a C' sous P st

P(ANB|C) =P(4|C)P(B|C).

Plus généralement, une famille d’événements (A;)ic; est indépendante conditionnellement
a C sous P st

P([) 4:|C) = [[P(A:| C),

1eJ 1eJ
pour tous les sous-ensembles finis J de I.
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1.5 Expériences répétées

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la description mathématique d’une expé-
rience aléatoire répétée dans les mémes conditions, de fagcon indépendante.

Afin de rester concret, nous illustrerons la construction avec le cas particulier du lancer
répété d’'une piéce de monnaie, un exemple déja discuté a plusieurs reprises précédemment.

Notons €21 'univers correspondant a une expérience, et f; et P; la fonction de masse et la
mesure de probabilité associées.

Ezemple 1.24. Dans le cas d’un jet d’une piéce de monnaie, Q; = {P,F}, et f1(P) =p, fi(F) =
1—p=gq, oupé€ [0,1] est la probabilité que la piéce tombe sur pile. En particulier, p = % dans
le cas d'une piéce équilibrée. &

Nous allons a présent construire 1’espace de probabilité correspondant a 2 répétitions de
'expérience. Evidemment, 1'univers associé est donné par le produit cartésien de 2 copies de
Q1 : Q2 = Q1 xQ1 = {(w1,w2) : w; € Q1}. Nous devons & présent définir la mesure de probabilité
Py sur €25. L’indépendance des expériences successives implique que les deux événements « le
résultat de la premiére expérience est w; » et « le résultat de la deuxiéme expérience est ws »
doivent étre indépendants. De plus, la probabilité d’observer w; lors de la premiére expérience
est donnée par f;(w;), et similairement pour la deuxiéme. Ceci implique que

folwi,wa) = fi(wi)fi(ws),  V(wiws2) € Qo

Soient A,B C £2;. L’événement « A a lieu lors de la premiére expérience et B a lieu lors de la
seconde » correspond a A x B. On a alors, comme on le souhaitait,

Py(A x B) = § fo(wi,wz2) = E fi(w1) fi(w2) = P1(A) P1(B).
wi€EA wi1€EA
w2EB waEB

Ezxzemple 1.25. Pour deux jets d’une piéce de monnaie, on obtient
Qo = {PP,PF,FP,FF},

et fo est déterminée par fo(PP) = p?, f2(PF) = f2(FP) = pq et fo(FF) = ¢%. o

On peut aisément itérer la construction ci-dessus de fagon a décrire la répétition d’'un nombre
fini quelconque N d’expériences identiques et indépendantes. On obtient alors l'univers Qy =
Qq X --- x Qp (n fois), et la fonction de masse f,(w1,...,wn) = fi(w1) - fi(wn).

Comme on le verra, il sera souvent pratique de considérer la répétition d’'un nombre nfin:
d’expériences identiques et indépendantes. L’univers correspondant n’est alors plus dénombrable
et une construction plus sophistiquée est nécessaire. Nous y reviendrons plus tard.






Chapitre 2

Variables aléatoires discretes

2.1 Variables aléatoires discrétes et leurs lois

Il est souvent plus pratique d’associer une valeur numérique au résultat d’une expérience
aléatoire, plutét que de travailler directement avec une réalisation. Par exemple, lorsque 71 et
m sont grands, une réalisation du graphe aléatoire G(n,m) de I’'Exemple 1.3 est un objet trop
complexe pour étre directement intéressant ; a titre d’illustration, voici une réalisation du graphe
aléatoire G(100,200) :

Dans un tel cas, il est en général plus utile de se concentrer sur certaines propriétés numériques de
cette réalisation, comme, par exemple, le nombre d’arétes incidentes en un sommet, le nombre de
composantes connexes, ou la taille de la plus grande composante connexe. Mathématiquement,
de telles valeurs numériques sont des fonctions X : 2 — R associant a un résultat de 'expérience
une valeur dans R. Une telle fonction est appelée variable aléatoire.

Définition 2.1. Soit (Q,P) un espace de probabilité discret. Une variable aléatoire discréte
est une application X : Q — R.

Remarque 2.1. Il est parfois naturel d’autoriser des variables aléatoires a prendre des
valeurs wnfinies. Bien sdr, cect n’a dinfluence que si la probabilité d’obtenir une valeur
infinte est strictement positive. Une variable aléatoire X telle que P(X = oo0) > 0 est

31
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dite défective. Dans la suite, les variables aléatoires seront supposées non-défectives, sauf
mention explicite du contraire.

Ezemple 2.1. On considére le graphe aléatoire G(n,m). Pour chaque k£ € N, la fonction Nj
donnant le nombre de sommets ayant k arétes incidentes est une variable aléatoire. Dans la
réalisation de G(8,4) représentée dans ’Exemple 1.3, ona Ng =1, Ny =6, No =1, et Ny =0
pour les autres valeurs de k. &
Soit (£2,P) un espace de probabilité discret et X : © — R une variable aléatoire. Les probabilités
qui vont nous intéresser prennent la forme

P{w € Q : X(w) € A}) = P(X1(4)) = P(X € A),

pour certains sous-ensembles A C R. La mesure de probabilité P sur 2 et la variable aléatoire
X induisent une mesure de probabilité Px sur R en posant, pour A C R,

Px(A) = P(X € A).

Evidemment, R n’est pas un ensemble dénombrable. Toutefois, la mesure de probabilité Px
n’associe une probabilité non-nulle qu’aux éléments du sous-ensemble dénombrable ou fini X ().
On peut donc, en faisant un léger abus de langage, considérer le couple (R,Px) comme un espace
de probabilité discret.

Définition 2.2. La mesure de probabilité Px sur R définie par
Px(A) =P(X € A), VACR

est appelée la loi de X. La fonction de masse de X est la fonction fx : R — [0,1] donnée
par fx(z) =P(X = z).

La fonction de masse satisfait donc fx(z) = 0 pour tout z ¢ X (), et on a, pour tout A C R,

Px(A)= > fx(z)
)

z€ANX(Q

Ezxemple 2.2. Considérons le lancer de deux dés non pipés, et notons X la variable aléatoire
correspondant a la somme des valeurs obtenues. Alors, la probabilité que la somme appartienne
4 l'intervalle [/5,m + 1] est donnée par

IP)X([\/E,W + 1]) - P(X € {3;4}) = P({(112)1(211)1(1’3)’(3’1)’(2’2)}) - %

¢

La mesure de probabilité Px contient toute ’information nécessaire pour étudier les pro-
priétés statistiques de la variable aléatoire X ; en particulier, si ’on n’est intéressé que par cette
variable aléatoire, l'espace de probabilité de départ (2,P) peut é&tre complétement ignoré, et
souvent n’est méme pas spécifié, '’espace de probabilité pertinent étant (R,Px) (ou, de fagon
équivalente, (X(2),Px)). Bien entendu, lorsque Q2 n’est plus explicitement mentionné, la va-
riable aléatoire est dite discrete s’il existe un sous-ensemble X C R, au plus dénombrable, tel
que Px(K) = 1.

2.1.1 Exemples importants de variables aléatoires discrétes

On présente ici quelques-unes des lois discrétes les plus importantes. Elles sont introduites
a partir de leur fonction de masse, et on laisse comme exercice la vérification que celles-ci sont
proprement normalisées (c’est-a-dire de somme 1).
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FIQURE 2.1: Loi binomiale pour n = 20,p = 0,5 (gauche) et n = 20,p = 0,1 (droite).

Variable aléatoire constante

Une variable aléatoire X est constante s’il existe ¢ € R tel que P(X =c¢) = 1.

Loi de Bernoulli

La loi d’'une variable aléatoire X : Q@ — {0,1}, avec fx(1) =p, fx(0) =1—p, p € [0,1], est
appelée loi de Bernoulli de paramétre p. On écrit X ~ bernoulli(p).

On parle souvent d’épreuve de Bernoulli, et les événements {X = 1} et {X = 0} sont
respectivement appelés succes et échec.

Ezxzemple 2.3. 1. Un lancer a pile ou face est une épreuve de Bernoulli (avec, par exemple,
X(P)=1et X(F)=0).

2. Pour tout A C , la fonction indicatrice de A, 14 : Q — {0,1}, définie par

1 siweA,

Law) = {O siw & A,

est une variable aléatoire discréte suivant une loi de Bernoulli de paramétre P(A).

Loi binomiale

Répétons n fois de maniére indépendante une épreuve de Bernoulli de paramétre p, et notons
X la variable aléatoire représentant le nombre de succés obtenus a l’issue des n épreuves. La
loi de X est appelée loi binomiale de paramétres n et p; X ~ binom(n,p). Puisqu'il y a ()
fagons d’obtenir k succés sur n épreuves, on voit que la fonction de masse associée a cette loi
est donnée par
n

fx(k) = <k>p’°(1 -p)" %  kc{o,...n}

Loi de Poisson

Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson® de paramétre A > 0, X ~ poisson(}), si
elle prend ses valeurs dans N et posséde la fonction de masse

fx(k)="~e?, k€ N.

1. Siméon Denis Poisson (1781, Pithiviers — 1840, Sceaux), mathématicien, géométre et physicien frangais.
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FicURE 2.2: Loi de Poisson pour A = 1 (gauche) et A = 5 (droite).
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FI1QURE 2.3: Loi géométrique pour p = 0,2 (gauche) et p = 0,5 (droite).

Considérons une variable aléatoire X suivant une loi binomiale de parameétres n et p, avec n
trés grand et p trés petit (modélisant par exemple la transmission d’un gros fichier via internet :
n est la taille en bits du fichier, et p la probabilité qu'un bit donné soit modifié pendant la
transmission). Alors X suit approximativement une loi de Poisson de paramétre A = np (c’est
ce qu’on appelle parfois la loi des petits nombres). Plus précisément,

fx(k) = (Z)p’“(l —p

1nn—1n 2 n—k+1

_ . ki1 _ \n—k

A présent, en prenant, & k fixé, les limites n — oo et p — 0 de telle sorte que np — A, on voit
que chacun des rapports (n — i)/n converge vers 1, que (np)* converge vers A*, que (1 — p)”
converge vers e, et que (1- p)*’c tend vers 1. Par conséquent,

1 X
A fx(k) = e,
p—0
np—AX

pour chaque k& € N.

Loi géométrique

Répétons de fagon indépendante une épreuve de Bernoulli de parameétre p jusqu’'a ce que
le premier succés ait lieu. La variable aléatoire X correspondant au temps du premier succés
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suit la loi géométrique de paramétre p; X ~ geom(p). La fonction de masse associée est donc
donnée par

fx(k)=p(1-p)¥ 1,  keN-

Une propriété remarquable de la loi géométrique est sa perte de mémoire.

Lemme 2.1. Soit X une variable aléatoire suivant une lot géométrique. Alors, pour tout
k>1,
P(X=n+k|X >n)=P(X =k) Vn € N*.

Démonstration. On a

B  PX=n+k) p(1 —p)rtk-t
P =nt k[ X>n) = "5sm) ~ Sonpl g

et le dénominateur est égal & (1 —p)" 3,50 p(1 —p)™ ' = (1 —p)™. O

Cette propriété dit par exemple que méme si le numéro 53 (sur 90 numéros possibles) n’est pas
sorti pendant 178 tirages consécutifs a la loterie, cela ne rend pas sa prochaine apparition plus
probable ?.

Loi hypergéométrique

Une urne contient N boules, dont b sont bleues et r = N — b sont rouges. Un échantillon
de n < N boules est tiré de 1'urne, sans remise. On vérifie facilement que le nombre B de
boules bleues dans 1’échantillon suit la loi hypergéométrique de paramétres N, b et n, B ~
hypergeom(N, b,n), dont la fonction de masse est®

fB(k):<Z><JX__:>/<'Z>, ke{(n—r)Vvo0,...,bAn}

Lemme 2.2. Pour tout 0 < k < n,

N,b—oco
b/N—p

lim fp(k)= (Z)p’“(l - p)"*

Démonstration. Exercice. O

Ce lemme montre qu'’il est possible de remplacer la loi hypergéométrique de parameétres N,b
et n par une loi binomiale de paramétres n et p = b/N dés que la taille n de ’échantillon est
suffisamment petite par rapport a la taille N de la population. Ceci est intuitif, puisque si ’on
effectue un tirage avec remise d’un petit échantillon a partir d’une grande population, il y a
trés peu de chances de tirer le méme individu deux fois... Dans la pratique, on remplace la loi
hypergéométrique dés que 10n < N. Un exemple classique concerne le sondage. On considére
fréquemment le sondage de n personnes comme 7 sondages indépendants alors qu’en réalité le
sondage est exhaustif (on n'interroge jamais deux fois la méme personne). Comme n (nombre
de personnes interrogées) < N (population sondée)/10, cette approximation est légitime.
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FI1QURE 2.4: Loi de Pascal dans le cas k + r = 20 pour p = 0,5 (gauche) et p = 0,1 (droite).

Loi de Pascal

Si X représente le nombre d’échecs avant le 7°™¢ succés d’une suite d’épreuves de Bernoulli,
alors X suit la loi de Pascal de parameétres r et p, X ~ pascal(r, p), dont la fonction de masse
est (pourquoi ?)

fx(k) = (k +,: - 1>:o"(1 -p)*,  k=01,...

On parle également de loi binomiale négative ou de loi de Pélya*.
Dans certaines applications, il est utile d’autoriser le parameétre r a prendre des valeurs
réelles positives pas nécessairement entiéres.

2.2 Indépendance de variables aléatoires

Rappelons que deux événements A et B sont indépendants si 'occurrence de A n’a pas d’in-
fluence sur la probabilité de réalisation de B ; mathématiquement, nous avons traduit cela par
la propriété P(A N B) = P(A)P(B). Nous aimerions & présent définir une notion similaire d’in-
dépendance entre deux variables aléatoires, correspondant a 1’idée intuitive que la connaissance
de la valeur prise par une variable aléatoire n’a pas d’influence sur la distribution de 'autre
variable aléatoire.

Définition 2.3. Deuz variables aléatoires X etY sur un espace de probabilité (2,P) sont
indépendantes st et seulement st les événements

{X € A} et {Y € B}

sont indépendants pour tout A,B C R. Plus généralement, une famzlle de variables aléa-
toires (X;)icr est indépendante si les événements

{X; € A},ie ],
sont indépendants pour tout A; CR, 1 € J, et tout J C I fine.

Le résultat suivant montre qu’il est suffisant de vérifier I'indépendance pour les singletons.

2. Cela s’est produit en 2005 en Italie. De trés, trés nombreux Italiens ont misé de grosses sommes, certains
tout ce qu'’ils possédaient. Le total des mises s’est élevé a 4 milliards d’euros, et cette histoire s’est terminée par
de nombreuses ruines et méme des suicides...

3. On utilise les notations usuelles : a V b = max(a,b) et a A b = min(a,b).

4. George Pélya (1887, Budapest — 1985, Palo Alto), mathématicien hongrois.
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Lemme 2.3. La famille (X;);c; de variables aléatoires est indépendante si et seulement st
les événements
{Xi = :Bi},'i € J,

sont indépendants pour tout ¢; € R, 1 € J, et tout J C I fin.

Démonstration. On considére le cas de deux événements A; et As; le cas général se traite de
la méme maniére. On peut supposer, sans perte de généralité, que A; C X1(Q) et Ay C X5(Q).
Par og-additivité,

P(X1 € A1, X3 € A2) =P( | {X1 =21,X2 = 2})

z1€A;
zoCA2

= Z P(Xl = :I:l,XQ = fl:z)
z1CA;
z2€A2

= E P(X]_ = $1)IP)(X2 = ZB2)
z1EA;
z2EA2

= P(Xl c Al)]P)(Xg c Ag).
]

Intuitivement, si I'information procurée par une variable aléatoire X ne nous renseigne pas sur
une autre variable aléatoire Y, alors il doit en étre de méme pour des fonctions de X et Y. C’est
ce que montre le lemme suivant.

Lemme 2.4. Sotent (X;):c; une famille de variables aléatoires indépendantes, et (¢;)icr
une famalle de fonctions de R — R. Alors la famaille

(9i(X2))ier
est également indépendante.
Démonstration. 11 suit de I'indépendance de la famille (X;);cr que
P(pi(Xi) € Ay, Vi € J) = P(X; € o (A:),Vi € J) = [ [ P(X: € 0] ' (As))
ieJ
= [ P(p:s(Xi) € A)).
icJ

O

Définition 2.4. Une famaille de variables aléatoires (X;)ic est dite i.i.d. (= indépendantes
et tdentiqguement distribuées) si elle est indépendante et tous les X; ont la méme los.

2.3 Vecteurs aléatoires discrets

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un méme espace de probabilité (£2,P). Les fonc-
tions de masse fx et fy encodent toute l'information nécessaire a une étude statistique de
chacune de ces variables. Par contre, elles ne fournissent aucune information sur leurs propriétés
relativement 'une a ’autre.
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Ezxemple 2.4. On demande & deux éléves de faire deux jets a pile ou face chacun, et de relever
les résultats. L'éléve appliqué jette deux fois la piéce, obtenant une paire (X;,X5). L’éléve
paresseux ne jette la piéce qu’une fois et écrit le résultat deux fois, obtenant une paire (¥7,Y)
avec Y1 = Y5. Il est clair que X1, X, Y1, Y5 sont toutes des variables aléatoires de méme loi, et en
particulier fx, = fx, = fv; = fv,. Or ces couples ont des propriétés satistiques trés différentes :
P(X1=Xz) =3, P("1=Y2) = 1. &

Une fagon de résoudre ce probléme est de considérer X et ¥ non pas comme deux variables
aléatoires, mais comme les composantes d’un vecteur aléatoire (X,Y) prenant ses valeurs dans
R2.

Ezemple 2.5. Dans le cas de ’exemple précédent, on a alors
P((X1,X2) = (21,22)) = §, Vo1,22 € {0,1},

%1 si Y1 =1Y2 € {071})

P((YLYZ) - (yl,yZ)) - {0 sinon.

¢

Comme pour les variables aléatoires, un vecteur aléatoire induit naturellement une mesure
de probabilité sur R™.

Définition 2.5. On appelle loi conjointe du vecteur aléatoire X = (Xi,...,Xn) la mesure
de probabilité sur R™ définie par

Px(A4) = P(X € A) = P(X 1(4)), VA C R™

Comme pour les variables aléatoires discrétes, la loi conjointe d’un vecteur aléatoire X est
caractérisée par la fonction de masse conjointe.

Définition 2.6. La fonction de masse conjointe d’un vecteur aléatoire discret X =
(X1,...,Xn) est la fonction fx : R™ — [0,1] définie par

fx(x) =P(X =x), Vx € R™.

Définition 2.7. Etant donnée une fonction de masse conjointe fixi,...x,), on appelle fonc-
tions de masse marginales les fonctions de masse fx,.

Le lemme suivant montre comment on peut récupérer les fonctions de masse marginales a partir
de la fonction de masse conjointe.

Lemme 2.5.

le(:B’L) = Z f(Xl,...,X-,,,)(:Bli e 1$‘n)'
T1yeeTi—1,Ti415- %0
Démonstration. Laissée en exercice. O
L’indépendance de la famille X3,...,X, se formule aisément en termes de la fonction de

masse conjointe du vecteur correspondant.

Lemme 2.6. La famille X1,...,X, de variables aléatoires discrétes est indépendante st et
seulement st

f(Xl,...,Xn)(mh 900 7mn) = le ($1) T an(mn)7 v(m]-: 000 7$?’L) € R™.
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Démonstration. L’affirmation suit immeédiatement des identités

i, x) (@1, Tn) = P(X1 = 21, , X = T4),
fxl(xl) T an(a:n) - IP>()(1 = 5131) .o 'P(Xn = :I:n),

et du Lemme 2.3. O

2.4 Espérance, variance, covariance et moments

2.4.1 Espérance

On répéte N fois une expérience, obtenant ainsi les résultats numeériques zi,...,zy. La
moyenne de ces résultats est donnée par

1 X N
(PSP
1=1 zCE

ol 'on a noté E l’ensemble des valeurs possibles (supposé discret) et N(z) le nombre d’expé-
riences ayant donné le nombre . Supposons qu’on modélise cette expérience par une famille
X1,...,X, de variables aléatoires discreétes indépendantes de méme fonction de masse f. On
s’attend alors & ce que, pour chaque valeur z € E, la fraction N(z)/N soit proche de la proba-
bilité f(z). Par conséquent, > .5 zf(z) devrait fournir une approximation asymptotiquement
correcte de m; on appelle la quantité correspondante espérance.

Définition 2.8. Soit X une variable aléatoire discréte et soit fx sa fonction de masse. On
dit que X admet une espérance si

> lzlfx(z) < co.

zeX(Q)

Dans ce cas on définit l’espérance de X par

E(X)= > zfx()

zeX(Q)

Remarque 2.2. La condition d’absolue sommabilité est importante : elle garantit que
l’espérance ne dépend pas de l’ordre dans lequel les termes sont sommés.

La seule exception est lorsque la variable aléatoire posséde un signe bien défini. Dans
ce cas, st cette derniére m’est pas absolument sommable, on définit l’espérance comme
étant égale a +o00, resp. —o0, pour une variable aléatoire positive, resp. négative.

Remarque 2.3. Si l’espace de probabilité sous-jacent est caractérisé par la fonction de
masse f, on peut écrire

EX)= ) efx(@)= Y z Y flw=) Xwiw). (2.1)
zeX(Q) zeX () we weh
X(w)=z
Remarque 2.4. On utilise souvent l’espérance pour déterminer si un jeu est équitable :
st X représente le gain a la fin du jeu (donc une perte s’il est négatif), alors l’espérance
donne le gain moyen.
Par ezemple, considérons le jeu sutvant : on lance un dé (équilibré) et on regoit n CHF
st le dé indique n. Dans ce cas, le joueur va recevoir en moyenne 3,5 CHF. Le jeu lui sera
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donc favorable si sa mise initiale est inférieure a ce montant et défavorable si elle lui est
supérieure.

On pourrait étre tenté de dire plus généralement qu’un jeu vaut la peine d’étre joué si
E(X) > 0 puisqu’en moyenne on gagne plus qu’on ne perd. Il faut cependant se méfier de
cette intuition.

Considérons le jeu suivant (trés discuté au début du XVIII*™ siécle) : on jette une
piéce de monnaie jusqu’a l’apparition du premier « face » ; si cela a lieu au T™ lancer,
votre gain sera de 27 francs. Quelle serait une mise équitable 2 On vérifie facilement que
l’espérance est infinie, et que, par conséquent, le jeu est favorable au joueur quelle que
soit sa mise wnitiale ! C’est le célébre paradoxe de Saint-Pétersbourg.

Le résultat élémentaire suivant est extrémement utile.

Lemme 2.7. Soit A,B C Q. Alors, P(A) =E(14) et P(AN B) = E(141p).

Démonstration. Laissée en exercice. O
Démontrons a présent quelques propriétés importantes de l’espérance.

Lemme 2.8. Soient X, Y et X,,, n > 1, des variables aléatoires possédant une espérance.
Alors,

1. X >0 = E(X) > 0.

2. StP(X =c)=1 pour un c € R, alors E(X) = c.

5. B(|X]) > [E(X)].

4. (Lwnéarité) Pour tout o, € R, aX + BY posséde une espérance et

E(aX + YY) = aE(X) + BE(Y).

5. (o-additivité) Supposons que les variables aléatoires X,, n > 1, sotent positives et
que X =) 51 Xn. Alors,

E(X)= > E(Xn).
n>1
6. (Convergence monotone) Lorsque les variables aléatoires X,, n > 1, satisfont X, ~

X ponctuellement, on a
E(X) = lim E(X,).

n—oo

Démonstration. 1. et 2. sont immeédiats.
3. Notons X, (2) ={z € X(Q) : £ >0}, X_(Q) ={z € X(Q) : z < 0}. Alors,

EX) =] > zfx@]=| > zfx@@+ > =zfx(2)|

zeX(Q) zeX_(Q) zEX(Q)
< — Z z fx(z)+ Z z fx(z)
2€X_(9) 2EX4(Q)
= > zfx(-z)+ T fx(z)
ze-X_(Q) 2EX,(Q)
= > z(fx(z) + fx(-z))
z€|X|(Q)

= > zfix(z) =E(X]),

z€|X|(2)
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puisque | X|() = (~X () U X, (@), et fix|(a) = P(X| = z) = P(X = 2) + P(X = —a) =
fx(z) + fx(—z) lorsque z > 0.
4. On écrit, avec E=X(Q), F=Y(Q),U={u=az+ Py : € B,y € F},
Y |juPlaX +8Y =u)=> |ul Y PX=zY=y)

uclU uelU z€EyeF

az+pfy=u
= E: P(X':ihyr::y) E: ‘u‘
zcHycF uclU
u=az+Py
= > laz+pyP(X =z,Y =y)
zcEycF
<lal Y lz| Y P(X =2,Y=y)+[6] > |yl ) P(X=2,Y =y)
zcE yeF yEF zCE
=la| ) [2[P(X =2) + || ) [y[P(Y =)
zcE yeF

= |a|E(|X]) + |BIE(]Y]) < oo.

aX + BY posséde donc une espérance. En répétant le méme calcul sans les valeurs absolues, on
obtient le résultat.

5. Notons S, = Y.~ ; X;. On observe tout d’abord que X — S, > 0, pour tout n > 1, et
donc, par 1 et 4, E(X) — E(S,) = E(X — Sp) > 0, c’est-a-dire

E(X) > B(S2) = E(>. X)) = S E(X:).
1=1

=1
En laissant n — o0, on obtient donc E(X) > >°2, E(X)).

I1 nous reste & obtenir 1'inégalité opposée. Pour ce faire, on fixe 0 < ¢ < 1 et on introduit la
variable aléatoire 7 =inf{n > 1 : S, > cX}. Comme S, X < 00, on en conclut que 7 < oo.
La somme aléatoire S; = > 7_; X; est une variable aléatoire discréte puisque I’ensemble des
valeurs prises par S; est inclus dans I’ensemble S(Q2) = ,;>1 S»(2) et que les ensembles S, ()
sont dénombrables. Par conséquent, il suit de 1. et de la o-additivité de P que

E(X)<E(S:)= > sY P(r=n,5=35)= > E(l{r_n}Sn),

s€8(Q2) n2>1 n>1

I'interchange des sommes étant justifié puisque tous les termes sont positifs. Similairement, il
suit également de 4. que

Z E(l{T:n}Sn) = Z Z E(l{T:n}Xk) = Z zP(T =n,X, = z)

n>1 n>1k=1 n>1k=1zcX,(Q)
=> > > aP(r=nXy=z)= zP(T > k, Xy =) < > E(Xy)
k>1n>kzcX(Q) k>1z€Xk(Q) k>1

La conclusion suit en prenant la limite ¢ — 1.
6. Soit Y, = X,11 — X, > 0. D’une part,

N
E() Y,)=E(lim > V)= E(}\}i_r)noo Xyi1— X1) = E(X — X1) = E(X) — E(X4),
n>1 =1

et, d’autre part,

YOE(Yn) = lim Y E(Y,) = Jim E(Xyi1 — X1) = lim E(X,) — E(X1).

n—oo
n>1 n=1
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Loi Espérance Variance
Bernoulli (p) P p(1—p)

Binomiale (n,p) np np(l —p)

Poisson () A A

Géométrique (p) 1/p (1-p)/p°
Hypergéométrique (N,b,n) bn/N nb(N —b)(N —n)/(N° — N?)
Pascal (r,p) r(1—-p)/p. (1 —p)/p*

TABLE 2.1: L’espérance et la variance de quelques lois discrétes importantes, en fonction de leurs para-
meétres.

Par conséquent, il suit de 5. que

lim E(X,) - E(X1) = ) E(Ya) = E()_ Y,) = E(X) - E(X1).

n—00
n>1 n>1

O]

Ezxemple 2.6. On désire trouver le nombre a € R qui approxime le mieux une variable aléatoire
X dans le sens qu'il rend la quantité E((X — a)?) minimale. On a

E((X — a)?) = E(X?) — 2aE(X) + a°.

En dérivant, on voit que la valeur de a réalisant le minimum satisfait —2E(X) + 2a = 0, ce qui
implique que a = E(X). &
Ezemple 2.7. On appelle triangle d'un graphe, un triplet de sommets z,y,z telsquez ~y, y ~ 2
et z ~ z. Quel est 'espérance du nombre de triangles K dans le graphe aléatoire G(n,m)? Il
suit de la linéarité et du Lemme 2.7 que

E(KA) = E( Z 1{m~y,y~z,z~:c}) = Z ]P)(.'B ~Y,Yy~z,z~ J})

z,Y,2 T,Y,2
distincts distincts

Comme P(z ~ y,y ~ 2,z ~ z) = (N_3)/(Z) et que le nombre de termes dans la somme est (3),
on en conclut que

_[(n\m(m —1)(m —2)
E(Ka) = <3> N(N —1)(N —2)

¢

Donnons a présent l’espérance pour les lois introduites plus tét dans ce chapitre. Observez que
I’espérance E(X) ne dépend que de la loi de la variable aléatoire X ; on peut donc parler sans
ambiguité de l'espérance d’une loi.

Lemme 2.9. La table 2.1 donne la valeur de l’espérance pour diverses lois, en fonction de
leurs parameétres.

Démonstration. 1. Lot de Bernoulli. L’espérance d'une variable aléatoire X suivant une
loi de Bernoulli de paramétre p sur {0,1} est immédiate a calculer :

E(X)=1-p+0-(1—-p)=p.

2. Lot binomiale. La facon la plus simple de calculer ’espérance d'une variable aléatoire
X suivant une loi binomiale de parameétres n et p est d’utiliser le Lemme 2.8, point 1.
On peut en effet écrire X = X; +... + X, ol les X, sont des variables de Bernoulli.
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En d’autres termes, on exprime X comme le nombre total de succés aprés n épreuves de
Bernoulli. On a alors

E(X) = ZIE(Xi) = np.

3. Lot de Poisson. L'espérance d'une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson est
donnée par

oot )\k N e )\k 1
E(X):Zkk' = —,\Z
k=0

4. Lot géométrique. L’espérance d'une variable aléatoire X de loi géométrique est donnée
par la série

=> kp(1-p)*!
k=1

Pour en calculer la somme, introduisons la fonction

Cette série converge absolument lorsque |z| < 1, et, dans ce cas, il est possible d’inter-
changer sommation et dérivation. Par conséquent,

G'(z) = (1 oy Z kzk 1.

On a donc )

1
E(X)=pG'(l-p)=p= = -.
(X) (1-p) 2 p
5. Lot hypergéométrique. Nous calculerons l'espérance d’une variable hypergéométrique

dans ’Exemple 4.2.

6. Lot de Pascal. Si X suit une loi de Pascal de parameétres 7 et p, on peut la décomposer
en X +r=X; +---+ X,, o les X; suivent chacun une loi géométrique de parameétre p.
Par exemple, pour r = 7 (les ronds blancs représentent les échecs, les noirs les succes) :

X+7

OO0OO0O00Ce0OeO0000eO0O00O0eeO0OO00eOO00 e
| N V

X1 X2 X3 Xy X5 Xg X7
On a donc
r r 1-p
E(X):E(X+r)—r:ZE(Xi)—r:§—r:—p 7.
O
Ezemple 2.8. 1. On vous propose le jeu suivant : on vous tend deux enveloppes en vous

informant que le montant contenu dans l'une est le double du montant contenu dans
l'autre, et vous devez en choisir une. Expliquez en quoi le raisonnement suivant est faux :
soit X le montant contenu dans 1’enveloppe que vous avez décidé de tirer; ’espérance de
vos gains si vous changez d’avis est de % - X/2+ % -2X = %X > X, et donc vous feriez
mieux de choisir l'autre enveloppe (et bien sfir, on peut alors répéter cet argument une
fois que vous avez choisi 'autre enveloppe).
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2. On vous présente deux enveloppes contenant chacune un papier sur lequel est inscrit un
nombre entier (positif ou négatif) ; les deux nombres sont arbitraires, mais distincts. Vous
gagnez si vous parvenez a tirer le nombre le plus grand. Vous pouvez choisir une des
enveloppes et 'ouvrir, et ensuite décider si vous préférez garder 1’enveloppe choisie, ou
prendre plutét ’autre. Montrez qu’il existe un algorithme de décision (changer ou non
d’enveloppe en fonction du nombre découvert) qui vous permet de choisir le plus grand
nombre strictement plus d’une fois sur deux (dans le sens que si une infinité de personnes
appliquaient toutes cette stratégie pour la méme paire de nombres, alors la fraction de
bonnes réponses serait strictement supérieure a 1/2).

¢
Le résultat élémentaire suivant se révele parfois utile.
Lemme 2.10. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Alors,
E(X)=> P(X >n).
n>0
Démonstration. 11 suffit d’observer que
m—1 oo
EX)=> mP(X=m)=)>_ > PX=m)=> > PX=m)=) PX>n).
m>1 m>1 n=0 n>0m=n+1 n>0
O

Soit X = (X1, ...,X,) un vecteur aléatoire discret et ¢ : R® — R. Dans ce cas, ¢(X) définit
une variable aléatoire discréte. Le résultat suivant permet de déterminer aisément son espérance.

Lemme 2.11. Soit X = (X3,...,X,) un vecteur aléatoire discret et ¢ : R* — R. Alors,

E(p(X)) = > o(x)fx(x),

x€X(£)

des que cette somme est absolument convergente.

Démonstration. Notons B = X(Q2), F = ¢(E) et Y = ¢(X). On a

E(Y)=> yP(Y =9) =) yP(p(X)=1y)

ycF ycF

=> yPXep '¥))=>y >, 6 PX=x)
yEF yeEF  xcp~(y)

= Y yPX=x)=) ox)P(X=x).
yeEFXCEE xcFR
p(x)=y

Observez que la convergence absolue de la série est cruciale pour pouvoir réorganiser les termes
comme on l'a fait. O

Définition 2.9. Une fonction p : R — R est convexe st et seulement st : Vo € R,da € R :
Vy € R, p(y) > o(z) + a(y — z). Si linégalité est toujours stricte lorsque y # z, alors on dit
que ¢ est strictement convexe .
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Théoréme 2.1 (Inégalité de Jensen®). Soient X une variable aléatoire admettant une espé-
rance et ¢ : R — R une fonction conveze. Alors

E(p(X)) > o(E(X)).

De plus, lorsque @ est strictement conveze, il y a €galité si et seulement s1 X est une
variable aléatoire constante.

Démonstration. 11 suit de la définition de la convexité de ¢, avec £ = E(X), qu'il existe a € R
tel que, pour tout y € R,

p(y) > p(E(X)) + a(y — E(X)).

Il suit donc du Lemme 2.11 que

E(p(X)) = > o) fx(y) > oEX)) + a(E(X) — E(X)) = p(E(X)).
yeX(Q)

2.4.2 Variance, moments d’ordres supérieurs

Définition 2.10. On appelle E(X™) le moment d’ordre n de la variable aléatoire X, pourvu
que cette espérance soit bien définie.

Remarque 2.5. St une variable aléatoire posséde un moment d’ordre n, alors elle posséde
également tous les moments d’ordre 1 < k < n. En effet, l’'inégalité de Jensen implique
que

oo > E(1X|") = E((|X[*)™/*) > E(|X[*)"/*,

n/lk

puisque la fonction z — ¢ est conveze lorsque n > k.

Remarque 2.6. En général, méme la donnée de tous les moments d’une variable aléatoire
ne suffit pas pour déterminer sa loi. C’est le cas st cette variable aléatoire posséde certaines
bonnes propriétés, que nous ne discuterons pas ict. Mentionnons simplement la condition
suffisante suivante : deuz variables aléatoires X etY satisfaisant E(e?*) < oo et E(e?Y) <
00, VA € R, et telles que E(X™) = E(Y™), pour tout n € N, ont la méme los.

Une quantité particuliérement importante est la variance. Sil’espérance donne la valeur moyenne
de la variable aléatoire, la variance (ou plutét sa racine carrée, 1'écart-type) mesure sa dispersion.

5. Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859, Naksov — 1925, Copenhague), mathématicien et ingénieur
danois.



46 CHAPITRE 2. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Définition 2.11. Soit X une variable aléatoire dont l’espérance existe. On appelle variance
de X la quantité

Var(X) = E((X - E(X))?)
(la variance de X peut étre infinie). On appelle écart-type de X la quantité o(X) =

v/ Var(X).

Lemme 2.12. 1. Var(X) >0, et Var(X) =0 st et seulement si P(X = E(X)) = 1.
2. Var(X) < oo si et seulement s1 E(X?) < oo.
3. Si Var(X) < o0, alors Var(X) = E(X?) — (E(X))2.
4. Pour a,b € R, Var(a + bX) = b?Var(X).
5. SiVar(X) < 0o et Var(Y) < o0, alors Var(X +Y) < 0.

Démonstration. Nous ne démontrerons que deux des affirmations, les autres étant immédiates.
Preuve de 2. Soit Z une variable aléatoire telle que E(Z2) < oco. Alors, pour tout a € R,

E((Z - a)’) = E((Z - 0)*1{z|<2iapy) + E((Z — 0)*1(z)>20a}) < 90° + ZE(Z2) < 0.

En prenant Z = X et a = E(X), on obtient que E(X?) < co = Var(X) < co.

En prenant Z = X — E(X) et a = —[E(X), on obtient que Var(X) < co = E(X?) < o0.
Preuve de 5. Soit X = X —E(X) et Y =Y — E(Y). Comme (a + b)? < 2(a? + b?), pour tout
a,b € R, on peut écrire

Var(X +Y) = E((X +Y)?) < 2E(X?) + 2E(Y?) = 2Var(X) + 2Var(Y) < oo.
O

Le résultat suivant, trés utile et dont nous verrons des extensions plus tard, montre un sens dans
lequel la variance controle les fluctuations d’une variable aléatoire autour de son espérance.

Lemme 2.13 (Inégalité de Bienaymé®-Tchebychev’).

Var(X)
P

) Va > 0. (2.2)

P(|X —E(X)| > a) <

Démonstration. Notons X = X — E(X). Il suffit d’observer que

Var(X) = E(X?) > E(X?1;x2542y) > a® P(X? > 0®) = &® P(|X - E(X)| > a).

Il n’est pas difficile de déterminer la variance des lois introduites plus haut.

Lemme 2.14. La table 2.1 donne les variances des principales lois introduites précédem-
ment.

Démonstration. 1. Lot de Bernoull:. La variance d’une variable aléatoire X suivant une loi
de Bernoulli de paramétre p sur {0,1} est immédiate & calculer :

Var(X) = E(X?) - E(X)?=1-p+0-(1-p) - p* = p(1 - p).

6. Irénée-Jules Bienaymé (1796, Paris - 1878, Paris), probabiliste et statisticien francais.
7. Pafnouti Lvovitch Tchebychev (1821, Okatovo - 1894, Saint-Petersbourg), mathématicien russe. Son nom
est aussi translittéré comme Chebyshov, Chebyshev, ou Tschebyscheff.
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2. Lot binomiale. Voir I’Exemple 2.10.

3. Lot de Poisson. Une facon de calculer la variance d'une variable aléatoire X suivant une
loi de Poisson est la suivante.

E(X(X—1) =S k(k— 1) e r—e 25 My
(KX =10) = Skl = Djge = e R 3 =

Par conséquent, E(X?) - E(X)? = E(X(X — 1)) - E(X)? + E(X) = A.

4. Lot géométrique. Le second moment d’une variable aléatoire X de loi géométrique est
donné par la série

E(X?) = > Kp(1 - p)*
k=1

Pour en calculer la somme, on procéde comme pour ’espérance, en introduisant la fonction

et en utilisant le fait que G"(z) = ﬁ = 3% k(k — 1) z*~2. Par conséquent,

1 1 1-p
Var(X) = (1 — p)G"(1 — - = .
(X) =»(1-p)G"(1 -p) P pe

5. Lot hypergéométrique. Voir I’Exemple 4.2.
6. Lot de Pascal. Voir 'Exemple 2.10.

2.4.3 Covariance et corrélation

En général, Var(X +Y') # Var(X) + Var(Y') : en effet, un bref calcul montre que
Var(X +Y) = Var(X) + Var(YV) + 2E((X — E(X))(Y — E(Y))).
Ceci motive la définition suivante.

Définition 2.12. On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y la quantité

Cov(X,Y) =E((X — E(X))(Y —E(Y)))
=E(XY) - E(X)E(Y).
En particulzer,
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).

Deuz variables aléatoires X et Y sont non-corrélées si Cov(X,Y) = 0; dans ce cas, on a
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Attention : la variance n’est pas un opérateur linéaire, méme restreint aux variables aléatoires
non-corrélées (se souvenir que Var(aX) = a?Var(X)).
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Lemme 2.15. 1. Cov(X,Y) = Cov(Y,X).

2. La covariance est une forme bilinéaire : pour a,b € R,

Cov(aX,bY) = abCov(X,Y),
COV(X]_ aF XQ,Y) = COV(X]_,Y) aF COV(Xz,Y).

3. Pour des variables X1,...,Xn, on a

n

Var(z X)) = zn: Var(X;) + Z Cov(X;,X;).
' i=1 i#]

=1
Démonstration. Laissée en exercice. O

En statistiques, une autre quantité est souvent utilisée pour mesurer la corrélation entre deux
variables aléatoires, ayant 1’avantage de ne pas changer si les variables aléatoires X et Y sont
multipliées par des coefficients positifs (en particulier, si on change d’unités).

Définition 2.13. On appelle coefficient de corrélation de deuz variables aléatoires X et Y
de variances non-nulles la quantité

Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y)

p(X,Y) =

Théoréme 2.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
E(XY)? <E(X?)E(Y?),

avec égalité si et seulement st P(aX =bY') = 1 pour des réels a et b dont au moins un est
non nul.

Démonstration. On peut supposer que E(X2) # 0 et E(Y2) # 0 (sinon la variable aléatoire
correspondante est égale & 0 avec probabilité 1, et le théoréme est trivial). Fixons b € R \ {0}.
Dans ce cas, on a, pour tout a € R,

a’E(X?) — 2abE(XY) + b’E(Y?) = E((aX — bY)?) > 0.

Par conséquent, le membre de gauche est une fonction quadratique de la variable a s’annulant
en au plus un point. Ceci implique que son discriminant doit étre négatif ou nul, c’est-a-dire

E(XY)? - E(X?)E(Y?) <o0.

Le discriminant est nul si et seulement si il y a un unique zéro, ce qui ne peut avoir lieu que s’il
existe a € R tels que
E((aX —bY)?) =0.

O]

Il suit de ce théoréme que la valeur absolue du coefficient de corrélation est égal a 1 si et
seulement si il existe une relation linéaire entre les variables aléatoires.

Corollaire 2.1.
lp(X,Y)| <1,

avec égalité si et seulement st P(Y = aX +b) = 1 pour des réels a et b.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer 'inégalité de Cauchy-Schwarz aux variables aléatoires X —
E(X) et Y — E(Y). O

Considérons deux quantités aléatoires (par exemple des résultats de mesures), et supposons que
I’on cherche a résumer la relation qui existe entre ces derniéres a 1’aide d’une droite. On parle
alors d’ajustement linéaire. Comment calculer les caractéristiques de cette droite ? En faisant en
sorte que 'erreur que ’on commet en représentant la liaison entre nos variables par une droite
soit la plus petite possible. Le critére formel le plus souvent utilisé, mais pas le seul possible,
est de minimiser la somme de toutes les erreurs effectivement commises au carré. On parle alors
d’'ajustement selon la méthode des moindres carrés. La droite résultant de cet ajustement
s’appelle une droite de régression. Le résultat suivant montre que le coefficient de corrélation
mesure la qualité de la représentation de la relation entre nos variables par cette droite.

Lemme 2.16. Pour toute paire de variables aléatoires X etY, on a

min ((Y —aX — b)2) = (1— p(X,Y)?) Var(Y),

et le minimum est atteint pour a = Cov(X,Y)/Var(X) et b = E(Y — aX).

Démonstration. En écrivant, comme d’habitude, X = X —E(X)et Y =Y —E(Y),on a
E((Y —eX - b)) =E((¥ - aX - b)?),

oil on a posé b = b + aE(X) — E(Y). On vérifie alors aisément que

E ((Y —aX — b)2) = a?E(X?)—2aE(XY)+E(Y?)+b% = a?Var(X)—2aCov(X,Y )+ Var(Y)+5%,

et le membre de droite est minimum lorsque b = 0, c’est-a-dire b = E(Y) — aE(X), et

_ Cov(X,Y)
~ Var(X)

O]

Ezemple 2.9. En physiologie, la loi de Kleiber® affirme que le métabolisme M d’un animal et
son poids P satisfont la relation
M x P“,

avec a souvent proche de 3/4 (alors que des arguments simples de dimensionalité suggéreraient
plutét 2/3). Afin de vérifier qu’une telle relation est valide pour une population donnée, on peut
procéder comme suit : puisque

M ~ aP® < log M ~loga + alog P,

on se rameéne, en posant X =log M et Y = log P, a vérifier qu’il y a une relation linéaire entre
X et Y. Concrétement, on estime, a partir d’un échantillon, les paramétres a et «, ainsi que le
coefficient de corrélation p(X,Y’). Ce dernier permet alors de mesurer la qualité de I’approxima-
tion linéaire ainsi obtenue. (Comment estimer ces paramétres a partir d’un échantillon reléve de
la Statistique ; nous étudierons ce type de problémes dans le Chapitre 12.) &

8. Max Kleiber (1893, Ziirich — 1976, Davis), biologiste suisse.
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2.4.4 Extension aux vecteurs aléatoires
Les notions d’espérance et de covariance s’étendent de fagon naturelle aux vecteurs aléatoires.

Définition 2.14. L’espérance du vecteur aléatoire X = (X3,...,X,) est le vecteur E(X) =
(E(X1),...,E(X,)), & condition que chacune de ces espérances eziste.

Définition 2.15. Sotent X = (X1,...,X,) et Y = (Y1,...,Y,) deux vecteurs aléatoires. Leur
matrice de covariance est la matrice n x n Cov(X,Y) dont l’élément 1,5 est donné par

COV(XﬁY;))
pour 1 <1,7 <mn.

2.4.5 Absence de corrélation et indépendance
Voyons a présent quel est le lien entre indépendance et absence de corrélation.

Lemme 2.17. Deuz variables aléatoires indépendantes dont l’espérance existe sont non-
corrélées.
En particulier, si X1,...,X, sont 2 a 2 indépendantes, Var(} i, X;) = >4 Var(X;).

Démonstration. On applique le Lemme 2.11 avec la fonction ¢ : R?2 — R, ¢(z,y) = zy. Cela
donne

E(XY) = E(p(X,Y)) = > o(z,y) fx,v)(T,9)
zEX(Q),yeY(Q)

= o e(zy) fx(z) fr ()

zeX(Q),y€Y(Q)

= > ayfx()fr(y) = B(X)E(Y).

TEX(Q),y€Y(Q)
]

Ezemple 2.10. 1. Loi binomeale. On a vu qu'une variable aléatoire X suivant une loi bino-
miale de parameétres n et p pouvait s’écrire X = X1+ - -+ X, ol les X; sont des variables
de Bernoulli indépendantes de paramétre p. On obtient donc immeédiatement que

Var(X) = np(1 — p).

2. Lot de Pascal. On a également vu qu’'une variable aléatoire X suivant une loi de Pascal
de paramétres r et p pouvait s’écrire X +r = X3 +--- + X,, ou les X; sont des variables
géométriques indépendantes de paramétre p. On obtient donc immédiatement que

1-p

Var(X) =Var(X +r) =7 po

¢

Nous avons vu que deux variables aléatoires indépendantes sont toujours non-corrélées. La ré-
ciproque est fausse en général, comme le montre ’exemple suivant.

Ezemple 2.11. Considérons 2 = {—1,0,1} avec la distribution uniforme. Soient X (w) = w
et Y(w) = |w| deux variables aléatoires. Alors, E(X) = 0, E(Y) = 2/3 et E(XY) = 0. Par
conséquent X et Y sont non-corrélées. Elles ne sont par contre manifestement pas indépendantes.

&
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Dire que X et Y sont indépendants est donc strictement plus fort en général que de demander
aceque E(XY) = E(X)E(Y). Le résultat suivant montre comment il faut renforcer cette derniére
propriété pour obtenir I'indépendance.

Lemme 2.18. Soit (X;);c; une famille de variables aléatoires discrétes. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. (X;)ic1 est indépendante
2. Vp; :R = R telles que p;(X;), © € I, admette une espérance,
E([] (%)= ] E(wi(X2)),
1eJ 1eJ
pour tout J C I fins.

Démonstration. 1. —> 2. Cela suit immédiatement du Lemme 2.11 et de la factorisation de
la fonction de masse conjointe : pour tout J = {%1,...,%,} C I,

E([Jei(X)) = > 200 (i) - 0in(1,) Fixsyooxi) @iy - - 4T3,
icJ z,€X(Q)
1eJ

= > (@) (2 fx, (20) - fx, (20,)
z; € X;(92)
eJ

= [ [ E(pi( X))
ieJ
2. = 1. En appliquant 2. & ¢;(y) = 1{yc4,}, on obtient

P(X; € A;,Vie J)= E(H 1{X¢€A-;}) = H E(l{XieAi}) = H P(X; € A;).
e 1cJ e

2.4.6 Une premiére version de la loi des grands nombres

Nous avons motivé 1’espérance comme étant une approximation de la moyenne des résultats
obtenus en mesurant X lors d'une suite d’expériences aléatoires. Nous allons & présent rendre
cela un peu plus précis.

Définition 2.16. Soient X1,Xs,..., X, une famille de variables aléatoires. Leur moyenne
empirique est la variable aléatoire

Nous pouvons a présent démontrer une premiére version de la loi des grands nombres.

Théoréme 2.3 (Loi faible des grands nombres). Sotent Xi,...,X, des variables aléatoires
non-corrélées, de méme espérance yu et de méme variance o> < 0o. Alors, pour tout € > 0,

— 0'2
P(| X, —p| >¢€) < —.
(1% — bl > €) < 5

En particulier, lim, o P(| X, — u| > €) = 0, pour tout € > 0.
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Démonstration. Les variables aléatoires X; étant non-corrélées, il est facile de déterminer la

variance de S,
2

= 1< 1 &
Var(X,) = Var(— X;) =— Var(X.
ar(X,) ar(n; 5) 3 g ar(
Le résultat suit donc de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (2.2) :

Var(X,) o2
P(|Xn — pl > €) < 2 T an

O

Ezemple 2.12. On effectue 10 000 lancers d’une piéce de monnaie équilibrée. Afin de travailler
avec des variables centrées, on encode le résultat du k®™° jet par une variable X} telle que
P(Xr = 1) = P(Xy = —1) = % (au lieu de 0 et 1). La loi faible des grands nombres énoncée
ci-dessus affirme que X, € [—¢,¢€| avec grande probabilité lorsque n est suffisamment grand.
L’estimée dans la preuve du théoréme nous donne

L

]P)(‘Xn’ Z E) S n€2

Par exemple, pour 10 000 jets et € = 0,1, on a

1
X >0,1) < —
P(|X10 000l ) < 100"
Notez que ce n’est qu'une borne supérieure sur cette probabilité. On verra plus tard qu’elle est
trés pessimiste dans le cas présent (on montrera en effet que P(| X1 goo| > 0,1) < 3,5-10722). &

Remarque 2.7 (Lien avec l'approche fréquentiste). Ce qu’affirme la loi faible des grands
nombres, c’est que pour une précision € donnée, la probabilité que l’espérance et la moyenne
empirique différent de plus de € peut étre rendue auss: petite que l’'on désire en considérant
un échantillon suffisamment grand. En ce sens, elle justifie a posteriori l’ariomatique
de la théorie de probabilités, en faisant le lien avec la notion intuitive de fréquence de
réalisation d’un événement. En effet, considérons une expérience aléatoire, décrite par
un espace de probabilité (Q,P), que l'on répéte N fois, de fagon indépendante, obtenant
une suite de résultats (wy,ws, - .. ,wn). Alors, pour tout événement A, les variables aléatoires
Yi(wi, ... wn) = 1a(wg) sont t.1.d., avec E(Yy) = P(A). Par conséquent, st l’on note N(A) =
#{1<k<N :w, €A} = chvzl Y. le nombre d’expériences lors desquelles l’événement A
est réalisé, on a, pour tout € > 0,

lim ]P’(|NJ(VA) A)| > €) = lim P( |—2Yk— E(Y1)| > €) =0,

N N
— 00 —00 b1

ce qui est parfaitement en accord avec l'interprétation fréquentiste des probabilités.

Nous reviendrons sur la loi des grands nombres, ainsi que sur des résultats plus précis
concernant le comportement asymptotique de la moyenne empirique, au chapitre 7.

2.4.7 Espérance conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur (£2,P). La notion de probabilité condi-
tionnelle P(A| B), ou A et B sont deux événements, peut étre étendue a la situation ou l'on
désire déterminer la loi de Y étant donnée la valeur prise par X.
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Définition 2.17. Soient XY deuz variables aléatoires discrétes. La fonction de masse
conditionnelle de Y sachant que X = z est la fonction fyx(- |z): R — [0,1] définie par

foxy)(z,y)
fx(z) ’

pour tout = tel que fx(z) > 0. La loi correspondante s’appelle la loi conditionnelle de Y
sachant que X = z.

Frix(ylz) =P =y|X =2z) =

Etant en possession d’une notion de loi conditionnelle, on peut définir ’espérance conditionnelle,
comme étant ’espérance sous la loi conditionnelle.

Définition 2.18. Soient XY deuzr wvariables aléatoires discrétes. On appelle espérance
conditionnelle de Y étant donné X la variable aléatoire

EY|X)()=EY[X=-)= > yfrix(yl),

yeY (Q)
POUTVU quE Zyey(g) lyl Frix(yl-) < oo

Insistons bien sur le fait que ’espérance conditionnelle E(Y | X)) n’est pas un nombre, mais
une variable aléatoire ; il s’agit, en fait, d’une fonction de la variable aléatoire X. Elle possede
I'importante propriété suivante.

Lemme 2.19. L’espérance conditionnelle E(Y | X) satisfait
E(E(Y | X)) = E(Y).
Plus généralement, pour toute fonction ¢ : R — R telle que les espérances existent,
EEY | X)p(X)) = E(Yo(X)).

Démonstration. La premiére affirmation est un cas particulier de la seconde : il suffit de choisir
¢ = 1. Démontrons donc la seconde affirmation. Il suit du Lemme 2.11 que

( Y[X)e nyY|X y|z)p(z) fx(z)

_Z'.WP ) foery(2y) = E(Yo(X)).

O]

Remarque 2.8. Au-deld de ses applications immédiates, l'intérét de ce résultat est que
cette propriété peut étre prise comme définition de [’espérance conditionnelle, cette der-
niére étant la seule fonction de X satisfaisant cette relation pour toutes les fonctions @
admassibles. Cect permet de définir cette notion dans des situations beaucoup plus géné-
rales qu’ict.

Ezemple 2.13. On désire modéliser le montant total des achats effectués dans un magasin
pendant une période donnée. On suppose que le nombre de clients pendant cette période est
donné par une variable aléatoire N, et que les montants dépensés par les clients forment une
collection X1,Xo, ... de variables aléatoires i.i.d., de moyenne u, indépendantes de N. Le montant
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total des achats est donc donné par la variable aléatoire S = X; +- - -+ X, somme d’un nombre
aléatoire de termes. Pour déterminer E(.S), on peut procéder comme suit :

(S 1)) = T | ) = T2 e St

k)
4 P(N = n)

B P(X:1+---4+ X, =8)P(N =n)
_Zs:s 1 P(N =n)

=) sP(X1+-+ Xn=35)
S

Par conséquent, E(S|N) = uN, et donc, par le Lemme 2.19,

E(S) = E(E(S| N)) = pE(N).



Chapitre 3

Marche aléatoire simple sur Z

Les marches aléatoires forment une classe trés importante de processus stochastiques (c’est-
a-dire une suite de variables aléatoires, en général dépendantes, indexées par un parametre
que l'on identifie au temps), ayant de multiples connexions avec d’autres sujets en théorie des
probabilités, mais également en analyse, en algebre, etc. Dans ce chapitre, nous discuterons

quelques propriétés élémentaires, mais parfois surprenantes, des marches aléatoires simples sur
Z.

Notation : Dans ce chapitre, ainsi que dans la suite du cours, nous utiliserons souvent la
notation suivante :
P(A,B) =P(AN B),

ainsi que ses généralisations naturelles, telles que P(A4,B,C) ou P(A| B,C), etc.

3.1 Description du processus

3.1.1 L’espace de probabilité

On désire modéliser 1'évolution (aléatoire) suivante d’une particule sur les sommets du graphe
7 :
la particule part (au temps n = 0) du sommet a € Z;
la particule se déplace aux temps n =1,2,...;
les déplacements se font d’un sommet de Z vers I'un de ses deux voisins;
la probabilité de se déplacer vers le sommet de droite est p;

les sauts sont indépendants.

Afin de n’avoir & considérer que des espaces de probabilité discrets, nous nous restreindrons
a la description des N premiers pas de la particule. Soient donc N > 1 et a € Z. On considére
I'univers

vV vV vV VvV V

QNa = {(so,...,sN) e ZN*L 5o =a et |s; — 81| =1Vi € {1,...,N}}.

Les éléments de Qy., sont appelés les trajectoires de longueur N de la marche aléatoire simple *
sur Z partant de a (c¢f. Fig. 3.1).

1. Le qualificatif stmple fait référence au fait que la marche ne peut se déplacer que d’un point de Z vers 'un
des deux points voisins.

55
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N

FIGURE 3.1: Une trajectoire de longueur N d’une marche aléatoire simple partant de a.

Soit p € [0,1] et ¢ = 1 — p; la mesure de probabilité Py.,, sur Qy, désirée est obtenue a
partir de la fonction de masse suivante :

fN;p,a(307 v 75N) = pn+qn_,

ouny =ny(sg,...,sny)=#{1<i<N : s —s;1==1}

L’espace de probabilité (Qu.q,Pnpa) décrit (les N premiers pas de) la marche aléatoire
simple sur Z partant de a, de paramétre p. La marche aléatoire simple est dite symétrique
lorsque p =g = %

3.1.2 Quelques variables aléatoires utiles

Pour &k € N, £ < N, on note Sk(so, . ..,Sn) = sk la variable aléatoire donnant la position de la
particule aprés k pas (on dira également « au temps & » ). Les variables aléatoires Xy = Sk —Sk—1
correspondent alors au déplacement effectué lors du k™€ saut de la particule, et on peut écrire

Sn =S50+ Xi.
=1

Par définition, Py,p o(So = a) = 1 et les variables aléatoires X; sont i.i.d. et satisfont
Pyipa(Xi=1)=p, Prpa(Xi=-1)=g¢.

En particulier, on peut écrire

N
[PN;p,a(SO = 30;‘31 = S51,... aSN = SN) = 530,0, H IEDN;p,a(){i =8 — 51‘71) .
1—1

Ezemple 3.1. On considére une suite de lancers d’une piéce de monnaie équilibrée. Aprés chaque
lancer, le joueur gagne 1 CHF si « pile » sort, et perd 1 CHF sinon. S’il commence avec une
fortune égale a a CHF, alors I’évolution de sa fortune au cours des N premiers lancers est décrite
par une marche aléatoire simple symétrique sur Z partant de a, sa fortune au temps &k étant
égale & Sj. &

On appelle cylindres les événements de la forme

[$0y---ySn] = {S0 = S0,-..,5n = Sn},
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c’est-a-dire I’ensemble des trajectoires dont les n < N premiers pas sont donnés par Sg,...,5,.
On note F,, l’ensemble des événements ne dépendant que des n premiers pas de la trajec-
toires. Clairement, pour tout événement A € F,, on peut trouver A C (Qp,o tel que A =
U(so,...,sn)EA[so’ ...,8n]. En particulier, on vérifie aisément que

Pwiap(4) = IP>n;a,p(1‘i)~

Par conséquent, la probabilité d'un événement appartenant a 7, ne dépend pas de la valeur de
N (pourvu que N > n). Dans la suite, nous nous intéresserons toujours & des événements ne
dépendant que d’un nombre fini n de pas de la marche. On peut donc sans ambiguité omettre
le paramétre N de la notation : pour le calcul, on peut prendre n’importe quelle mesure Py.p o
avec N > n (et l'univers Qpu o associé). Afin d’alléger la notation, nous omettrons également le
parameétre p et écrirons donc simplement P,.

3.2 Quelques propriétés importantes
La marche aléatoire simple posséde les importantes propriétés suivantes.
Lemme 3.1. 1. (Homogénéité spatiale) Pour tout a € Z,
P.(So = 30, ---,5n = Sn) =Po(So = $0 — @,...,5, = sn — Q).

2. (Propriété de Markov) Soit B € F,, un événement ne dépendant que des n premiers
pas de la marche. Alors, pour tout s € Z tel que P,(S, = s,B) >0, on a

Po((Sn,-..,Sn) € A | S, =s,B) =Ps((So,...,Sn-n) € 4),
pour tout ensemble de trajectoires A C An_n.s.

Il est important que comprendre intuitivement ce qu’affirme la propriété de Markov : condition-
nellement & S,, = s, ce qui a pu arriver a la marche jusqu’au temps n n’a pas d’influence sur
son comportement a partir du temps n.

Démonstration. La premiére affirmation est immédiate, puisque, par définition,
n
Pa(So = 80, - ,Sn = Sn) = 550@ H P(Xi = 8§; — 51'_1),
=1

n
Po(So =80 —@a,...,5, = $n —a) = 05500 HIP’(Xi =8 —8i-1).
i=1

Pour la seconde propriété, on observe que

Po((Sr,Sn+1,---,98) € A| S, = s,B)
=Po((s,8+ Xpn+t1,.. -8+ Xnp1+--+Xn)EA| S, =5,B)
=P((s,$ + Xnt1,.. s+ Xnt1+ -+ Xn) € A)
= P,((S0,51,. .. ,Sn—n) € A),

ou 'on a utilisé le fait que {S, = s} N B € F,, est indépendant de (X, ;%)x>1 pour la deuxiéme
égalité, et le fait que (s,s+ Xn+1,.. ., s+ Xnt1+- -+ Xn) et (s,s+X1,..., s+ X1+ +Xn_pn)
ont méme loi, puisque les (X;);>1 sont i.i.d.. O
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Un peu de combinatoire permet de déterminer aisément la loi de S,,.

Lemme 3.2. Pour tout n > 1,

n —a n—sr+a
]P)a(S'n, = 3) = <n+sa>p(n+s )/Zq( + )/27
2

sis—a€{—n+2k:0<k<n}, et Po(S, =3)=0 sinon.
En particulier, il suit de la formule de Stirling que, lorsque p = g = % et n — oo,

1+ o0(1)
VI

Démonstration. Par homogénéité spatiale, il suffit de considérer le cas a = 0. Soit nL =
#{1<i1<n:X;==1}. On a manifestement n; +n_ =n et n, —n_ = s. Par conséquent,
pour que la marche atteigne s au temps n, il faut qu’elle ait fait n,. = ”T“ pas vers le haut,
et n_ = "5° pas vers le bas, ce qui n'est possible que si n + s est pair, et si [s| < n. Chaque
portion de trajectoire contribuant a cet événement a donc probabilité p™+q™—, et le nombre de

telles portions de trajectoires est donné par (n”+). O

Po(Sgn — 0) — (31)

3.3 Le premier retour au point de départ

Nous allons a présent étudier le temps mis par la marche pour retourner a son point de
départ. Plus précisément, nous allons nous intéresser aux événements

{TO>n}E{Sl¢O7SZ?£O:"'7S’/’L7€0})
{nn=n}={n>n—-1}n{S, =0}

Manifestement, ces deux événements appartiennent a 7,.

Remarque 3.1. Considérons la vartable aléatoire 7o = min{n > 1 : S, = 0} (avec la conven-
tion habituelle que min & = +00), définie sur les trajectoires de longueur infinie. On vérifie
immeédiatement que les deux événements ci-dessus correspondent effectivement a 19 > n
et 19 = n, respectivement. Cette approche alternative sera justifiée dans la seconde partie
du cours, ou l’on traitera d’univers générauz.

Théoréme 3.1. Pour tout n > 1,

b
PO(TO >n,S, = b) = |n|Po(Sn = b)

et donc q
Po(10 > n) = EEO(’SnD-

Démonstration. Toutes les portions de trajectoire joignant (0,0) a (n,b) étant équiprobables
(de probabilité p(nt8)/2g(n=b)/ 2), il suffit de déterminer combien d’entre elles ne revisitent pas
I’origine.
On suppose, sans perte de généralité, que b > 0. Dans ce cas, toutes les trajectoires contri-
buant & I’événement {7y > n,S, = b} satisfont S; = 1. Introduisons donc les ensembles suivants :
> 7:[(1,1),(n,b)] : ensemble de toutes les portions de trajectoires joignant (1,1) a (n,b) sans
intersecter 'axe des abscisses.
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> T1+[(1,1),(n,b)] : ensemble de toutes les portions de trajectoires joignant (1,1) a (n,b)
intersectant 1’axe des abscisses.
> 7[(1,1),(n,b)] : ensemble de toutes les portions de trajectoires joignant (1,1) a (n,b).
Manifestement,
ETL1),(10)] = #TIL),(m,D)] — #T2[(L,1),(n.d)]
On a vu, dans la preuve du Lemme 3.2, que #71(1,1),(n,b)] = (n+b ,)- Il nous faut donc déter-

miner #7:[(1,1),(n,b)]. L'observation essentielle, appelée prinC|pe de réflexion, est la suivante :
I’ensemble 71[(1,1),(n,b)] est en bijection avec l’ensemble 7[(1, — 1),(n,b)] des portions de tra-
jectoires joignant (1, — 1) a (n,b) : il suffit de réfléchir les 7y premiers pas de la trajectoire a
travers l'axe des abscisses, tout en conservant intacte la seconde partie de la trajectoire.

Or, #T[(1, — 1),(n,b)] = (%53), d’ot 'on déduit que
-1 -1 b
#T(1,0),(n.b)] = (Zb - 1) - (”W ) == (’L) (3:2)
2 2 2

b b
Po(70 > n, Sn =b) = <nn+b> p(nT)/2g(nb)/2 = ., Fo(Sn =),
2

Par conséquent,

la derniére égalité résultant du Lemme 3.2. O
On peut facilement déduire du résultat précédent une relation trés simple dans le cas symétrique.

Corollaire 3.1. Dans le cas symétrique,

Po(To > 2n) = PO(SQn = O).

Démonstration. En appliquant le résultat du lemme précédent et en exploitant la symétrie, on
obtient

n

Po(10 > 2n) Z ]P’o Son = —2k) + Po(San = 2k))
1

Z 0(S2n = 2k)

ii 2n 7277.
2n\n+k
2n —1 2n—1
:2—277,—1—1 _
Sk - ()
_ g-2n+l 2n—1
n

_on [ 2m
=272 <n> = Po(S2n = 0),
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la quatriéme ligne suivant de (3.2). O

Remarque 3.2. Combiné a (3.1), le résultat précédent montre que

Po(1o > 2n) = H\/%l) (3.3)

En particulier,

lim ]P)o(To > n) =0.
n—oo

Il serait pratique de pouvoir formuler ce dernier résultat sous la forme P(1p = +00) =0,
mais le probléme est que l'événement {1y = +oo} dépend de la trajectoire infinie, et
lunwvers correspondant n’est pas dénombrable et sort donc du cadre que nous considé-
rons pour le moment. Nous verrons toutefois plus tard qu’il est effectivement possible de
construire une mesure de probabilité P sur les trajectoires infinies satisfaisant, d’une part,
P(A) = P,(A) pour tout événement A € F, et, d’autre part, telle que st Ay D Ay D -+ est
une suite décroissante d’événements, alors? P(lim, o0 An) = lim, ,o P(4,). Dans notre
cas, {10 = +00} = lim,_,o{7 > n} et la suite ({70 > n})n>1 est manifestement décrois-
sante; l’écriture ci-dessus est donc justifiée.

Bien que la marche symétrique retourne presque-sirement a son point de départ (1o <
00 avec probabilité 1), cela peut prendre beaucoup de temps : l’espérance de Ty est infinie !
En effet, il suit de (3.3) et du Lemme 2.10 que

Eo(To/z) = Z Po(’ro > 2n) = 0.
n>0

Cect conduit a des propriétés plutdét contre-intuitives. Considérons, par exemple, une suite
de n > 1 lancers d’une piéce équilibrée. Notons R, le nombre d’instants ou il y a eu
égalité entre le nombre de « pile » et de « face » obtenus (ce qui correspond au nombre
de retours de la marche symétrique a son point de départ lors des n premiers pas). On
pourrait s’attendre a ce que E(Ra,) ~ 2E(R,,), c’est-a-dire que si on lance la piéce deux fois
plus souvent, alors on observera en moyenne approrimativement deux fois plus souvent
l’égalité. Ce n’est pas du tout ce qui se passe. En effet,

Eo(Bn) = Eo(>" Liseoy) = > Bo(Sk = 0) = O(/),
k=1 k=1

et la fréquence des retours tend donc vers 0 comme n~/2. Il faudra donc lancer la piéce

quatre fois plus souvent pour doubler le nombre moyen d’instants ou l’égalité a lieu !
Le résultat suivant fournit une formule explicite pour la loi du temps de premier retour en 0.

Corollaire 3.2. Pour tout n > 0 paar,

q
n—1

p
n—1

IP>0(S‘n,—1 — 1) +

Po(Sp_1 = —1).

(La probabilité de cet événement est nulle si n est impair.)

2. Si (Ak)r>1 est suite décroissante d'événements, alors limg 00 Ax = ﬂk>1 Apg. Similairement, pour une suite
croissante, limy— 0o Ax = (J,~, Ak
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Démonstration. Puisque {19 = n} = {170 > n — 1} N {S, = 0}, on déduit de la propriété de
Markov que
]P)o(’ro = n) = ]P)o(’ro =n,S5,_1= 1) + ]P)o(To =n,S,-1= —1)
= ]Po(Sn =0 | T >n—1, Sn_1 = 1)]P’0(To >n—1, Sp_1= 1)
—I—Po(Sn = O‘To >n—1,8,_1= —1)P0(To >n—1,8,_1= —1)
1 1
Po(Sp1 =1

— o(Sn-1=1)+p

ou 'on a utilisé le résultat du Théoréme 3.1. O

=q Po(Sp—1 = —1),

n—1

Dans le cas de la marche aléatoire simple symétrique, on obtient donc
1 1
Po(|Sn-1|=1) =
am g oSl =1) =2
puisque Po(S, = 0] |Sp—1] = 1) = % (On aurait évidemment également pu tirer ce résultat

directement du Corollaire 3.1.)

Po(’ro = n) = IPJO(S'n = 0)7

3.4 La loi de ’arc-sinus pour la derniére visite en 0

On peut également s’intéresser au moment de la derniére visite en 0 au cours des 2n premiers
pas, vp(2n) =max{0 < k <2n : S = 0}.

Théoréme 3.2 (Loi de ’arcsinus pour la derniére visite en 0). On suppose que p = 1/2. Pour
tout 0 < k <mn,
Po(Vo(z’n) = 2](2) = Po(Sgk = 0)P0(Sgn,2k = 0)

En particulier, pour tout 0 < a < B < 1,

vo(2n)

lim Po( € [a,f]) = % (arcsin /B — arcsin v/a).

Démonstration. La premiére affirmation suit de ’observation suivante :

Po(vo(2n) = 2k) = Po(Sar = 0,S2k+1 # 0, ...,S2, # 0)
= Po(S2r = 0) Po(S2k+1 #0,...,S2, # 0] Sar =0)
= Po(S2r = 0)Pp(S1 #0,...,52n—2r # 0)
= Po(Sar = 0) Po(S2n—2t = 0),
la derniére identité résultant du Corollaire 3.1.

Pour la seconde affirmation, observons tout d’abord qu’une application de la formule de
Stirling donne

Po(S2r = 0)Po(S2n 2r = 0) = <2k> <2n B 2k> 272" = _1roll) (3.4)

k)\ n—k - mk(n—k)’

lorsque k et n — k tendent vers l'infini. On a donc

LBn]
. vo(2n) o 1 Z k k. \-1/2
T}HEO PO( € [OL’ﬂD N 7115%0 ™ k=[an] (ﬁ(l . E))

= i/ﬁ(m(l - :t:))_l/zd:z:
2

. 2 .
= — arcsin+/B — = arcsin v/a.
i s
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Le lemme précédent a des conséquences peut-étre assez surprenantes au premier abord : si ’on
procéde a un grand nombre de lancers a pile ou face, la derniére fois que le nombre de « pile »
et le nombre de « face » obtenus ont coincidé est proche du début ou de la fin de la série avec
une probabilité substantielle : on a, par exemple,

2

Po(»(10000) < 100)  ~ arcsin /0,01 = 6,4%,
2

Po(~(10000) > 9900) = — arcsin /0,01 = 6,4%,
v

2
Py(v(10000) < 1000) = — arcsin /0,1 = 20,5%.
v

3.5 La loi de I’arc-sinus pour les temps de séjour

Nous allons a présent établir un autre résultat classique, également contre-intuitif lorsqu’on
le rencontre pour la premiére fois. Il concerne le temps total passé par la marche au-dessus de
0, pendant les 2n premiers pas. Plus précisément, on s’intéresse a la variable aléatoire

td, = #{0 <1< 2n : max(S;, Si+1) > 0}

donnant le temps pendant lequel la marche est positive. Observez que ¢, est nécessairement
pair.

Théoréme 3.3 (loi de ’arcsinus pour les temps de séjour). On suppose que p = 1/2. Alors,
Po(t3, = 2k) = Po(Sox = 0)Po(S2n—2t = 0).

En particulier, pour tout 0 < a < B < 1,

t
lim PO(;—; € [, B]) =

(arcsin /B — arcsin v/a).

3

Démonstration. Pour simplifier les notations, on introduit fa,(2k) = Po(t5, = 2k), et gop =
Po(S2x = 0). Nous voulons montrer que

fan(2k) = gorgon—2k- (3.5)
La premiére observation est que, par le Corollaire 3.1,
92n = Po(San, = 0)
= Po(70 > 2n)
=2Py(S1=1,5>1,...,8, >1)
=Po(S2>1,...,5, >1|5=1)
=Po(S1>0,...,S55,_1>0)
=Po(S1>0,...,5m-1>0,S3, >0)
= fan(2n).
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L’avant-derniére identité suit du fait que, So, 1 étant impair, Sy, 1 > 0 implique que Sy, > 0.
Ceci établit (3.5) lorsque k = n. L’identité pour k = 0 suit alors par symétrie.

Soit k € {1,...,n — 1}. Dans ce cas, lorsque '’événement t,,, = 2k est réalisé, le temps 75 du
premier retour a l'origine satisfait 79 = 27, avec 1 < r < n. Pour 1 < k < 7y, la marche reste
toujours strictement positive ou strictement négative, chacune de ces deux possibilités ayant
probabilité 1/2. Par conséquent,

n—=k

k
fgn 2]0 Z % 7'0 = 27’ fgn 21-(2k — 27’ + Z IPO 7'0 = 27')f2n 27-(2]6)
r=1 r=1

ou la premiére somme prend en compte la contribution des trajectoires restant positives jusqu’en
7o, €t la seconde celle des trajectoires négatives jusqu’en 7.

Pour conclure la preuve, on fait une récurrence. On a déja vérifié la validité de (3.5) pour
tous les 0 < k < n lorsque n = 1. Supposons donc (3.5) vérifiée pour tous les 0 < k < n lorsque
n < m. Alors, notant hy, = Po(7p = 2r), il suit de la précédente identité et de I’hypothése
d’induction que

k m—k
fom(2k) = 3> horgok—2092m—2k + 5 Y horgakgom—2r—2k = G2kG2m—2k,
r=1 r=1

ce qui conclut la preuve de (3.5). La derniére identité suit de 1'observation que, pour tout £ > 1,

V4
SZZZO Z SZZZO‘TO :27‘)P0(T0 —27‘)

0(S2¢—2r = 0)Po(70 = 27),

i M" I

s 1 ¢
Cest-a-dire gar = 24y gor2-har.

La seconde affirmation a déja été démontrée dans la preuve du Théoréme 3.2. O

Discutons & présent quelques conséquences de ce résultat. L’intuition (ainsi qu’une mauvaise
compréhension de ce qu’affirme la loi des grands nombres) pourrait laisser & penser qu’aprés un
grand temps 7, la fraction du temps passé de chaque c6té de ’origine devrait étre de 1'ordre de
1/2. Or ce n’est pas du tout ce qui a lieu : avec probabilité 1/5, la marche passera prés de 97,6%
de son temps du méme c6té de l'origine; avec probabilité 1/10, elle le fera pendant 99,4% de
son temps.

De fagon plus imagée, supposons que de nombreuses paires de joueurs jouent a pile ou face,
chaque paire langant la piéce une fois par seconde pendant 365 jours. La loi de ’arcsinus montre
alors que dans une partie sur 20, le joueur le plus chanceux pendant la partie domine l'autre
joueur pendant plus de 364 jours et 10 heures!

La figure suivante montre cing trajectoires (de longueur 200) typiques d’une marche aléatoire
simple symétrique sur Z. Observez la présence de longues excursions (morceaux de trajectoires
compris entre deux retours successifs a l'origine) !
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Chapitre 4

Fonctions génératrices

4.1 Définition, propriétés

Soit a = (a;)$2, une suite de nombres réels. On appelle fonction génératrice de la suite a
la fonction définie par

Go(s) = Z a;s’ pour les s € C tels que la série converge.

Rappelons quelques propriétés de base de ce type de fonctions.

Convergence. Il existe un rayon de convergence 0 < R < oo tel que la série converge
absolument si |s| < R et diverge si |s| > R. La série est uniformément convergente sur
les ensembles de la forme {s : |s| < R'}, quel que soit R’ < R.

Différentiation. G,(s) peut étre dérivée ou intégrée terme & terme un nombre arbitraire
de fois, tant que |s| < R.

Unicité. S'il existe 0 < R’ < R tel que G,(s) = Gp(s) pour tout |s| < R/, alors a, = b,
pour tout n. De plus,

_ 1 .
an = EGG (0).

Continuité. (Théoréme d’Abel) Si a; > 0 pour tout i, et G,(s) est finie pour |s| < 1,
alors limgy; Go(s) = 292 a4, que cette somme soit finie ou égale & +oo. (Ce résultat est
particuliérement utile lorsque le rayon de convergence R est égal & 1.)

Etant donnée une variable aléatoire X a valeurs dans N, la fonction de masse de X donne
lieu & la suite (fx(k))7>,; on va s’intéresser a la fonction génératrice qui lui est associée.

Définition 4.1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle fonction géné-
ratrice de X la fonction Gx : C — C donnée par la série entiére

Gx(s) = E(s%) = i s fx (k).
k=0

Remarque 4.1. Puisque Gx (1) = E(1) = 1, il suit que le rayon de convergence R de Gx
est toujours supérieur ou €gal a 1.

Ezemple 4.1. 1. Variable aléatoire constante. Si P(X = c) = 1, alors Gx(s) = s°.
2. Loi de Bernoulli. SiP(X =1)=pet P(X =0)=1—p,on a

Gx(s) =(1—p)+ ps.

65
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3. Lot binomzale. Pour une loi binomiale de parameétres n et p, la formule du bindme implique
que

n n B
Gx(s)=)_ <k p*(1 - )" *s* = ((1 - p) +ps)™.
k=0
4. Lot de Poisson. Pour X suivant une loi de Poisson de paramétre A, on obtient
Ak A
Gx(s) =) Ee’ sk =eMe1),
k=0
5. Lot géométrique. Pour X suivant une loi géométrique de parameétre p, on a

[e e}

_ DS
pl—pk lgh = =2
kZ::l( ) 1-(1-p)s

¢

Le théoréme d’Abel fournit une technique efficace pour calculer les moments de X ; par exemple
(G()I;)(l) devant s’interpréter comme limgyg Gg}(c)(s) lorsque R = 1)

Ge(s) = S ks*fx (k) . Gh(1) = E(X),
k=0

Ch(s) = S kk — 1)* 2 (k) — (1) = E(X(X - 1),
k=0

GY(s) = i koo (k—€+1)s* tix(k) = GP(1) = E(X - (X - £+1)).
k=0

On a donc en particulier le résultat suivant.

Proposition 4.1. Si Gx(s) est la fonction génératrice de X, alors
E(X) =Gx(1),  Var(X)=G%(1) + Gx(1) - G%(1)%

les expressions dans les membres de droite devant étre compris comme des limites s T 1
lorsque le rayon de convergence de Gx est égal a 1.

Ezxemple 4.2. Espérance et variance de la loi hypergéométrique. La formule du binéme montre
que la fonction génératrice d'une variable hypergéométrique X de paramétres N, n et b,

bAn
o= 2 AEE)G)
x(s) k:(nz—r)vos k/\n—k / n

est précisément le coefficient de z” du polyndme

Qe,s) = (1 + sa)(1+ )~/ <N>

n

11 suit que la moyenne de X coincide avec le coefficient de z™ de

%f(z, 1) = ab(1+ )" / <N>

n

et est donc donnée par G’y (1) = bn/N. Similairement, on trouve que la variance de X est égale
anb(N —b)(N —n)/(N® - N2?). %
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Remarque 4.2. En général, si l’on désire calculer les moments d’une vartable aléatoire
X, il se révéle avantageuzr de travailler avec la fonction génératrice des moments de X,
qui est définie par

Mx(t) = Gx(e"),

pourvyu que et < R, le rayon de convergence de Gx. En effet, on a alors

Mx(t) = i e*P(X =k) = i i (ts')n P(X = k)
k=0 k=0n=0 '
=3 L.(Z k" P(X = k)) == %E(X”).
n=0"" k=0 n=0""

Les moments de X peuvent donc étre aisément obtenus en différentiant Mx(t) :
E(X™) = M (0).

Les fonctions génératrices se révelent particuliérement utiles dans ’analyse de sommes de va-
riables aléatoires.

Proposition 4.2. Sotent Xi,...,X, des vartables aléatoires indépendantes a valeurs dans
N. Alors la fonction génératrice de S, = X1 + --- + X,, est donnée par

Gs,.(s) =Gx,(s)---Gx,(3)-

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.18, on a
Gs, (s) = B(sX1THXn) = B(s¥1 ... s%n) = B(s%1) - - - B(s%m).
O

Ezemple 4.3. Lot de Pascal. On peut a présent calculer aisément la fonction génératrice d’'une
variable de Pascal X de parameétres r et p. En effet, celle-ci peut se décomposer en X + r =
X1+ -+ X,, ou les X; sont des variables géométriques de paramétre p indépendantes, et on
a donc

Gx(s) =s"Gx1r(s) = s " (Gxy(s)" = (ﬁ)’_

o

Exzemple 4.4. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, suivant des lois binomiales
de paramétres m et p, et n et p, respectivement. Alors

Gx1v(s) = Gx(s)Gy(s) = ((1 —p) + ps)™ (1 —p) +ps)" = ((1 — p) +ps)™"",

et donc X + Y suit une loi binomiale de parameétres m + n et p.
Similairement, si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de
Poisson de paramétre A et p, respectivement, alors X 4+ Y suit une loi de Poisson de parameétre

A+
Gxiy(s) = Mo Derls—1) = g(Otr)(s—1),

De méme, on vérifie facilement que si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes
suivant des lois de Pascal de parameétres r; et p, et ro et p, alors X + Y suit une loi de Pascal
de paramétres r1 + 72 et p. &

En fait, on peut méme aller plus loin, et considérer la somme d'un nombre aléatoire de
variables aléatoires. Ceci a de nombreuses applications.
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Proposition 4.3. Soient X1, Xs,... une suite de variables aléatoires 1.1.d. a valeurs dans
N, Gx leur fonction génératrice commune, et N une variable aléatoire a valeurs dans N*,
indépendante des X; et dont la fonction génératrice est Gy. Alors la fonction génératrice
de S =X1+- -4+ Xy est donnée par

Gs=GnoGx.

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.19,

Gs(s) = E(s°) = E(E(s® | N)) ZE (s* | N)(n) P(N = n)
= ZE(5X1+ HEXP(N =n) = ZE (sX1)...E(s%") P(N = n)
=>_(Gx(s)"P(N = n) = Gn(Gx(s))-

O]

Ezemple 4.5. En prenant la dérivée de Gs en 1, on retrouve immédiatement le résultat de
I’Exemple 2.13. &

Ezemple 4.6. Une poule pond N ceufs, ot N suit une loi de Poisson de parameétre A. Chaque
ceuf éclot avec probabilité p indépendamment des autres. Soit K le nombre de poussins. On
a K =X +4+---4 Xy, ou les X; sont des variables aléatoires de Bernoulli de parameétre p
indépendantes. Quelle est la distribution de K ? Comme on 'a vu,

Gn(s) =exp(AM(s—1)), Gx(s)=(1-p)+ps.
Par conséquent,
Gk(s) = Gn(Gx(s)) =exp(Ap(s — 1)),

ce qui est la fonction génératrice d'une variable de Poisson de parameétre Ap. &
Le théoréeme de continuité suivant montre que les fonctions génératrices permettent 1’étude de
la convergence de certaines suites de variables aléatoires.
Théoréme 4.1. Soient (X,)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans N. Les
deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. pp = lim, o P(X, = k) existe pour tout k € N;

2. G(s) =limp_,00 Gx,(8) extste pour tout 0 < s < 1.

De plus, on a alors G(s) = Zkzo sk pr. En particulier, lorsque Zkzopk =1, 1l existe une
variable aléatoire X a wvaleurs dans N telle que

lim P(X, =k)=P(X = k), Vk € N.

n— 00
Remarque 4.3. Observez que l'on peut trés bien avoir l’existence de toutes les limaites
lim, ,0 P(X, = k) sans qu’il existe une variable aléatoire limate : il suffit de considérer,

par ezemple, des variables aléatoires (X,)n>1 telles que P(X, = n) = 1. Dans des situations
de ce type, une partie de la probabilité est « perdue a l'infini ».

Démonstration. 1. =—> 2. Supposons tout d’abord que px = lim, . P(X, = k) existe pour
tout £ € N, et posons G(s) = > k>0 s*pg. Soit 0 < s < 1. Comme |P(X, = k) —px| < 1,0n a

r

s
|Gx,.(s) \<Z!P Xn=k)—pe| + Z s <Z|IP’ :Dk|+ —
k=r+1




4.2. APPLICATION AUX PROCESSUS DE BRANCHEMENT 69

Les deux termes du membre de droite pouvant étre rendus arbitrairement petits en prenant r
suffisamment grand, puis n suffisamment grand, la conclusion suit.

2. = 1. Supposons a présent que G(s) = lim, ,o, Gx,(s) existe pour tout 0 < s < 1.
D’une part, G(s) étant nécessairement croissante en s, la limite G(0) = lim, o G(s) existe.
D’autre part, on a

S

P(Xn =0) = Gx,(0) < Gx,(s) <P(Xp =0)+ > _ s* =P(X, =0) + T

E>1

Ceci implique que

G(s) —

T S liminfP(X, = 0) <limsupP(X, = 0) < G(s),
et donc, en laissant s | 0,
7115%0 P(X, = 0) = G(0).
On procéde a présent par récurrence. Notons pp = P(X, = k), et supposons que py = lim,_, P
existe pour tout k < r. On peut alors écrire, pour tout 0 < s < 1,

lim Gx,(s) —p§ —pfs— -+ —pp_ys" 1 _ G(s)—po—p1§— - —pp_15" ! = H(s).

n—oo sT s7

La fraction dans le membre de gauche peut s’écrire ) .-, pp +rs’°, qui est a nouveau une série
a termes positifs. On peut donc répéter le raisonnement précédent afin de conclure a l'exis-
tence de la limite H,(0) = lim,|g H,(s). En procédant comme ci-dessus, on en déduit alors que
lim, . pi = H,(0).

Ceci montre l'existence de pr = lim,_ p}, pour tout & > 0. L’identification G(s) =
Y ok>0 pis® suit alors de Iimplication 1. = 2.. O

Ezemple 4.7. Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires de loi binom(n, p,), avec lim, o npp =
A>0.0na

lim Gx, (s) = nli—>néo(1 + (s — 1)pn)" = els—1X

n—oo

Cette derniére expression étant la fonction génératrice associée a la loi poisson(A), on retrouve
la loi des petits nombres. &

Remarque 4.4. Dans cette section, on a toujours supposé que les variables aléatoires pre-
naient valeurs dans N. Il est parfois ausst utile de considérer le cas de variables aléatoires
défectives prenant valeurs dans N U {+o0o}. Pour une telle variable aléatoire X, on wvoit
que Gx(s) = E(s%) converge tant que |s| < 1, et que

151%111GX(5) => P(X=k)=1-P(X = o0).

Il n’est bien sdr plus possible d’obtenir les moments de X a partir de Gx : ceuz-ct sont
tous wnfinis !
4.2 Application aux processus de branchement

Dans cette section, nous allons illustrer la puissance des fonctions génératrices dans 1’étude
d’une classe intéressante de processus stochastiques : les processus de branchement.
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A 1'époque victorienne, certaines personnes ont craint la disparition des noms des familles
aristocratiques. Sir Francis Galton ! posa originellement la question de déterminer la probabilité
d'un tel événement dans le Educational Times de 1873, et le Révérend Henry William Watson 2
répondit avec une solution. Ensemble, ils écrivirent alors, en 1874, un article intitulé « On the
probability of extinction of families ». Leur modéle suppose (cela étant considéré comme allant
de soi a I’époque de Galton, et étant encore le cas le plus courant dans la plupart des pays) que
le nom de famille est transmis a tous les enfants males par leur pére. Il suppose également que
le nombre de fils d'un individu est une variable aléatoire a valeurs dans N, et que le nombre de
fils d’hommes différents sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi.

Plus généralement, supposons qu'une population évolue par générations, et notons Z, le
nombre d'individus de la n®™ génération. Chaque membre de la n°™® génération donne naissance
a une famille, éventuellement vide, de la génération suivante; la taille de la famille est une
variable aléatoire. On fait les hypothéses suivantes :

> les tailles de chaque famille forment une collection de variable aléatoires indépendantes;
> les tailles des familles suivent toutes la méme loi.
Sous ces hypothéses, le processus est bien défini dés que la taille de la population initiale Zj
est donnée; on supposera ici que Zy = 1; le cas général s’en déduit facilement et est laissé en
exercice. Ce modéle peut également représenter la croissance d’une population de cellules, celle
de neutrons dans un réacteur, la propagation d’une maladie dans une population, etc.

On s’intéresse a la suite aléatoire Zy, Z1, Zs, ... des tailles des générations successives. Ce

processus peut étre défini de la fagon suivante : on considére une collection (X7')n>o0x>1 de
variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans N; X;' représente le nombre de fils du k*™e individu de
la n®™e génération (si celui-ci existe). On note G la fonction génératrice commune & ces variables
aléatoires (encodant donc la loi du nombre de fils d’un individu). On peut alors poser Z; = 1
et, pour n > 1,
Zn =X '+ X3P+ X5 (4.1)
le nombre d’individus de la n®™¢ génération étant égal au nombre total de fils des individus de
la (n — 1)°™¢ génération. On notera G,(s) = E(s?") la fonction génératrice de Z,. Observez
qu’en particulier G; = G, puisque Zy = 1.

Notons que, comme dans le chapitre 3, I’étude du processus au temps 7 ne requiert qu’un
espace de probabilité discret (les trajectoires du processus entre les temps 0 et n).

Théoréme 4.2. Pour toutn > 1,

G,=G"=GoGo---0G.
—_—

n fois

1. Sir Francis Galton (1822, Sparkbrook — 1911, Haslemere), homme de science britannique. L’un des fon-
dateurs de la psychologie différentielle ou comparée. On lui doit le terme anticyclone, ainsi que l'invention du
sac de couchage. A partir de 1865, il se consacre & la statistique avec 'objectif de quantifier les caractéristiques
physiques, psychiques et comportementales de ’'homme, ainsi que leur évolution.

2. Henry William Watson (1827 — 1903), mathématicien britanique.
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Démonstration. Soit n > 1. Il suit immédiatement de (4.1) et de la Proposition 4.3 que
Gn=Gp_10G,

puisque Z,, est la somme de Z,, 1 variables aléatoires i.i.d. de fonction génératrice G. L’affirma-
tion se démontre alors en itérant ’identité précédente :

Gn:anloG:(Gn720G)OG:"-:GOGO~--oG,
N—

n fois

O

Les moments de la variable aléatoire Z,, peuvent facilement s’exprimer en termes des moments
de la variable aléatoire Z; décrivant la taille d'une famille typique.

Lemme 4.1. Soit u = E(Z;) et 0? = Var(Z). Alors

no? sip=1

Var(Z. =
2 {aw S o) sipAlL

Démonstration. Par le Théoréeme 4.2, G,, = G°* = Go Golr-1) = Go G,_1. Par conséquent, il
suit de la Proposition 4.1 que

E(Zn) = G,(1) = G'(Gn-1(1)) G, 1(1) = G'(1) G, 4(1) = pE(Zn-1),
ce qui donne bien, aprés itération, E(Z,) = p". Similairement,
Gn(1) = G"(1) (Gr1(1))* + G'(1) G4 (1)
Par conséquent, la Proposition 4.1 implique que
Var(Z,) = o "2 + uVar(Z,_1),
et la conclusion suit. O

Une question particuliérement intéressante concerne le destin de la population : va-t-elle s’éteindre
aprés un temps fini, ou au contraire, toutes les générations auront-elles une taille strictement po-
sitive ? Cette question peut étre reformulée sous la forme suivante : la limite lim,_, . P(Z, = 0)
est-elle égale a 1 (extinction inéluctable) ou strictement inférieure & 1 (survie possible) ? (Obser-
vez que s’il est possible qu’'un individu n’ait pas de descendance, alors la probabilité d’extinction
est toujours strictement positive.)

Remarque 4.5. Comme pour le cas du retour a l'origine de la marche aléatoire au cha-
pitre 3, il serait plus commode de pouvoir considérer directement des trajectoires « in-
fintes » du processus. Dans ce cas, l’événement « la population s’éteint aprés un temps
fini » pourrait s’écrire (puisque Z, € N pour tout n)

{estinction} = { lim Z, =0} = {3no : Z, =0, Vn > no} = gl{Zn = 0}.
n_

Comme on l’a déja mentionné au chapitre 3, on discutera plus tard comment construire
une mesure de probabilité P sur les trajectoires infinies. De plus, cette mesure limaite
satisfera P(limp 00 Zn = 0) = limp_00 P(Zn = 0), car la suite d’événements {Z, = 0}pn>1
est croissante.
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Le théoréme suivant montre que le destin de la population est étroitement lié a la taille
moyenne des familles.

Théoréme 4.3. Soit p = E(Z), la taille moyenne d’une famaille. La probabilité d’extinction

1= Jim P(Z, =0)
est donnée par la plus petite racine positive de l’équation s = G(s). En particulier, n =1
stpu<letn<1lsipu>1 Lorsque u=1, on an =1 dés que la lor de Z; posséde une
variance positive.

Démonstration. Notons 7, = P(Z, = 0) = G,(0). L’existence de la limite 7 = lim, 00 7, €st
immédiate puisque (7,)n>1 est une suite croissante et bornée (par 1). On a

M = Gn(0) = G(Gn-1(0)) = G(7n-1).

Par continuité de G, on peut passer & la limite (n — ©0), ce qui montre que la probabilité
d’extinction satisfait

n= lm 79, = lim G(n,-1) = G(lim 7,_,) = G(n).

Vérifions a présent que si a est une racine positive de cette équation, alors 7 < a. G étant

croissante sur [0, 1], on a
m = G(0) < G(a) = a.

Similairement,
n2 = G(m) < G(a) = a.

11 suit, par induction, que 7, < a, pour tout n, et donc que < a. Par conséquent, n est bien
la plus petite racine positive de I’équation s = G(s).

Pour démontrer la seconde affirmation, on utilise le fait que G est convexe sur [0, 1] ; ceci est
vrai, car

G"(s) =E(Z1(Z1 — 1)s%* 2) = > " k(k—1)s* °P(Z, =k) >0,  pour s € [0,1].
k>2

G est donc convexe (en fait, strictement convexe si P(Z; > 2) > 0) et croissante sur [0, 1], avec
G(1) = 1. L’équation s = G(s) posséde toujours au moins une solution en s = 1 et au plus une
seconde (par convexité), sauf dans le cas trivial ou P(Z; = 1) = 1, pour lequel G(s) = s pour
tout s et 7 = 0. En excluant ce dernier cas, la question est donc de déterminer si une seconde
solution inférieure a 1 existe (lorsqu’elle existe, elle est forcément positive, car G(0) > 0). Un
coup d’ceil a la Figure 4.1 (et un argument analytique élémentaire laissé en exercice), montre
que cela dépend de la valeur de g = G’(1). Lorsque G'(1) = u < 1, la plus petite solution est
n = 1. Lorsque G'(1) = u > 1, la plus petite solution doit étre inférieure a 1, puisque G(0) > 0,
et donc 77 < 1. Finalement, dans le cas g = 1, le deux courbes sont tangentes en 1, et donc 7 =1
deés que Z; posséde une variance positive (puisque dans ce cas G est strictement convexe sur
[0,1]). O

4.3 Application a la marche aléatoire simple sur 7Z

Nous allons a présent donner une illustration de l’utilisation des fonctions génératrices a
I’étude la la marche aléatoire simple sur Z. On a déja vu, dans le chapitre 3 que la marche
symétrique retournait presque-sfirement a son point de départ. Nous allons a présent considérer
la méme question pour une marche de parameétre p arbitraire.
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L . L A B
y = G(s)
y = G(s)
=2 vl =2 y=G(s)
1=mn l=nm Ui
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FIGURE 4.1: Solutions de I’équation G(s) = s. Gauche : u < 1. Milieu : 4 = 1 et Var(Z;) > 0. Droite :

w> 1

On note g, = Py(S, = 0) et h, = Py(79 = n). Les fonctions génératrices correspondantes

sont

Cs) = gas®,  H(s) =
n=0

Il convient de remarquer que 7y peut étre défective, auquel cas H(1) = Py(1p < 00) < 1.

Lemme 4.2. 1. G(s) =1+ G(s)H(s).
2. G(s) = (1 — 4pgs?)~1/2.
3. H(s) =1 — (1 — 4pgs?)*/2.

Démonstration. 1. Comme on l'a déja vu, on a, pour n > 1,

gon = ]P)o(Sgn = 0) = ZPO(TO = 2k)Po(Sgn =0 ‘ T0 = 2]{2)

k=1
n

= Z Po(To = 2k)P0(Sgn72k =0

k=1

Par conséquent

o0 (o] (o] n
G(s)=> gms™" =1+ gons”" =1+ ) > Ropgon_oks""
n=0 n=1 n=1k=1

La conclusion suit donc, puisque

(e} [o o 2NN ]

n=1k=1 k=1n==k

n
YOO  hokgon—2ks”" =D > horgon—2ks”"

n
) =) Bokgan—2k-
)

= > hoks™ > gan 2k = H(s)G(s).
k=1 n==k

2. On doit calculer la fonction génératrice associée a la suite

(n72) (PQ)™?, n pair,

gn = { . .
0 7, lmpair,
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c’est-a-dire G(s) = 3,50 (27?) (pgs?)™. Pour ce faire, on vérifie tout d’abord que

<2n> _n)t_pen-nt n CHED Y <—§>,

n (n!)? n! n!
ou l'on a employé les notations standards

(2n)! _ (2n)!
(2n)(2n —2)(2n —4)---2  2nnl’

2n-1"=(2n-1)2n—-3)(2n—5).---3 =

et, poura € Ret n € N,

<a> ala—1)(a—2)---(a—n+1)

n n!

On a vu (Lemme 1.4) que, pour tout a € R et tout z tel que |z| < 1,

(1+2z)*= Z (Z) z".

n>0

Par conséquent, on a que, pour |4pgs?| < 1 (c’est-a-dire |s| < 1, puisque pq < ),

G(s)= ) (;}) (—4pgs®)"™ = (1 — 4pgs®) /2.

n>0
3. suit immeédiatement de 1 et 2. O

Corollaire 4.1. La probabilité que la marche retourne au moins une fois a l’origine est

égale a
[oe]

Po(1o < 00) = ) h(n) =H(1) =1~ |p—q|.
n=1
Dans le cas ou cela est certain, c’est-a-dire lorsque p = q = %, l’espérance du temps de
premaer retour est infinie,

Eo(70) = i nh(n) = H'(1) = oo.
n=1

Démonstration. La premiére affirmation suit aprés avoir pris la limite s 1 1 dans ’expression
pour H(s) donnée dans le Lemme 4.2 (observez que 1 — 4pg = (p — q)?).
Lorsque p = %, la fonction génératrice du temps de premier retour devient simplement
H(s) =1 — (1 — s2)1/2. Par conséquent,
Eo(7o) = Um H'(s) = oo.
sT1
O

Définition 4.2. La marche aléatoire est dite récurrente si le retour a son point de départ
est (presque) certain; sinon elle est dite transiente. On dit qu’elle est récurrente-nulle si
elle est récurrente et que l’espérance de temps de retour est infinie, et récurrente-positive
st cette espérance est finie.

Le corollaire précédent montre que la marche aléatoire simple unidimensionnelle est récurrente-
nulle si p = % et transiente dans les autres cas.
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4.4 Fonction génératrice conjointe

Tout comme la loi d’une variable aléatoire a valeurs dans N peut étre encodée par sa fonction
génératrice, la loi conjointe d’'une famille de variables aléatoires a valeurs dans N peut étre
encodée par leur fonction génératrice conjointe.

Définition 4.3. La fonction génératrice conjointe du vecteur aléatoire X = (Xi,...,Xn)
prenant valeurs dans N est définie par

G(Xl,...,Xn)(sla 000 sn) = E(s{ﬁ e an)

La fonction génératrice conjointe peut étre utilisée pour caractériser I'indépendance de variables
aléatoires.

Proposition 4.4. Xi,...,X,, a valeurs dans N, sont indépendantes st et seulement st
G(x1,..,%n) (81,4 8n) = Gx,(81) - - Gx,,(80),
pour tout Si1,...,Sn.

Démonstration. Les X; étant indépendantes, c’est aussi le cas des s; ‘. Par conséquent,

Gixi,xn) (81, -y 8n) = E(s70 - 55m) = E(s) - - - E(s5)
=Gx,(s1) - Gx,(s0)

Pour démontrer 1’autre direction, on procéde comme suit :

G(X]_,...,Xn)(sli M sn) - GXl (31) e G-Xn(sn) =
Yo ostteesir (P(Xy =21,..., Xn = 2p) —P(X1 = 21) - P(Xp = ).

T1,eym

Comme, par hypotheése, cette fonction est identiquement nulle sur son domaine de définition,
on en conclut que

IP)()(1:-'171;---;)(71:-'1771)_IP)()(1:-'171)"'@()(71:fz:‘n):m

pour tout z1,...,z, (observez qu’on peut obtenir les coefficients d’une telle série entiére en la
dérivant par rapport a ses variables en s; = --- = s, = 0, et ici toutes les dérivées sont nulles).
Les X; sont donc indépendants. O






Deuxiéme partie

Espaces de probabilité généraux

Résumé

Dans cette partie du cours, nous verrons comment traiter les univers infinis non néces-
sairement dénombrables. Pour ce faire, le formalisme général de la théorie des probabilités,
basé sur les axiomes de Kolmogorov, sera introduit.






Chapitre 5

Approche axiomatique

5.1 Construction d’espaces de probabilité

Nous allons a présent discuter des espaces de probabilité associés a des univers {2 généraux
(c’est-a-dire, potentiellement non dénombrables). Cette situation est substantiellement plus sub-
tile que celle considérée dans la premiére partie.

Manifestement, on ne peut en général plus considérer ’approche utilisée dans la premiére
partie, consistant a construire la mesure de probabilité IP a partir de la probabilité des événements
élémentaires. On va donc chercher & définir P directement au niveau des événements généraux.
Quelles sont les propriétés qu’il est naturel d’exiger d’une telle mesure ? Les propriétés suivantes
semblent étre le minimum :

> P(A) € [0, 1] pour tout événement A;

> normalisation : P(Q) = 1;

> o-additivité : P(Ug>q Ak) = Dop>1 P(Ak), pour toute collection (Ag)r>1 d’événements 2

a 2 disjoints. - - -

En effet, si ces propriétés sont satisfaites, alors on retrouve les autres propriétés utilisées abon-
damment dans la premiére partie, le Corollaire 1.1 restant valide. Une justification supplémen-
taire de I'importance de I’hypothése de o-additivité est donnée par le lemme suivant, qui montre
gu’elle implique une forme de continuité de IP, dont on a vu a plusieurs reprises dans la premiére
partie de ce cours a quel point elle est désirable.

Lemme 5.1. Supposons l’hypothese de g-additivité satisfaite. Alors, pour toute suite crois-
sante d’événements A1 C Ao C A3 C---, on a

P(lim Ay) = lim P(4,),

n—oo n—00

ot limp 00 An = Up>1 An. Stmilairement, on a, pour toute suite décroissante By D By 2
By o
P(lim B,) = lim P(B,),

n—00 n—00

Démonstration. On peut écrire lim,, ,o, A, = A3 U (Az \ A1) U (43 \ A2) U .-+ comme union
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d’'une famille d’événements deux-a-deux disjoints. Par conséquent,

n—oo

P(lim A,) =P(4;) + i P(Aiy1 \ 4A;)
i=1

=P(4;) + lim Z Air) —P(4;))

n—00
=P Al —I— 11111 (P An+1 P(Al))
= lim P(A4,).

n—00
La seconde affirmation suit facilement, puisque la suite des complémentaires (Bf);>; est crois-
sante. On peut donc appliquer la premiére partie pour obtenir

[e e}

P(lim B,)=P(( | B;) = U BY) =1 — lim P(Bf) = lim P(B;).

n—oo . 71— 00 1—00
=1 =1

O]

Remarque 5.1. Soit (Ag)x>1 une famille d’événements 2 a 2 disjoints. La suite d’événe-
ments B, = Ule A, est croissante et limg_,oo By = UQl A;. Par conséquent, la propriété
de continuité ci-dessus et l'additivité finie de P implique sa o-additivité :

k k 00
P A;)) =P(lim Bg) = lim P(B) = lim P A;)=1 P(4;) = P(A4;).
(U4 =P(lim By) = lim P(B,) = lim B(U 4) = lim ) F(4) =), P(4)

P est donc o-additive si et seulement si elle est finiment additive et continue (au sens
ci-dessus).

La question qui se pose a présent est de déterminer s’il est toujours possible de construire une
mesure de probabilité P : &(Q2) — R possédant ces trois propriétés. Le lemme suivant montre
que cet espoir est vain.

Lemme 5.2. Soit Q = {0, 1} l’univers correspondant a une suite infinie de lancers d’une
piéce de monnaie équilibrée. Il n’existe pas d’application P : Z(Q) — [0,1] possédant les
propriétés suivantes :
> P(Q) =
> P(Ur>1 4k) = Dop>1 P(Ak), pour toute collection (Ax)r>1 d’événements 2 a 2 dis-
joints ; -
> Pour tout AC Q etn > 1, P(T,A) =P(A4), ou

Th: w=(w1,ws,...) = (W1, ,Wn_1,1 — Wn,Wnt1,--.)
est ’application inversant le résultat du n®™ lancer.

Remarque 5.2. La troisiéme condition exprime a la fois l'indépendance des lancers suc-
cessifs et le fait que la piéce est équilibrée.

Démonstration. Notons ~ la relation d’équivalence sur 2 donnée par w ~ w' si et seulement
si il existe N(w,w’) tel que wr = wj, pour tout ¥ > N. L’axiome du choix permet alors de
construire un sous-ensemble A de €2 contenant exactement un représentant de chacune des
classes d’équivalence.
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Soit & = {S C N* : |S| < oo} l'ensemble de toutes les collections finies d’entiers naturels.
Comme S = UJ,,>1 {S C N* : maxS = m} est une union dénombrable d’ensembles finis, S est
dénombrable.

Etant donné S = {ni,...,nx} € S, on note Ts = [[,cgTn = Tn, © - © Ty, 'application
inversant le résultat des lancers spécifiés par S.

On a alors :

> Q2 = Uges Ts(A). En effet, pour chaque w € Q, il existe un ' € A (le représentant de sa
classe d’équivalence) tel que w ~ w', et donc un ensemble S € S tel que w = Tg(w') €
Ts(A).
> Les ensembles (T's(A))scs sont 2 & 2 disjoints. En effet, supposons que T, (A)NTs,(A) #
@. 1l existe alors wy,ws € A tels que T, (w1) = Ts,(w2). On a alors wy ~ Tg, (w1) =
Ts,(ws) ~ wa, et donc wy ~ ws, ce qui implique que wy; = w» et donc S; = Ss.
On en déduit que

1=P(Q) =P(|J Ts(4)) = > P(Ts(4)) = ) P(A),

Ses Ses Ses

ce qui est impossible. O

Remarque 5.3. La preuve précédente repose sur l’ariome du choix (non-dénombrable).
On peut montrer que cela est nécessaire.

Au vu du résultat précédent, il nous faut faire des concessions. Il n’est pas souhaitable de
renoncer aux propriétés énoncées ci-dessus, car cela appauvrirait substantiellement la théorie.
Une autre solution est de renoncer a chercher a définir P sur tous les sous-ensembles de €.
En effet, 'applicabilité de la théorie ne sera pas diminuée si les sous-ensembles auxquels on
n'associe pas de probabilité sont suffisamment pathologiques. Le fait mentionné précédemment
que la construction de sous-ensembles problématiques, comme celui donné dans la preuve ci-
dessus, requiert ’axiome du choix montre qu’aucun de ceux-ci ne peut étre décrit explicitement.
En particulier, leur exclusion n’a aucun impact dans la pratique.

5.1.1 La tribu des événements

La discussion précédente nous conduit donc a restreindre la notion d’événements a une classe
F C 2(Q). Afin de pouvoir travailler, 7 doit &tre stable sous les manipulations habituelles.
Ceci conduit a la définition suivante.

Définition 5.1. Un ensemble F C H£(Q) est une tribu sur Q si elle posséde les propriétés
sutvantes :

> QeF;

>VAEF, A=Q\AcF;

> pour toute collection Ai, As,... € F, Up>1 An € F.
La paire (2, F) est appelée un espace probabilisable.

On en déduit facilement les propriétés suivantes.

Lemme 5.3. Une tribu F sur §2 posséde les propriétés suivantes :
> g EF,
> VA, Be F, AUB,ANnB,A\Be€ F,
> pour toute collection A1, As,... €F, (1,>1 An € F.

Démonstration. Laissée en exercice. O
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La facon habituelle de construire une tribu est de partir d'un ensemble G de « bons » sous-
ensembles de €2, faciles a décrire, et de définir F comme étant la plus petite tribu contenant G.
Cette approche repose sur ’observation suivante.

Lemme 5.4. Soit (F;,% € I) une famille quelconque de tribus sur Q. Alors (\;c; F; est
également une tribu sur €2.

Démonstration. BExercice. O

Définition 5.2. Soit G C (). On appelle tribu engendrée par G, notée o(G), la plus
petite tribu contenant G,
a(G) =) Fi
1€l
ot (Fs,1 € I) est la famille de toutes les tribus sur Q contenant G (cette famille étant
non-vide puisqu’elle contient toujours Z(Q2)).

Ezemple 5.1. 1. Soit Q2 dénombrable et § = {{w} : w € Q} I'ensemble des singletons. Alors,
o(G) = 2(Q2), puisque A = |J,c4{w} pour tout A € 2(Q).
2. Soit 2 = R™ et soit

n

g = {H[ai:bi] sa; < b, a4,b; € Q} .

i=1
La tribu B™ = 0(G) est appelée tribu borélienne sur R™ et les éléments de B™ sont appelés les
boréliens de R™. Observons que B™ est un ensemble trés riche :

> B™ contient tous les ouverts de R™. Il suffit en effet d’observer que, si A est un ouvert,

alors on peut trouver, pour tout élément w € A, un ensemble B € G tel que w € B C A.
Par conséquent, A = |Upeg B est une union dénombrable d’éléments de G et appartient

BCA
donc a B".
> B™ contient tous les fermés de R™ (par stabilité de F sous passage au complémentaire).

3. La tribu B = B! peut également étre engendrée par
G' = {(-o0,c] : c € R}.

En effet, d'une part, les éléments de G’ étant fermés, il suit que G’ C B et donc o(G') C B
(par minimalité de la tribu engendrée). D’autre part, o(G’') contient tous les intervalles (a, b] =
(—00,b]\ (—00, a], et donc tous les intervalles [a,b] = N,>1(a — 1 b]. o(G') contient donc la tribu
B engendrée par ces derniers (& nouveau, par minimalité).

4. Soit @ # A C R™. L’ensemble B(A) = {BN A : B € B*} est une tribu sur A, appelée la
tribu des boréliens de A. &

Un exemple important est donné par la construction de la tribu-produit.

Définition 5.3. Soit (E;,&;), © € I # &, une collection d’espaces probabilisables, et Q =
[L;cr Ei le produit cartésien des ensembles E;. Soit X; : Q — E; l’application associant a

w = (wi)icr € Q la composante w;. Soit encore G = {Xi_l(Ai) tiel, A€ &-} la collection
des sous-ensembles de 2 spécifiés par un événement concernant une unique composante.
Alors, la tribu Q;c; & = 0(G) est appelée la tribu-produit des &; sur Q.

Dans le cas ot E; = E et & = &, pour tout i € I, on utilise la notation £¥ = Rier €

Ezemple 5.2. 1. La tribu B” est la tribu-produit de n copies de B, B" = B®".

2. L’ensemble des trajectoires d'un processus stochastique en temps discret, a valeurs dans un
ensemble au plus dénombrable, est de la forme EN, oit E est I’ensemble au plus dénombrable
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des états dans lequel peut se trouver le systéme en un temps donné. La tribu-produit E®V est
alors précisément celle qui est engendrée par les cylindres

[317"'7sn]:{w€Q : (J.I]_:S]_,...,wn:Sn},

oun € N*et sy,...,5, € E. &

5.1.2 La mesure de probabilité

On veut a présent associer a chaque événement A € F sa probabilité. La définition suivante,
élaborée durant les premiéres décennies du XXeéme siécle, est généralement attribuée a Andrei
Kolmogorov.

Définition 5.4. Une mesure de probabilité sur un espace probabilisable (2, F) est une
application P : F — [0,1] telle que
> P(Q) =1,
> P(Ug>14k) = 2i>1 P(Ak), pour toute collection (Ax)r>1 d’événements 2 a 2 dis-
joints.

Le triplet (2, F,P) est alors appelé un espace de probabilité.

Ezemple 5.3. On vérifie facilement que, pour tout w € , l'application §, : Z(Q2) — [0, 1]
définie par

1 siw€eA,

0 sinon,

o]

est une mesure de probabilité sur (2, Z(2)). On l'appelle la masse de Dirac en w.
Similairement, si p € [0, 1], 'application P : Z(R) — [0, 1] définie par

]P’:p61+(1—p)60

est une mesure de probabilité sur (R, Z(R)). Il s’agit évidemment de la loi de Bernoulli de
paramétre p. &

Remarque 5.4. Comme ses hypothéses sont satisfaites par définition, les propriétés listées
dans le Corollaire 1.1 sont encore vérifiées pour une mesure de probabilité P générale (il
faut évidement restreindre les événements concernés a la tribu F).

Nous aurons besoin des définitions suivantes.

Définition 5.5. Une collection C de parties d’un ensemble Q est un w-systéme si elle est
stable par intersection, c’est-a-dire st AN B € C pour tout A, B € C.

Une collection M de parties d’un ensemble 2 est une classe monotone si elle posséede
les propriétés suivantes :

> QeM;

> B\ A€E M, pour tout A,B € M tels que AC B;

> U;>1 4 € M, pour toute suite Aj, Az,... € M d’ensembles 2 a 2 disjoints.

Comme on I'a fait pour les tribus, étant donné C C #(2), on peut considérer la collection M (C)
de toutes les classes monotones contenant C; cette collection est non-vide puisqu’elle contient
Z(Q2). Comme l'intersection de classes monotones est encore une classe monotone, on peut
définir la classe monotone M(C) engendrée par C par

M@= () M.
MeM(C)
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Manifestement, toute tribu est une classe monotone. En particulier, o(C) est une classe monotone
contenant C. Par conséquent, o(C) O M(C). Le résultat suivant montre que si C est un 7-systéme,
alors il y a en fait égalité.

Lemme 5.5 (Lemme des classes monotones). Soit C un w-systéme. Alors, o(C) = M(C).

Démonstration. 11 suffit de montrer que M(C) est une tribu, puisque cela impliquera alors que
o(C) C M(C).

La collection D; = {ACQ : AnB € M(C), VB € C} est manifestement une classe mono-
tone. De plus, C étant un 7-systéme, D; O C. Par conséquent, D; O M(C), par minimalité de
M(C). Ceci signifie que AN B € M(C) pour tout A € M(C) et B €C.

Similairement, la collection Do = {A CQ : AN B € M(C), VB € M(C)} est également une
classe monotone, et par ’observation précédente, D2 O C. Par conséquent, Dy O M(C), c’est-a-
dire AN B € M(C) pour tout 4, B € M(C). M(C) est donc un 7-systéme.

Montrons a présent que M(C) est en fait une tribu. Soient A;, Az... € M(C). M(C) étant
un m-systéme, il suit que les ensembles

Bi=A;\[JA;=4n()(Q\4)
i< <

appartiennent également & M(C) et sont disjoints 2 & 2. On en conclut que ;> 4i = U;>1 Bi €
M(C) ce qui termine la preuve. O

Le lemme précédent permet de démontrer le résultat suivant, fort utile.

Théoréme 5.1 (Théoréme d’unicité). Sot (2, F,P) un espace de probabilité, et supposons
que F = a(G) pour un certain G C P(Q). Lorsque G est un w-systéme, P est complétement
déterminée par sa restriction IP"g ag.

Démonstration. Soit Q une mesure de probabilité sur (£, F) telle que Qg = P|g. On vérifie
aisément que la collection D = {A € F : P(A) = Q(A)} est une classe monotone. De plus, D O G
par hypothése. Il suit donc de la minimalité de M(G) que D D M(G).

G étant un w-systéme, le Lemme 5.5 implique que F = o(G) = M(G) C D, et donc que
F =D. O

Le probléme qui se pose & présent est de construire une mesure de probabilité sur une tribu
donnée. Grace au Théoréme 5.1, ceci revient a déterminer les conditions sous lesquelles il est
possible d’étendre une fonction P définie sur un w-systéme a la tribu que ce dernier engendre.
Une réponse a ce probléme est donnée par le théoréme de Carathéodory, qui sera démontré en
Analyse III. Il repose sur la définition suivante.

Définition 5.6. Une collection A de sous-ensembles de Q est une algebre st
> QEA;
>VAEA A=Q\AcA;
> pour tout A, BE€ A, AUB € A.

Théoréme 5.2 (Théoréme d’extension de Carathéodory). Une mesure de probabilité définie
sur une algébre A posséde une unique extension a la tribu engendrée par A.

Esquissons a présent quelques applications importantes de ce résultat.
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La mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Soit 2 = [0,1]. On aimerait construire une mesure de probabilité A modélisant le tirage
au hasard, uniformément (c’est-a-dire sans favoriser aucun nombre), d’un élément de [0, 1]. En
particulier, ceci implique que la mesure d’un intervalle I = [a,b) C [0,1] arbitraire devrait
étre donné par sa longueur b — a. On sait donc comment définir la mesure A sur la collection
Z ={[a,b) : 0 <a <b<1}. Cela ne suffit pas tout a fait, puisque Z n’est pas une algébre. On
considére donc la collection

By={hLU---Ul,: ; eTU{1},1<k<n,n>1}

de toutes les unions finies d’intervalles de Z et du singleton {1}. P peut alors étre facilement
étendue aux éléments de By par additivité finie : si A est 'union de k intervalles disjoints
Ii,..., Iy, alors A(A) = A(I1) + - - - + A(Ix). On vérifie facilement que By est une algébre et que
a(Bo) = B([0,1]).

Afin de pouvoir appliquer le Théoréme 5.2, il reste a vérifier que I'application A ainsi définie
sur By est bien une mesure de probabilité, c’est-a-dire que si A1, Ao, ... € By sont 2 & 2 disjoints
et si A = U2, A;i € By, alors A(A) = Y225 A(A;). Nous ne le ferons pas ici (cela sera fait en
Analyse III).

Une fois ceci établi, le Théoréme 5.2 implique que X posséde une unique extension a une
mesure de probabilité sur B([0, 1]).

Définition 5.7. La mesure de probabilité A sur ([0,1],B([0,1])) construite ci-dessus est
appelée mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Remarque 5.5. On peut évidemment construire de la méme fagon la mesure sur [0,1),
(0,1) ou (0,1].

Mesure-produit.

Soient (21, F1,P1) et (Qg, F2,P5) deux espaces de probabilité. On désire construire une
mesure de probabilité P; ® Ps sur (2 x Q9, F1 ® F2) satisfaisant

P ® PQ(A X B) = ]P)]_(A)Pg(B), VA € Fi,B € Fo.

Ceci détermine donc les valeurs prises par P; ®P» sur la collectionZ = {A x B : A € F1,B € Fa}.
En utilisant ’additivité finie, on peut étendre la définition de P; ® P, a l'algébre Fy obtenue en
considérant toutes les unions finies d’éléments de Z. On montre ensuite que 'application P; @ Py
est en fait une mesure de probabilité sur Fy. La conclusion suit alors du Théoréme 5.2, puisque
o(Fo) = F1 ® Fo.

Ceci permet, par exemple, la construction de la mesure de Lebesgue sur ([0, 1]", B(][0, 1]"))
a partir de la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

5.2 Variables aléatoires

Nous allons a présent étendre la notion de variables aléatoires au contexte plus général
considéré dans cette partie du cours.

Définition 5.8. Une variable aléatoire sur un espace probabilisable (2, F) est une applica-
tion X : 2 — R telle que
XYB)eF, VB € B.
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La condition donnée dans cette définition est naturelle. En effet, les événements d’intérét seront
de la forme {X € B} = X 1(B), B € B (comme on I'a vu, B contient tous les sous-ensembles
pertinents dans la pratique). Si ’on veut pouvoir associer une probabilité & un événement de ce
type, il est nécessaire qu’il appartienne a F.

Remarque 5.6. Plus généralement, on peut considérer une paire d’espaces probabilisables
(Q,F) et (Q,F'). Une variable aléatoire de (Q2,F) dans (Q',F') est une application X :
Q — Q' telle que

X YA)eF, VAe F'.

Dans ce cours, nous réserverons le terme de vartable aléatoire auz applications a valeurs
dans R, et on parlera d’applications mesurables de (Q2, F) dans (', F') pour ces applications
plus générales.

Ezxzemple 5.4. Si Q est au plus dénombrable, toute application X : 2 — R est une variable
aléatoire sur (2, Z(Q)). &

Lemme 5.6. Si F' = o(G'), alors
X YA ecF, VAcF & X YA)ecF, VAcgG.
Démonstration. Supposons que X 1(A) € F pour tout A € G'. La collection
A={Aacq : x7N(4) e F}
est alors une tribu contenant G’. Comme F' = ¢(G'), on a donc A’ O F’, et donc X !(4) € F
pour tout A € F'. O

Ezemple 5.5. 1l suit du Lemme 5.6 et de I’Exemple 5.1 (point 3) que X est une variable aléatoire
si et seulement si

{X <c}eF, VceR.
(On peut bien sfir remplacer < par <, > ou >.) &
Ezemple 5.6. Soit Q C R™ et F = B*(Q2). Alors, toute fonction continue X : Q@ — R est une

variable aléatoire. En effet, pour tout ¢ € R, {X < c} est un fermé de Q et appartient donc a
B™(2), par le point 2 de I’Exemple 5.1. &

5.2.1 Loi et fonction de répartition

Comme dans le cas discret, la mesure de probabilité P sur (2, F) et la variable aléatoire X
induisent une mesure de probabilité Px = Po X! sur R. Cela suit du résultat général suivant.

Théoréme 5.3. Soit X une application mesurable d’un espace de probabilité (2, F,P) dans
un espace probabilisable (', F'). Alors l'application P' : F' — [0, 1] définie par

P'(A) =P(X~1(4"), VA eF,
est une mesure de probabilité sur (', F').

Démonstration. On vérifie immédiatement que P'(Q') = 1. D’autre part, si A}, 45,... € F
sont 2 & 2 disjoints, alors c’est également le cas de leur préimages X ~1(A4}), X ~1(45),..., ce qui
implique que

P'(U 4n) =P(X M 40)) =P({UJ X H(4) = D_P(XH(AR)) = X P(4).

n>1 n>1 n>1 n>1 n>1
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Définition 5.9. La mesure de probabilité Px = Po X! sur (R, B) induite par une variable
aléatoire X est appelée la loi de X.
On dit de deux variables aléatoires X et Y qu’elles ont la méme loi, ou qu’elles sont

. . o . loi
identiquement distribuées, lorsque Px = Py. Dans ce cas, on écrira X =Y .

Exzemple 5.7. On peut clairement caractériser une variable aléatoire discréte comme étant une
variable aléatoire dont la loi est de la forme

Px = Zpkamm
kel

ou I # @ est un ensemble au plus dénombrable, les zx, k € I, sont des réels distincts, et les pg,
k € I, des réels strictement positifs tels que ) ;c;pr = 1. &

Il suit du Théoréme d’unicité 5.1 et du point 3 de I’Exemple 5.1 qu’'une mesure de probabilité
P sur (R, B) est entiérement déterminée par la fonction Fp(z) = P((—o00,z]). En particulier, la
loi d’une variable aléatoire X est entiérement déterminée par la fonction Fx(z) = P(X < z).

Définition 5.10. Soit P une mesure de probabilité sur (R, B). La fonction Fp : R — [0,1],
Fp(z) = P((—o0,z]), est appelée fonction de répartition de P.

Sott X une vartable aléatoire sur un espace probabilisé (Q, F,P). La fonction Fx : R —
[0,1], Fx(z) = P(X < z), est appelée fonction de répartition de X .

Lemme 5.7. La fonction de répartition Fp : R — [0, 1] associée a& une mesure de probabilité
sur (R, B) posséde les propriétés suivantes :

1. Fp est croissante;
2. limg ,_o Fp(z) =0;
3. limgy 100 Fp(z) =1,

4. Fp est continue a droite.

Démonstration. Les trois premiéres affirmations sont immeédiates. La quatriéme est une consé-
quence du Lemme 5.1 : pour toute suite z,, | z,

lim Fp(z,) = Jim P((—00,zn]) = P(() (0, za]) = P((—0,2]) = Fp(z).

n—00
n>1

O]

En fait, on peut montrer que les quatre propriétés ci-dessus caractérisent les fonctions de ré-
partition : toute fonction F : R — R les possédant est la fonction de répartition associée a une
mesure de probabilité sur (2, F).

Lemme 5.8. Soit F: R — R une fonction possédant les quatre propriétés du Lemme 5.7.
Alors, il existe une variable aléatorre X sur ((0,1),B((0,1)),) telle que Fx = F. Cette
variable aléatoire est explicitement donnée par

X(u) =inf{c € R : F(c) > u}, u € (0,1).

Démonstration. Les propriétés 2 et 3 impliquent que X(u) € (—o00,00) pour tout u € (0,1).
Observons a présent que I'infimum est en fait un minimum, puisque F' est continue a droite. Ceci
implique que X (u) < c si et seulement si w < F(c). En particulier, {X < ¢} = (0, F(c)]N(0,1) €
B((0,1)), et donc X est une variable aléatoire, par la discussion de I’Exemple 5.5. De plus,
Fx(c) = A((0, F(c)]) = F(c) pour tout ¢ € R. O
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Lemme 5.9. Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx. Alors,
1. P(X >z)=1- Fx(z),
2. P(z < X <y) = Fx(y) — Fx(z),
3. P(X =z) = Fx(z) — limyz Fx(y).

Démonstration. Les deux premiéres affirmations sont immeédiates. Pour la troisiéme, on consi-
dére les événements 4, = {z — % < X < z}. Puisque lim, ;o A, = {X = z}, il suit du
Lemme 5.1 que
_ _ . . . _ _ l
P(X =2) = lim P(A,) = lim (Fx(z) - Fx(z - 1)),

par le point 2. (la limite existe par monotonicité de Fi). O

5.3 Indépendance

Les notions de probabilité conditionnelle et d'indépendance d’événements et de variables
aléatoires introduites dans la premiére partie du cours sont inchangées, modulo la restriction
des événements a la tribu F.

Définition 5.11. Soit (Q2, F,P) un espace de probabilité.

Sotent B € F tel que P(B) > 0 et A € F. La probabilité conditionnelle de A sachant B
est définte par P(A|B) = P(AN B)/P(B).

Une famille d’événements (A;)ic1 est indépendante sous P st

P([) Ai) = [T P(A),

e eJ

pour tous les sous-ensembles finis J de I.
Une famille de variables aléatoires (X;)icr est indépendante st les événements

{X; € A;},1 e,
sont indépendants pour tout A; € B, 1 € J, et tout J C I fins.

A nouveau, on vérifie aisément que P(- | B) est un mesure de probabilité sur les espaces proba-
bilisables (2, F) et (B, F(B)), ou F(B)={ANB : A€ F}.

On a vu dans la premiére partie du cours qu’afin de vérifier l'indépendance de variables
aléatoires discrétes, il suffisait de considérer des singletons A; = {z;} avec z; € X;(€2). Dans le

PP

classe particuliére d’événements.

Lemme 5.10. La famille de variables aléatoire (X;)1<i<n est indépendante si et seulement

S
n

IP)(-X.l <z1,...,Xn < xn) = H]P)(X'L < ZBi),
i=1
pour tout z; € R, 1 <2< n.

On a également vu, dans le cas de variables aléatoires discrétes, que si les variables aléatoires
(X;)icr sont indépendantes, alors il en est de méme des variables aléatoires (;(X;)):cr. On peut
également étendre ce résultat au contexte actuel.

Lemme 5.11. Soit (X;);c; des variables aléatoires indépendantes sur un espace de proba-
bilité (Q, F,P), et soient (p;)icr une famille de variables aléatoires sur (R, B). Alors, les
variables aléatoires (p;(X;)) sont indépendantes.
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Démonstration. Identique a celle du Lemme 2.4. O

5.4 Espérance

Etant a présent en possession d'une notion appropriée de variable aléatoire, il est temps de
nous tourner vers la généralisation du concept d’espérance.

L’idée de départ est simple : nous sommes déja en possession d'un concept d’espérance
pour les variables aléatoires discréetes. Il est donc naturel d’essayer d’approximer nos variables
aléatoires générales par des variables discrétes.

Soit donc X : © — R une variable aléatoire, et n € N*. On considére la discrétisation de X
a 'échelle 1/n :

1
X" = Z|nx]|.
n
Ainsi, X(™)(w) = k/n lorsque k/n < X(w) < (k+ 1)/n, k € Z. Manifestement, X (") est une
variable aléatoire discréte. De plus, pour tout n € N*,

XW§X<XW+% (5.1)

On aimerait définir 'espérance de X comme limite des espérance des variables aléatoires discrétes
X () lorsque n — 00. Cela est possible, car la suite (H:*?(X(")))n>1 est une suite de Cauchy. En

effet, il suit de (5.1) que, pour tout m,n € N*, X(") < X < X(™) 4 1/m; en particulier,

?

|x(™) — x (™) < max( ).

S|+

1
m
On en déduit que si E(|X(m)\) < oo pour un certain m € N*, alors c’est le cas pour tout n € N*.
On a donc bien, pour tout m,n € N*,

1

E(X™) ~ E(X1™)] < B(X™ ~ X0V)) < max( -, L

).

Définition 5.12. Soit X : Q@ — R wune variable aléatoire sur un espace de probabilité
(Q, F,P). On dit que X posséde une espérance si E(|X(™)|) < co pour un (et donc tous les)
n € N*. Dans ce cas, l’espérance de X est

On écrira alors X € L1 = LY(P).

Remarque 5.7. Fvidemment, si X est une variable aléatoire discréte, la définition précé-
dente de l’espérance coincide avec celle de la premiére partie du cours, puisque

lim [E(X™) - E(X)| < lim B(X™ - X|) < lim L =o0.

n—00 n—oo

Remarque 5.8. Il est important d’observer que l’espérance de X ne dépend en fait que de
la loi Px =Po X! de X. Plus précisément, on a

E(X) = lim E(X™) = lim 3" %Px([k/n, (k +1)/n)) = Ep, (Idg),

n—o00
keZ

ot Idr est la variable aléatoire identité sur R : Idg : R — R, Idgr(z) = z, et l’espérance du
membre de droite est prise par rapport a la mesure de probabilité Px sur (R, B).
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Les principales propriétés de l'espérance établie dans le cas de variables aléatoires discrétes
s'étendent aisément au cas général.

Théoréme 5.4. Soient Y, X, X, € L, pour tout n > 1. Alors,
1. X >0 = E(X)>0.
2. E(X]) > [E(X)].
3. (Linéarité) Pour tout a,B € R, aX + BY € L! et

E(aX + YY) = aE(X) + BE(Y).

N

. (0-additivité) Supposons que les variables aléatoires X,, n > 1, soient positives et
que X =351 Xn. Alors,
E(X)= > E(Xpn).

n>1

5. (Convergence monotone) Lorsque les variables aléatoires X,, n > 1, satisfont X,,
X ponctuellement, on a
E(X) = lim E(X,).

n—r00

(@)}

. S1 X etY sont indépendantes, alors E(XY) =E(X)E(Y).

. Les wnégalités de Cauchy-Schwarz et Jensen sont vérifiées.

R

Démonstration. On se raméne aux propriétés établies dans le cas discret, cf. Lemme 2.8.
1. Evident, puisque X > 0 implique X, > 0 pour tout n.
2. Comme || X")| - |X|(")| < 2/n,

— 1 Y = 13 (n) i (m)] =
E(X]) = lim E(|X|™) = lim B(X™]) > lim [E(X®™)| = [E(X)).

3. Comme |(aX + BY)™ —aXx(™) — gY(™)| < (1 + |a + B)/n,

E(aX + pY) = lim E(eX™ + pY(™) = lim aE(X™) + FE(Y (™) = aE(X) + BE(Y).

4. Le méme argument que dans le cas discret montre que E(X) > 2on>1 E(X,). Pour l'inégalité

n+k
dans ’autre direction, on introduit les variables aléatoires discrétes Y, = X7(12 ) . 11 suit
alors de (5.1) que Yo < X, < Ypp + 27"~k Par conséquent, en utilisant les propriétés déja
démontrées, on obtient, pour tout k& > 1,

E(X) =E() Xn) SE(Y Yok +27"7) = 3 E(Yap) +27° < 3 E(Xy) + 275
n>1 n>1 n>1 n>1

5. suit de 4 comme dans la preuve du Lemme 2.8.
6. Comme |(XY)(™) — XMy (™| < (|X|+|Y|+1)/n,0on a

E(XY) = lim E(XY)™) = lim E(X™y™) = 1im E(XM™)E(Y™) = E(X)E(Y).

n— 00 n—o0 n—oo

7. Au vu des propriétés déja établies, les preuves données dans le cas discret s’appliquent ici. [

Les deux résultats suivants se révelent également trés souvent utiles.
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Théoréme 5.5. Soient X, € L}, n > 1.
1. (Lemme de Fatou) Supposons que X, > 0. Alors,

E(liminf X,,) < liminf E(X,).
n—00 n—00

2. (Convergence dominée) Supposons que X, — X ponctuellement, et qu’il existe une
variable aléatoire Y € L! telle que |X,| <Y pour tout n. Alors, X € L et
nlgIgOIE(Xn) =E(X).
Démonstration. 1. Soit ¥, = infx>n X et Y =lim, o Y, = liminf, , X,. On a donc d'une
part que Y, < X,,, et d’autre part que Y,, Y. Il suit donc, par convergence monotone, que

liminf B(X,) > lilnl)i(%fIE(Yn) = E(Y) = E(liminf X,,).

n—oo n—oo

2. Comme X, +Y > 0, il suit du lemme de Fatou que
E(X)+EY)=EX+Y) < linxgiorng(Xn +Y)= linrgioréf E(X,) +E(Y),

et donc, puisque E(Y) < 00, que E(X) < liminf, ,, E(X,).
De la méme fagon, puisque —X,, +Y > 0, on obtient que E(X) > limsup,,_,, E(X,). La
conclusion suit. O

Remarque 5.9. On vérifie aisément que les théorémes de convergences monotone et do-
manée restent vrais st l’on remplace la convergence ponctuelle par la convergence presque-
sire, c’est-a-dire la convergence ponctuelle sur un sous-ensemble Qy C Q tel que P(Qp) = 1.

Ayant a disposition une notion d’espérance, on peut définir comme précédemment les mo-
ments d’ordres supérieurs et la variance. Les propriétés démontrées dans le cas discret restent
vraies, car leurs preuves ne reposent que sur les propriétés de l’espérance que 1'on vient de
généraliser. On ne les répétera pas ici.

5.5 Variables aléatoires a densité

5.5.1 Espérance et intégration

La notion d’espérance introduite précédemment partage de nombreuses propriétés avec l'in-
tégrale de Riemann : elle est linéaire, elle préserve 1’ordre, etc. En fait, cela va beaucoup plus
loin.

Théoréme 5.6. On considére l’espace de probabilité ([0, 1], B([0,1]),A), ot A est la mesure
de Lebesgue. Soit X : [0,1] — R une fonction Riemann-intégrable bornée. Alors, X est une
variable aléatoire et E(X) = fol X(s)ds.

Nous ne démontrerons pas ce théoréme et nous contenterons de renvoyer a la Figure 77; une
preuve sera donnée dans le cours de théorie de la mesure.

Au vu du Théoréme 5.6, on voit que E(X) fournit une généralisation de la notion d’intégrale
au sens de Riemann : c’est ce que l'on appelle l'intégrale de Lebesgue de X. On la notera
E(X) = fol X(s)A(ds) = fol X dA. Cette derniére permet d’intégrer beaucoup plus de fonctions
que 'intégrale de Riemann, et a ’avantage considérable de se comporter beaucoup mieux sous
passage a la limite comme le montrent les théorémes de convergence monotone et dominée.
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Remarque 5.10. Si X est une vartable aléatoire sur un espace probabilisé (Q2, F,P), on
peut également considérer E(X) comme définissant l'intégrale de la fonction X sur Q,
relativement & la mesure de probabilité P. Pour cette raison, on utilise souvent la notation

E(X) = /Q X (w)P(dw) = / X dP.

Finalement, observons qu'il n’est pas nécessaire de restreindre le domaine d’intégration a
I'intervalle [0,1]. Si X : R — R est mesurable, on peut en effet définir

[e9) 1
/ X(s)A(ds) = 3 / X(s +n) A(ds).
—o0 nez 0
Bien entendu, A dans le membre de gauche n’est pas une mesure de probabilité : A(R) = 400.
Une application o-additive 4 : F — R™ est appelée une mesure. On va voir a présent que cette
mesure permet de définir de nombreuses mesures de probabilité d’intérét sur B(R).

Terminologie : on dira qu'une propriété des nombres réels est vraie presque partout si
I’ensemble des points ol elle n’est pas vérifiée est inclus dans un ensemble de mesure de Lebesgue
nulle.

Notation : Afin d’alléger les notations, nous noterons simplement [ f(s)ds au lieu de
J f(s) A(ds). Ceci ne devrait pas préter a confusion, toutes les intégrales considérées étant prises
au sens de Lebesgue. De plus, on utilisera la notation habituelle [, f(s)ds = [ f(s)1a(s)ds.

5.5.2 Densité de probabilité, absolue continuité

Définition 5.13. Soit f : R — R une fonction mesurable positive, telle que [ f(s)ds = 1.
Alors Uapplication P: B — [0,1] définie par

P(A) = /Af(s)ds, VA € B,

est une mesure de probabilité sur (R, B). Dans ce cas, on dit que la mesure P est absolument
continue (par rapport a la mesure de Lebesgue), et f est appelée la densité de probabilité
associée a P.

Remarque 5.11. 1. Insistons sur le fait que la valeur f(s) n’est pas une probabilité (en
particulier, f(s) peut étre plus grande que 1). Par contre, il peut étre utile de penser
a f(s)ds comme a la probabilité de l’intervalle [s, s + ds].
2. La densité de probabilité associée a une mesure de probabilité absolument continue
P n’est pas unique : st f est une densité de probabilité pour P et g ne différe de f
que sur un ensemble de mesure de Lebesgue 0, alors g est également une densité de
probabilité pour P. En effet, si B={z : f(z) # g(z)}, alors

Af(s)ds:A\Bf(s)ds+ Ame(s)ds:A\Bg(s)dSZAg(s)ds,

puisque A(A N B) =0 implique que [,~g f(s)ds = [,59(s)ds =0.
On vérifie facilement que c’est la seule possibilité. Parler de « la » fonction de densité
associée a une mesure de probabilité P ne portera donc pas a conséquence.

En particulier, la fonction de répartition associée a une mesure de probabilité absolument conti-
nue P de densité de probabilité f satisfait

Ful@) = P((-o0,al) = [ f(s)ds.
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En particulier, Fp est continue .

Remarque 5.12. On peut fabriquer des fonctions de répartition F (assez pathologiques)
qui sont continues, mais qui ne sont pas associées a des mesures de probabilité absolument
continues. Les mesures de probabilité correspondantes sont dites singuliéres.

Remarque 5.13. On peut démontrer (c’est le Théoréme de différentiation de Lebesgue)
que Fp est différentiable presque partout. Cect permet d’associer a P une densité de proba-
bilité de fagon canonique : on prendra f(z) = Fp(z) en tout point ou Fp est différentiable,
et f(z) =0 ailleurs.

Tout ceci s’étend naturellement aux variables aléatoires.

Définition 5.14. Une variable aléatoire X est a densité si sa loi est absolument continue.
La densité de probabilité associée a Px est alors notée fx et appelée densité de probabilité
de X.

Ainsi, pour toute variable aléatoire X a densité,
P(X € A) :/ fx(s)ds, VA € B.
A
Théoréme 5.7. Soit Q € B et P une mesure de probabilité sur (2, B(2)) avec densité de

probabilité f, et soit X une variable aléatoire sur Q. Alors, X € L(P) si et seulement si
Jo 1X(s)|f(s)ds < oo et, dans ce cas,

E(X) = / X(s)f(s)ds.
Q
Démonstration. Pour chaque n > 1, on voit que E(|X(™)]) < oo si et seulement si 'expression

SIEBE = 5= SR [, fle)ds

keZ kEZ n X<
=3 fo o XOUSISE)ds = [ 1Xs)f(5) s
kez ! nSX< Q

est finie. Comme |X — X(")| < 1, ceci a lieu si et seulement si [, |X(s)[f(s)ds < oo.
On a alors

E(X(™) = /Q X (s)f(s)ds — /Q X(s)f(s)ds,
puisque [ XM (s)f(s)ds < Jo X(s)f(s)ds < [q XM (s)f(s)ds + % d

Corollaire 5.1. Soit X une variable aléatoire a densité, et ¢ : R — R wune application
mesurable telle que p(X) € L. Alors, ’espérance de la variable aléatoire p(X) satisfait

E(p(X)) = [ 9(s) fx(s)ds.

1. Cela n'est pas complétement évident si f n’est pas bornée. Une fagon de procéder est la suivante. On fixe
€ > 0. Pour n > 1, on introduit f, = min(f,n). On a alors f, T f lorsque n — co. Par le Théoréme de convergence
monotone, on a que fR fn(z)dz — fR f(z)dz. On peut donc trouver n assez grand pour que fR(f(:n) —fn(z)) < e
On a alors

/ F(z)de = / (F(&) = fu(2))da + / fala)de < / (F(2) - fale))dz + nA(4) < ¢+ nA(4) < 26,

pour tout A € B tel que A(A) < § = ¢/n. La continuité suit, puisque A([z,z + 8]) = 6.
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FI1GURE 5.1: Densité de probabilité de la loi uniforme sur [—2, 2].

Remarque 5.14. Observez la simzilarité formelle avec le résultat correspondant pour les
variables discrétes : E(p(X)) = Yo x(a) v(2)fx ().

Démonstration. Il suit de la Remarque 5.8 que

]EP((p ° X) = IEIF"O((,OOX)_l (IdR)7

ol l'on a explicité les mesures par rapport auxquelles les espérances sont prises. Une seconde
application de la Remarque 5.8 implique donc que

]E]poxfl((p) = ]E]poxflotpfl(:[dR) = Epo(wox)fl(IdR) = E[P“D o X)

La conclusion suit du théoréme précédent, puisque

Epox1(0) = /]R o(s) fx(s) ds.

5.5.3 Exemples importants de variables aléatoires & densité

On présente ici quelques-unes des lois a densité les plus importantes. Elles sont introduites
a partir de leur densité de probabilité, et il est laissé en exercice de vérifier que ses densités de
probabilité sont proprement normalisées (c’est-a-dire d’intégrale 1).

Loi uniforme

Soient a < b. X est uniforme sur [a, b], noté X ~ U(a,b), si elle a densité de probabilité

1

fx(z) = —a 1[a,5(2).

Cette distribution modélise le tirage d’un élément de l'intervalle [a, b] de fagon uniforme, c’est-
a-dire sans en privilégier aucun.
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FIGURE 5.2: Densité de probabilité de la loi exponentielle pour A = 1.

L’espérance et la variance de X se calcule aisément :

b
E(X):ﬁ/ sds = b,
a

b

Var(X) = B(X?) - B(X)? = gl [ s%ds - (4 — otabus _ (ol _ (el

Plus généralement, pour tout A € B, on X est uniforme sur 4, X ~ U(4) si

fx(z) = A(lA) 1a(z).

Loi exponentielle

X est exponentielle de paramétre A > 0, X ~ exp(]) si elle admet pour densité de probabilité
fx(z) =Xe 1(0,00)(T)-

Cette loi joue un rdle central dans la théorie des processus markoviens a temps continu ; nous
en aurons un apercu dans le chapitre 11.

Elle peut étre vue comme limite de la distribution géométrique, et apparait dans la pra-
tique pour la description du temps d’attente entre deux événements imprédictibles (appels té-
léphoniques, tremblements de terre, émission de particules par désintégration radioactive, etc.).
Considérons une suite d’épreuves de Bernoulli effectuées aux temps 6, 24, 39, .. ., et soit W le
temps du premier succes. Alors, pour tout £ € N,

P(W > ké) = (1 — p)*.

Fixons a présent un temps ¢ > 0. Jusqu’au temps ¢, il y aura eu approximativement k = ¢/§
épreuves. On veut laisser ¢ tendre vers 0. Pour que le résultat ne soit pas trivial, il faut également
que p tende vers 0 de fagon a ce que p/d tende vers une constante A > 0. Dans ce cas,

P(W > t) = P(W > ga) ~ (1= A6 — et
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FIcURE 5.3: Densité de probabilité de la loi normale : u = 0,02 = 1 (bleu), u = 0,02 = 2 (magenta) et
uw=10%=1 (vert).

I1 est aussi aisé de voir (exercice) que la loi exponentielle posséde la méme propriété de perte
de mémoire que la loi géométrique, cf. Lemme 2.1.
A nouveau, 1'espérance et la variance de X ~ exp()) se calculent aisément :

/ se M ds = / e Mds=21,
0 0
=2

E(X)=A
V(X) = / sleMds— A2 =22
0

Loi normale

Il s’agit sans doute de la loi la plus importante, de par son ubiquité (& cause du théoréme
central limite, que ’on étudiera plus tard). X suit une loi normale (ou gaussienne) de paramétres
pet o2, X ~ N(u,od?), si elle a densité de probabilité

RY:
fx(e) = s emn(-C LD,

pour tout z € R. Lorsque ¢ = 0 et 02 = 1, on parle de loi normale standard. La fonction de
répartition de la loi normale standard est habituellement notée &.
Les paramétres u et 02 ont des interprétations immédiates : lorsque X ~ N (u, 0?),

_52/20.2 ds _ 'u,,

E(X) = \/2;7/, se (K2 ds =+

. oo
— se
V2omo? [w

Var(X) = ﬁ/_ (s— ,u,)2e’(5’“)2/2 ds = 02\/2;7/_ e /29" 45 = 2.

Loi gamma
X suit la loi gamma de paramétres A\,¢ > 0, X ~ gamma(\, 1), si elle a densité de probabilité

fx(z) = F(lﬂxtmt—le—hl[o,ooxm),
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FIGURE 5.4: Densité de probabilité de la loi Gamma pour A = 0.5 et diverses valeurs de .

ou I' est la fonction gamma,
(o]
I'(t) = / '~ le~%dz.
0

Lorsque A = %, et t = %d, d entier, on dit que X suit la loi du x? a d degrés de liberté. Cette
distribution joue un roéle important en statistiques.

L’espérance et la variance de X ~ gamma(,t) sont données par
M [T 1A ge— 1 [T g ) 1a s g — ¢
o 5 ¢ $ = | (As) € S=Tex T n

E(X) = &5
Var(X) = E(X?) - E(X)* = T(£)X2

Loi de Cauchy
X suit la loi de Cauchy?, X ~ cauchy, si elle a densité de probabilité

1
fx(z) = m:

pour tout z € R.

Cette loi a un certain nombre de propriétés « pathologiques », et apparait souvent dans des
contre-exemples. En particulier, elle ne posséde pas d’espérance, puisque E(|X|) = oo (et donc

pas de variance non plus).

Loi béta
X suit une loi beta de parameétres a,b > 0, X ~ beta(a,b), si elle a densité de probabilité

Fx(@) = g (-2 1 (a),

2. Augustin Louis, baron Cauchy (1789, Paris — 1857, Sceaux), mathématicien frangais.
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F1cURrE 5.5: Densité de probabilité de la loi de Cauchy.
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F1cURE 5.6: Densité de probabilité de la loi béta pour diverses valeurs de a et b.
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ot B(a,b) est la constante de normalisation. On peut montrer que

['(a)0(b)

B(a,b) = T(atb)

Sia=0b=1, X est uniforme sur [0, 1].
La distribution béta est trés utilisée en statistiques bayesiennes.
On calcule facilement son espérance et sa variance :

1 1
a— — a — — a 7b —_ _a
E(X) = gig [ 05" (1 — 9 s = iy [ @ (1 -0 tds = B = e

2 2 B(a+2,b a2 a(a+1 a? ab
Var(X) = E(X7) - E(X)” = J(s(a,b)) “ (atd)® T (a+b§(a+12+1) " (a+0)® T (a+b)3(atbt1)”

Loi de Student

X suit une loi de Student® ou loi ¢t & v > 0 degrés de liberté, X ~ student(v), si elle a
densité de probabilité

fule) = WD) ), Ty

Vvml(v/2) v
pour z € R.

Cette distribution apparait dans le probléme de ’estimation de la moyenne d'une population
normalement distribuée lorsque 1’échantillon est petit. C’est la base des célébres tests de Student
en statistiques.

Son espérance est nulle lorsque v > 1, et n’existe pas pour v < 1. Sa variance n’est pas
définie lorsque v < 1, elle est infinie lorsque 1 < v < 2, et elle est égale a v/(v — 2) lorsque
v>2.

Loi de Weibull

X suit une loi de Weibull* de paramétre de forme k > 0 et de paramétre d’échelle A > 0 si
elle a densité de probabilité

_ki

k-1 _(z
=13 e M 1 0)(a).

fx(z)
Lorsque k = 1, on retrouve la distribution exponentielle.

La loi de Weibull est trés populaire dans les modéles statistiques en flabilité. Elle est égale-
ment utilisée, par exemple, pour analyser les signaux recus par les radars, ou dans les réseaux
de communication sans fil. D'un point de vue plus théorique, elle joue un réle important dans
I’analyse des valeurs extrémes lors d’expériences aléatoires.

On trouve que son espérance et sa variance sont données par

Var(X) = )\2]_"(]_ + %) _ )\21'\(1 + %)2

3. William Sealy Gosset (1876, Canterbury — 1937, Beaconsfield), connu sous le pseudonyme Student, chimiste
et statisticien irlandais. Employé de la brasserie Guinness pour stabiliser le goit de la biére, il a ainsi inventé le
célébre test de Student.

4. Ernst Hjalmar Waloddi Weibull (1887,7?? — 1979, Annecy), ingénieur et mathématicien suédois.
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5.5.4 Vecteurs aléatoires a densité
La notion de vecteur aléatoire s'étend sans difficulté au cas d’univers généraux.

Définition 5.15. Un vecteur aléatoire de dimension n est une application mesurable d’un
espace probabilisable (2, F) vers l’espace probabilisable (R™, B").

Nous nous intéresserons plus particulierement au cas des vecteurs aléatoires a densité.
Définition 5.16. Un vecteur aléatorre X = (X1,...,X,) est a densité s’il existe une fonction
positive fx : R™ — R telle que

P(X € A) = /Afx(a:l, o zp)dzy---den, VA€ B[R

fx est la densité de probabilité conjointe du vecteur aléatoire X.

Remarque 5.15. On peut montrer qu’il suffit de vérifier la condition pour des ensembles
A de la forme (—00,z1] X -+ X (—00,Zy], Z1,...,Z, € R, c’est-a-dire que

T1 Tn
Fx(ml,...,:t:n):IP’(Xlg:z:l,...,XnS:z:n):/ d31~~-/ ds, fx(s1,-.-,5n).

La fonction Fx est appelée fonction de répartition conjointe de X.

A nouveau, il n’y a pas unicité de la densité conjointe, et on choisira toujours une
version de fx satisfaisant fx(zi1,...,Zn) = (%ﬂifawﬁ'x(ml,...,zn), en chaque point ot la
fonction de répartition conjointe est suffisamment différentiable.

Les densités de probabilité des composantes d’'un vecteur aléatoire X peuvent étre aisément
extraites de la densité de probabilité conjointe.

Lemme 5.12. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire & densité. Alors, pour tout 1 <

k<mn,
fx.(zk) :/ del"'/ dxkfl/ d$k+1"'/ dz, fx(z1,...,Zn).

Démonstration.
P(X, € A) =P(X € RF ! x A x R™F)
= dz; - -dzp_ 1/ dmk/ dzit1 - dzn fx(z1, ..., Zn)

RE-1
—/ d:c / “'dwk—l/ d$k+1'--diﬂnfx(ﬂ?l,---,fﬂn)}
RkE—-1 Rn—k
et une version de fx, est donc donnée par ’expression entre accolades. O
Définition 5.17. Etant donné un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,), les densités de pro-

babilité fx,, 1 < k < n, sont appelées ses densités de probabilité marginales.

L’indépendance de variables aléatoires peut se caractériser simplement en termes de leur densité
de probabilité conjointe.

Lemme 5.13. Soit X = (X4,...,X,) un vecteur aléatoire a densité. Les variables aléatoires
X1,...,X, sont indépendantes st et seulement si

fx(@1,. . %0) = fx,(21) - x.(2Tn),

pour presque tout (Ti1,...,Tn).
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Démonstration. Supposons X1, ..., X, indépendantes. Pour tout z4,...,2z, € R,
P(Xlgwlz---)xngwn): X1<$1 P(X <mn)
= / / Fxi (Y1) -+ Fxn(Yn) Y1 - - Ay,

et par conséquent fx,(z1)--- fx,(z.) est une densité de probabilité conjointe de Px. O

Ezemple 5.8. Soit @ = Dy = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} muni de la densité de probabilité
uniforme. On considére les quatre variables aléatoires suivantes : X(w) =z, Y(w) = vy, R(w) =
vz +y? et O(w) € [0,27) telle que ¢ = rcos(O(w)) et y = rsin(O(w)). Ainsi les vecteurs
aléatoires (X,Y) et (R, ©) correspondent a la position d’un point du disque tiré uniformément
au hasard, exprimée, respectivement, en coordonnées cartésiennes et polaires. Déterminons leurs
lois conjointes, ainsi que les lois de ces quatre variables aléatoires.

Pour le couple (X,Y), on a

1
P((X,Y) € A) = |AN Dy| /7 = // 1 g2 anydady,
A

et donc fxy(z,y) = %1{22 4y2<1}- La loi de X est obtenue en prenant la marginale correspon-
dante,

11 1 V1—22 2
fx(z) :[1 ;1{22+y2<1}dy: 7/7 — 2dy: ;\/1—:1:2,

pour —1 < z < 1 et 0 sinon. De la méme fagon, fy(y \/1 — 1{y <13} En particulier, on
voit que fix,v)(z,vy) # fx(z)fr(y), et donc X et Y ne sont pas indépendantes.

Passons au couple (R, ©). Etant donné A C R?, notons 4 = {(z,) : (R(z,y),©(z,y)) € A}.
Alors,

. 1
P((R,©) € A) = |An Dy /7 = / /A ~1focrerpcocandrds,

d’ott I'on tire la densité de probabilité conjointe fre(r,8) = ~1io<r<1,0<6<2x}- La densité de R

est donc donnée par
2T

fR(T) = dé = 2r,
T™Jo

si 0 <r < 1et 0 sinon. Pour ©,

1
fo(6) =+ [ rar =,

T 2

si 0 < 6 < 27 et 0 sinon. On a donc f(g,e)(7,0) = fr(r)fe(f), et R et © sont indépendantes.

Finalement, si X = (X3,...,X,) est un vecteur aléatoire a densité, et ¥ : R® — R™ posséde de
bonnes propriétés, le théoréme suivant permet de déterminer la loi conjointe du vecteur aléatoire
¥(X) en termes de fx.

Soient U C R™ un ouvert, et ¥ : U — R, ¥(x) = ($1(x),...,¥n(x)). On dit que ¥ est
continuement différentiable si les dérivées partielles 0v;/0z; existent et sont continues sur U.
On note Dy (x) = (09;(x)/0z;)1<s,j<n la matrice Jacobienne, Jy(x) = det Dg(x) le Jacobien,
et V=9(U).

Théoréme 5.8. Soitent U C R™ un ouvert, et ¥ : U — V wune application continuement
différentiable et bijective, telle que Jg(x) # 0, pour tout x € U. Alors, pour toute fonction
f: V=R, fell ona

[ £ el das - -dan = [ 1) dys+- dy.
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Démonstration. Dans le cas ol f est suffisamment réguliére, il s’agit simplement du résultat
classique sur les changements de variables. La preuve lorsque f € L! sera faite en Analyse
I1I. O

Corollaire 5.2. On considére un vecteur aléatorre X = (X1,...,Xn) & valeurs dans un
ouvert U C R™, et une application ¥ : R® — R™ comme dans le théoréme précédent. Alors
la densité de probabilité conjointe du vecteur aléatoire Y = ¥(X) est donnée par

y(y) = fx(¥H(y) [Je-1(y)]-

Démonstration. Soit ACV.On a

P(Y € A) = P(¥(X) € 4) = P(X € T1(4)) = /W(A) fx(x)dar - - - dzn.

Une application du théoréme & 'intégrale du membre de droite (attention, on l'applique a la
transformation inverse ¥~!) donne donc

PIY € 4) = [ x(¥7 ) e+ (v)] dya -y,

d’ou le résultat suit. O

On en déduit immédiatement le résultat suivant, trés important, sur la loi d’'une somme de
variables aléatoires.

Lemme 5.14. Soient X,Y deuz variables aléatoires a densité. Alors la lot de leur somme
est donnée par

fX+Y('Ur) = /:Do f(X,Y)(IE,’u, = :I:) dz.

En particulier, st X et Y sont indépendantes, la densité de probabilité de X +Y est donnée
par la convolution des densités de probabilité de X et Y,

fxiy(u) = /_O:O fx(@)fy(u — z)dz.

Démonstration. On considére I’application ¥ : R? — R? donnée par ¥(z,y) = (z,z + y). Elle
satisfait a toutes les hypotheses du Corollaire précédent. On a donc

fooxv)(w,v) = foey) (v, v —u),

puisque le Jacobien vaut 1. Par conséquent la premiére affirmation suit en prenant la seconde
marginale,

fxiv(v) = /_o:o fxy)(u,v — u)du.

Si X et Y sont indépendantes, leur densité de probabilité conjointe se factorise et la seconde
affirmation suit. ]

Une autre conséquence utile (et immeédiate) du Corollaire précédent est le résultat suivant.

Lemme 5.15. Soit X une variable aléatoire a densité et a,b € R, a # 0. La densité de
probabilité de la variable aléatoire aX + b est donnée par

faxs(®) = Qfx«y —b)/a).
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Démonstration. Laissée en exercice. O
On déduit immédiatement des deux lemmes précédents 'important résultat suivant.

Lemme 5.16. Soient X et X5 deuz variables aléatoires indépendantes de loi N (,ul, 01) et
N (uz,02) respectivement. La variable aléatoire X1 + Xo suit une loi N (u1 + po, 0% + 03).

Démonstration. Soient Y1 = X1 — p1 et Yo = X5 — uo; par le lemme 5.15, ces variables suivent
respectivement les lois N'(0,02) et N(0,0%). Une application du Lemme 5.14 montre que la
densité de probabilité de la variable aléatoire Y; + Y5 est donnée par

A el
o /0202 / 202 202

2
o2z oo
2.2, 2 2 1 2 105 o
o5z° +0i(z —z)* = (yJoi+ o2z — )+ 527,
\/ 0% + 03 o7 + 03

I’'intégration sur z montre que cette densité de probabilité est bien celle d’'une variable aléatoire
de loi N(0,0? + 02), et donc X; + X suit bien une loi N'(u; + w2, 0% + 02). O

Puisque

Vecteurs aléatoires gaussiens

Nous allons voir a présent un exemple particuliérement important de vecteur aléatoire. Si
x,y € R™, on note leur produit scalaire (x,y).

Définition 5.18. Un vecteur aléatoire X = (Xq,...,Xy) : @ — R™ est un vecteur aléatoire
gaussien si les variables aléatoires (a,X) suivent des lois normales, pour tout a € R™.

Lemme 5.17. Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout wvecteur gaussien X =
(X1,...,Xn) : Q= R".

1. X; est une variable aléatoire gaussienne pour chaque i =1,...,n.

2. Sit A:R"™ —» R™ est une application linéaire, le vecteur AX : Q — R" est un vecteur
gaussien.

Démonstration. La premiére affirmation suit en prenant a = e; dans la Définition 5.18. Pour
la seconde affirmation, il suffit d’observer que, pour tout a € R”,

(a, AX) = (*Aa, X)
est bien gaussien. O

Remarque 5.16. La réciproque de la premiére affirmation est fausse : un vecteur aléa-
toire dont chaque composante est gaussienne n’est pas nécessairement gaussien. Nous le
verrons sur un exemple plus tard (Exzemple 6.1).

Ezemple 5.9. Un exemple de vecteur aléatoire gaussien est le vecteur (Xj, ..., X,) composé de
n variables aléatoires indépendantes suivant des lois normales. En effet, a1 X1 + -+ - 4+ a, X, est
une somme de variables aléatoires normales, et donc, par le Lemme 5.16, suit également une loi
normale. &

I1 suit de I’exemple précédent et du Lemme 5.17 que 'image d’un vecteur (X, ..., X,) composé
de n variables aléatoires indépendantes suivant des lois normales sous l'action d'une transfor-
mation linéaire A est également un vecteur gaussien. En particulier, on obtient la classe suivante
de vecteur aléatoires gaussiens.
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Lemme 5.18. Sotent p = (u1,...,4n) € R™ et C = (C;;) une matrice n x n symétrique

définie positive. Le vecteur aléatoire X = (Xi,...,X,) de densité de probabilité conjointe
fx(x) = = exp (~h(x — 1, C 1 (x— ), (5.2)
(2m)™* det C

est un vecteur gaussien. On dira qu’un tel vecteur suit une lot N(u, C).

Démonstration. Puisque C~! est symétrique, on peut trouver une matrice orthogonale O et
une matrice diagonale D telles que C~! = *ODO. Par conséquent, en posant Y = O(X — p),
on voit que les variables aléatoires Yi,...,Y, sont indépendantes, et suivent des lois normales.
Par 'exemple précédent, le vecteur Y est donc gaussien. Par conséquent, il suit du point 2. du
Lemme 5.17 que *OY, et donc également le vecteur est gaussien, et donc également le vecteur
X =t0Y + pu. O

5.5.5 Loi conditionnelle et espérance conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires possédant la densité de probabilité conjointe f(x v).
On aimerait donner un sens a la loi conditionnelle de Y sachant que X prend la valeur z. Le
probléme est que la probabilité P(Y < y| X = z) n’est pas définie puisque 1’événement {X = z}
a probabilité nulle. Afin de déterminer la généralisation appropriée, nous pouvons procéder
comme suit. Soit z tel que fx(z) > 0; alors, pour € > 0 petit,

P(Y <yz<X<z+e)
Pe<X<zte)
€ [2o fixyy (@, v)dv
fx(z)e
Y z,v
_ / foen (@) o
—o [fx(z)
En laissant € | 0, le membre de gauche converge vers ce que ’on aimerait définir comme P(Y <
y| X =), et le membre de droite conduit donc a la définition suivante.

P(Y <ylz<X<z+e)=

Définition 5.19. Soient X,Y deuzx variables aléatoires avec densité de probabilité conjointe
f(x,y)- La densité de probabilité conditionnelle de Y sachant que X = z est définie par

f(X,Y)(fE, )
fx(z)

pour tout = tel que fx(z) > 0. La lot correspondante s’appelle la loi conditionnelle de Y
sachant que X = z.

frixtylz) =

Remarque 5.17. Sotent X, et X, deuz variables aléatoires indépendantes de loi exp()).
Quelle est la densité de probabilité conditionnelle de X1 + X5 étant donné que X1 = X5 ?
Premiére solution : Soit Y1 = X; + X2 et Yo = X1/Xs. Manifestement, X; = X st

et seulement si Yo = 1. On vérifie facilement (exercice) que la densité de probabilité
conditionnelle de Y1 étant donné que Yo = 1 est donnée par
Frivs (v | 1) = Nyre 2%, y1 > 0.

Deuxiéme solution : Soit Y7 = X3 + Xo et Y3 = X; — X5. Manifestement, X1 = Xo
st et seulement st Y3 = 0. On vérifie facilement (ezercice) que la densité de probabilité
conditionnelle de Y1 étant donné que Y3 = 0 est donnée par

frijvs(y110) = Ae™, y1 > 0.
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Il y a clairement un probléme : les deux réponses obtenues sont différentes! L’erreur
trouve sa source dans la question elle-méme : qu’entend-on par la condition X1 = X5 ? Ce
dernier est un événement de probabilité nulle, et il est cructal de décrire précisément de
quelle suite d’événements de probabilité positive il est la limite. Dans la premiére solution,
on interpréte essentiellement cet événement comme {X; < Xs < (1+¢€)X;1} (e petit), alors
que dans la seconde, on linterpréte comme {X1 < Xo < X; + €}. Il convient donc de
déterminer au préalable quelle est l'interprétation désirée, et cela dépend du probléeme
constderé.

Etant en possession d’une notion de loi conditionnelle, on peut, comme dans le cas discret,
définir ’espérance conditionnelle, comme étant 1’espérance sous la loi conditionnelle.

Définition 5.20. Sotent X etY deuz variables aléatoires de densité de probabilité conjointe
fix,y). L’espérance conditionnelle de Y sachant X est la variable aléatoire

E(Y | X)() =E(Y|X =) = [ yfrix(ul)ay,

pourvu que [p |yl fyix(y|[-)dy < oo.

On a le méme résultat que dans le cas discret.

Lemme 5.19. Sotent X et Y deuz variables aléatoires de densité de probabilité conjointe
fix,v). Pour toute fonction mesurable ¢ telle que les espérances ezistent,

E(EY | X)p(X)) = E(Y (X))
Démonstration. La preuve est formellement identique a celle du cas discret :

EEW | X)p(0) = [ [ vy x(w|2)dy p(e) fx(a)da

:/R/Rygo(x)f(x’y)(m,y)dmdy:E(Y‘P(X))'

5.6 Processus en temps discret.

On considére une succession d’expériences, pas forcément identiques, ni forcément indépen-
dantes. On suppose que l'on connaisse ’espace de probabilité décrivant la premiére expérience,
ainsi que l’espace de probabilité décrivant la k™€ expérience lorsque les résultats des k — 1 ex-
périences précédentes sont connus. Le théoréme suivant montre comment construire un espace
de probabilité décrivant une telle situation, dans le cas ou les expériences sont décrites par des
espaces de probabilités discrets.
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Théoréme 5.9. Soit n > 2. Pour chaque ¢ € {1,...,n}, soit Q; # & un unwers au plus
dénombrable. Soit p; une mesure de probabilité sur €2, et, pour k = 2,...,n, et pour
tout w; € Q;, 1 < k, soit pglwi,...,wk—1 une mesure de probabilité sur Q. Notons Q =
Q1 x--xQ, et X;:Q — Q; la projection sur la iéme composante. Alors, il existe une
unique mesure de probabilité P sur (2, Z(Q)) satisfaisant

> P(X; = w1) = p1(w1), pour tout wy € Qy;

> pour toutk =2,...,n,

]P’(Xk = Wk |X1 = Wi,... ,Xk—l = wk_l) = pk|w1, e ,wk_l(wk),

pour tout w; € Q; tels que P(X; = wq,...,Xk-1 =wr_1) > 0.
La mesure de probabilité P est explicitement donnée par

IP>({(’J}) - pl(wl)p2|w1 (w2)p3|w1,w2(w3) co pn’wlx ces ;wn—l(wn)7 (5'3)
pour tout w = (wy,...,ws) € Q.

Démonstration. Le fait que P prenne nécessairement la forme (5.3) est une conséquence im-
médiate de la définition des probabilités conditionnelles. Cela prouve évidemment 1’'unicité de
P.

Vérifions donc la validité des conditions pour cette définition de P. On a

P(X1 = wi,..., Xk = wi) = > P({ws,...,wn})

We+1E€EQk41,-,WnEQn
= pl(wl) e pk\wl,...,wk,l(wk) Z pk+1|w1,...,wk(wk+1) e Z pn|w1, cee ;wn—l(wn)-
We+1 €02k +1 wWn€Qn

A présent, pour chaque 7,

Z pj\wl,...,wj_l(wj) =1,

w;EQ;
puisque Pilws et est une mesure de probabilité. On obtient donc
IP)()(1 =Wy, .. ’Xk = (/Jk) = Pl(wl) C PRlwt,wr—1 ((/Jk).
Pour k = 1, ceci se réduit donc bien a P(X7 = w;) = p1(w1). Pour k£ > 1, on a donc bien

P(X: =w1,..., Xk = wg)

]P’(Xk:wk|X1=w1,---,Xk—1:wk_l):IP’(X =w Xi—1 = W
1 =W1,.-., -1 — -1

) — pk|w1,...,wk,1 ((Uk).

O
On aimerait a présent étendre cette construction au cas d’une infinité d’expériences.

Théoréme 5.10. Pour chagque ¢ € N, on se donne un ensemble au plus dénombrable
Q; # @. Soit p1 une mesure de probabilité sur Qi et, pour chaque k € {2,...,n} et tout
wi € Q;, 1 < k, soit pglwi,...,wk_1 une mesure de probabilité sur Q. Notons Q = X, 51 Qp,
X; : Q — Q; la projection sur la iéme composante, et F = Q,>1 2(0) la tribu-produit
sur Q. Alors, il eziste une unique mesure de probabilité P sur (Q,F) satisfaisant

> P(X; = wi) = p1(w1), pour tout wy € Qy;

> pour tout k > 2,

]P)(Xk = Wk ’Xl = Wwi,... ,Xk,]_ = wk,]_) = pk\wl, .. ,wk,l(wk),

pour tout w; € Q; tels que P(X; =wq,...,Xk-1 = wr_1) > 0.
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Démonstration. L’unicité suit du Théoréme d’unicité 5.1 puisque la collection
G={{X1=w1,.., Xe=wr} : k> 1w, €Q;,i=1,...,k} U {2}

forme un 7-systéme générant F.

Nous allons montrer que l'existence de P découle de celle de la mesure de Lebesgue sur
[0, 1]. On commence par partitionner l'intervalle [0, 1) en |Q2;| intervalles disjoints (I, )w,eq,, la
longueur de I, étant égale a p;(w1). Ce sont les intervalles de premier niveau.

On partitionne ensuite chaque intervalle de premier niveau I,,, en |Q2| intervalles disjoints
de second niveau, (I, w,)wse,, aVec Iy, w, de longueur p1(wi)po)w, (w2)-

On poursuit de la méme fagon, partitionnant chaque intervalle I, ,, de niveau k en |Qp 1]
intervalles disjoints (le,.,,,wk+1)wk+legk+1, de niveau k + 1, tels que la longueur de I, , . w,,, soit
pl(wl)p2|w1 (w2)- - Pr41|wr,...,ws (Wi y1)-

De cette maniére, pour chaque z € [0,1) et chaque k£ > 1, il existe un unique intervalle de
niveau k contenant z. En d’autres termes, il existe une unique suite Z(z) = (Z1(z), Z2(z),...) €
{2 telle que z € Iz (q),..,z,(z) POUr tout £ > 1. L'application Z : [0,1) — Q est une variable
aléatoire, puisque, pour tout A = {X; =wi,..., X = wi} € G,

Z7HA) ={z : Zi(z) = w1y, Zx(z) = wr} = L. w, € B([0,1)),

et le Lemme 5.6 s’applique. II suit donc du Théoréme 5.3 que P = Ao Z~! est une mesure de
probabilité sur (£2, F). Par construction, elle posséde les propriétés désirées. ]






Chapitre 6

Fonctions caractéristiques

Dans ce chapitre, nous allons trés briévement introduire la notion de fonction caractéristique
associée a une variable aléatoire. Celle-ci fournit un outil similaire aux fonctions génératrices,
mais applicable a des variables aléatoires arbitraires.

6.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 6.1. La fonction caractéristique associée d une variable aléatoire X est la fonc-
tion ¢x : R — C définie par .
¢x(t) = E(e™™).

Remarque 6.1. Nous avons principalement travaillé avec des fonctions réelles jusqu’a pré-
sent. Toutefois tout ce qui a été dit reste vrai dans le cas compleze : il suffit de décomposer
lintégrant en sa partie réelle et sa partie imaginaire,

¢x(t) = E(cos(tX)) + iE(sin(tX)).

Théoréme 6.1. ¢ est une fonction caractéristique si et seulement st elle posséde les pro-
priétés sutvantes.

1. ¢(0) =1, et |¢(t)| <1 pour tout t.
2. ¢ est uniformément continue sur R.
3. ¢ est définie positive, c’est-a-dire
> bt — t)zZk > 0,
j’k
pour tout tq,...,t, réels, et tout zy,...,2, complezxes.

Démonstration. Soit ¢ une fonction caractéristique. Alors ¢(0) = E(1) = 1, et |¢(¢t)] <
E(le™]) = 1.
On a également

|B(t+ 5) — $(8)] = [E(eHX — &) < E(|e™X (X - 1)]) = E(le"* - 1]).
Soit Y(s) = ¥ — 1|; manifestement 0 < Y < 2 et lim, ,oY(s) = 0. Par conséquent, le

Théoréme de convergence dominée implique que lim,_,o E(Y(s)) = 0, et la continuité uniforme
est établie.

109
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Pour la positivité, il suffit d’observer que

Z ¢(tj — tk)ZjZk = E(Z zjeitjx Zkefith> = E<|Z Zjeitjx|2) > 0.
J

Ik 5,k
Nous ne démontrerons pas la réciproque (Théoréme de Bochner) ici. ]

La fonction caractéristique permet de calculer les moments de la variable aléatoire associée.

Lemme 6.1. Si E(|X|*) < 0o, alors

lorsque t — 0. En particulier, ¢g’;)(0) = iFE(XF).

Démonstration. Le théoréme de Taylor (avec reste) implique que, pour tout z € R,

o
|

—
—~

cos(z) +1isin(z) = )

(cos(a1z) + isin(azz)),

T
o

ou ai,as € [—1,1]. Il suit que

. k. Y ] k
X _ 3" (“52{ Y (It; )" (cos(As£X) + isin(AstX) — 1),
=0 '

ol A;, Az sont deux variables aléatoires telles que |A;|, |A2| < 1. En particulier,
| X*(cos(A1tX) +isin(AxtX) — 1)| < 3|X|*,
et le théoréme de convergence dominée implique que
%%E(\Xk(cos(AltX) +isin(A4stX) —1)|) = 0.

O]

Remarque 6.2. Attention : l’existence de ¢'y(0) n’implique pas que E(X) = ¢’ (0). On peut
en effet construire des variables aléatoires sans espérance, mais telles que ¢'y(0) eziste.

Un des nombreux intéréts des fonctions caractéristiques est qu’elles fournissent un outil tres
efficace pour étudier les sommes de variables aléatoires indépendantes.

Proposition 6.1. Soient X etY deuz variables aléatoires indépendantes. Alors
Px+v(t) = dx(t)gv(t).
Démonstration.
px v (t) = E(eX ™) = E(e*)E(e™) = ¢x(t)¢v ().

La seconde identité suit de l'indépendance, aprés avoir décomposé chacune des exponentielles
en sinus et cosinus, effectué la multiplication, et regroupé les termes. ]

Le résultat suivant est également trés utile.
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Lemme 6.2. St a,beR etY =aX + b, alors

¢y (t) = e®¢x(at).

Démonstration. . i i .
¢Y(t) — E(e1t(aX+b)) _ elth(el(at)X) _ eltb X(a,t).

O

On peut également définir une notion de fonction caractéristique conjointe pour une famille
de variables aléatoires.

Définition 6.2. La fonction caractéristique conjointe du vecteur aléatorre X = (Xy,...,Xy)
est définie par .
$x(t) = (X)),

pour tout t = (t1,...,t,) € R™.

Il est utile d’observer que ¢(x,,..x,)(t1, - -1 tn) = Pty x5+, %, (1)
La fonction caractéristique conjointe fournit une nouvelle caractérisation de I’indépendance.

Théoréme 6.2. Les variables aléatoires Xi,...,X, sont indépendantes st et seulement st
n
b1, )t o tn) = [ éx,(25)
j=1

Démonstration. Si Xi,...,X, sont indépendantes, alors le résultat suit de la Proposition 6.1.
La réciproque suit (de la version & n variables) du Théoréme d’inversion énoncé ci-dessous. [

6.2 Théorémes d’inversion et de continuité

Le résultat fondamental suivant montre qu’'une variable aléatoire est complétement carac-
térisée par sa fonction caractéristique : deux variables aléatoires possédant la méme fonction
caractéristique ont la méme loi.

Théoréme 6.3 (Théoréme d’inversion). Soit X une variable aléatoire de fonction de répar-
tition Fx et de fonction caractéristique ¢px. Alors,

T efiat . efibt
Fx(b) — F = li T a—
o) = Fxla) = | i
en chaque point de continuité de Fx.

Démonstration. On écrit simplement F' et ¢. On a

1t(:cfa,) _ eit(mfb)
= lim — /dIP’X/ 7 dt

T—oo 27
T - — —_
= lim — /d]PX/ sin (t(z — a)) — sin (¢(z — b)) g
T—oo 2T T ¢

= %/{signe(a: —a) — signe(z — b)} dPx
= F(b) — F(a),
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pourvu que a et b soient des points de continuité de F. On a utilisé le Théoréme de Fubini, et
le Théoréme de la convergence dominée pour prendre la limite T" — oco. En effet, la fonction de

Dirichlet
T sintz

u(T, 2) :/0 ; dt

satisfait supy , |u(T, z)| < C et’

w/2 siz>0
lim u(T,z) =S -7m/2 siz<0
T—oo

0 siz=0.

O]

Corollaire 6.1. Deuz variables aléatoires X et Y ont la méme fonction caractéristique st
et seulement si elles ont la méme los.

Démonstration. Si ¢x = ¢y, alors le Théoréme d’inversion implique que
Fx(b) — Fx(a) = Fy(b) — Fy(a),

en toute paire de points de continuité a et b de Fix et Fy. En laissant a — —oo (se rappeler
que l’ensemble des points de discontinuité d’une fonction croissante est au plus dénombrable),
on obtient

Fx(b) = Fy(b),

en tout point de continuité de Fx et Fy, et donc Fx = Fy, par continuité a droite des fonctions
de répartition. O

Des résultats analogues sont également vrais pour les fonctions caractéristiques conjointes. Nous
ne les énoncerons pas explicitement.

Les fonctions caractéristiques sont aussi trés utiles pour étudier la convergence de variables
aléatoires (nous reviendrons sur les différents modes de convergence au chapitre 7).

Définition 6.3. On dit qu’une suite de fonction de répartition F,, converge vers une fonc-
tion de répartition F, F, — F, si F(z) = lim, ,, Fp(z), en chaque point z ou F est
continue.

Théoréme 6.4 (Théoréme de continuité de Lévy). Soient Fi, Fs,... une suite de fonctions
de répartition, et ¢1, ¢, ... les fonctions caractéristiques associées.

1. St F, — F, pour une certaine fonction de répartition F de fonction caractéristique
@, alors ¢,(t) — ¢(t) pour tout t.

2. St P(t) = lim, 00 Pn(t) existe et est continue ent =0, alors ¢ est la fonction carac-
téristique associée a une fonction de répartition F', et F,, — F.

Démonstration. Nous ne la ferons pas ici. O

1. Poser, pour n > 1, up, = fow/z sin((2n — 1)m)/sin(a:) dz et v, = fow/z sin(2nz)/z dz. Montrer que : (i)
Unt1 = Un, Vn > 1 (observez que sin((2n + 1):c) - sin((2n — 1):c) = 2cos(2nz)sin(z)); (i) w1 = 7/2; (iii)
limy, o0 (Un — vn) = O (intégration par parties en observant que 1/z — 1/ sin(z) est contintiment différentiable sur
[0,7/2]); (iv) limr oo u(T, 1) = limp o0 Un = m/2.
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6.3 Quelques exemples classiques
Loi de Bernoulli
Si X suit une loi de Bernoulli de parameétre p, alors

px(t) = €01 — p) + e¥lp=1—p+ pe.

Loi binomiale
Puisqu’'une variable aléatoire X de loi binomiale de parameétres n et p posséde la méme

distribution que la somme de 7 v.a. de Bernoulli de paramétre p, on a

dx(t) = (1 — p + pe)™.

Loi exponentielle
Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre A. Dans ce cas,

¢x(t) = A / e Aetite gg.
0

On vérifie facilement (exercice), en utilisant le théoréme de Cauchy, qu’on peut remplacer l'in-
tégrale le long de I’axe réel positif par une intégrale le long de la demi droite (A +it)s, s € R™.

On obtient donc
A(A +it) A

A i 7()\7it)a2d = t /OO *(>\2+7ﬁ2)sd — — .
/0 e z (A+1it) ) e s NP .

Loi de Cauchy
Si X suit une loi de Cauchy,

1 o) eit:z:
t)=— ——>dz.
¢X( ) ™ /;oo 1+ T2
Pour la calculer, on peut utiliser la méthode des résidus. Sit > 0, on vérifie facilement (exercice)

que
itz

lim 5 dz =0,
R Jop 1+

ot Cr est le demi cercle de diamétre [— R, R] dans le demi-plan supérieur. Par conséquent,

1 et
)= 2 2ir— — et
¢X() 71' 17r 21 e )

puisque le résidu en i est égal & lim, ,;(z — i)e"®/(1 + z%) = e !/2i. En procédant de fagon
similaire lorsque ¢t < 0 (il faut prendre le demi-cercle dans le demi-plan inférieur), on obtient

finalement que
ox(t) = el pour tout ¢t € R.
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Loi normale

On sait par le Lemme 6.2 qu'il est suffisant de considérer le cas ou X est une variable aléatoire
normale standard. Dans ce cas,

1 o 71:5 itz
¢X(t):777r/7 e 29" Hite g

En complétant le carré, z2 — 2itz = (z — it)? + t2, et en déplagant le chemin d’intégration de la
droite réelle a la droite {Im(z) =t} (exercice : justifiez cela), on voit que

px(t) = e 2.

On a vu qu'une variable aléatoire Y de loi N'(u,0?) peut s’écrire Y = 0 X + u. On en déduit
que sa fonction caractéristique est donnée par

pr(t) = e 2 T,

Vecteurs aléatoires gaussiens

Observons tout d’abord que si X = (X3,...,X,) est un vecteur aléatoire gaussien dont les
composantes sont des variables aléatoires indépendantes de loi (0, 02), alors

px(t) = [ ] dx.(ts) = e 360,
=1

OI\J.Dii:O'l2 et DijZOSii;éj.
Considérons a présent un vecteur aléatoire gaussien X de loi N(u, C). Pour t € R, Y =

(t, X) est une variable aléatoire normale, et un calcul élémentaire montre que son espérance est
donnée par

et sa variance par
Var(Y) = (t, Cov(X, X)t).

Par conséquent, la fonction caractéristique conjointe du vecteur X est donnée par
bx(t) = B(eEX)) = gy (1) = e~ 2(HCVOGXN)Hi(EEX))
Déterminons a présent la fonction caractéristique conjointe de X d’une autre maniére. La

matrice de covariance C étant symétrique, on peut trouver une matrice orthogonale U et une
matrice diagonale D telles que C = "UDU. On a donc, en posant Z = U(X — pu),

Px(t) = E(ei<t,X>) = E(ei<Ut,Z>) ei(tim) — $z(Ut) ei(tm)

Or, le vecteur aléatoire Z est un vecteur gaussien de loi N (0, D), et ses composantes sont donc
indépendantes. L’observation ci-dessus implique ainsi que

[y

$7(Ut) = e 2(UDUL) _ ef%<t,tUDUt> _ ef%(t,Ct>‘

On a donc 1
bx(t) = e 2 HCOFitL)

On déduit de ces deux calculs que E(X) = p et que Cov(X, X) = C.

Une autre propriété trés importante de des vecteurs gaussiens est la suivante.
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Théoréme 6.5. Soit X = (Xy,...,X,) un vecteur aléatoire gaussien. Alors, les variables
aléatoires Xq,...,X, sont indépendantes st et seulement si elles sont non-corrélées.

Démonstration. Nous avons vu que X1, ..., X, sont indépendants si et seulement si la matrice
de covariance C est diagonale. Mais, puisque C = Cov(X, X), ceci a lieu si et seulement si
X1,...,Xn sont non corrélées. O

Ezxemple 6.1. Nous pouvons a présent donner un exemple de vecteur aléatoire dont chaque
composante suit une loi normale, mais qui n’est pas gaussien. Soit X une variable aléatoire de
loi N (0, 1), et € une variable aléatoire discréte, indépendante de X et telle que P(e = 1) = P(e =
-1) = % On considére la variable aléatoire Y = €X. On vérifie aisément (exercice) que Y suit
une loi N(0,1). X et Y ne sont manifestement pas indépendants; par contre,

E(XY) = E(eX?) = E(¢e)E(X?) =0,

ce qui montre que X et Y sont non-corrélées. Par conséquent, le vecteur aléatoire (X,Y’) n’est
pas gaussien.






Chapitre 7

Théoremes limites

Le but de ce chapitre est d’étudier un certain nombres de résultats classiques de théorie des
probabilités : les lois des grands nombres (faible et forte), le théoréme central limite, et la loi
0-1 de Kolmogorov. Nous verrons aussi plusieurs résultats techniques trés utiles, en particulier
les inégalité de Markov/Tchebychev, et les Lemmes de Borel-Cantelli.

Les théorémes limites sont omniprésents en théorie des probabilités. Une raison de leur
importance est le fait que, en un certain sens, ils permettent de transformer des événements de
probabilité p € [0, 1] en des événements de probabilité proche de 0 ou 1, et ce n’est que pour de
tels événements qu’'un énoncé probabiliste devient falsifiable.

7.1 Un point technique

La plupart des résultats de ce chapitre portent sur des suites infinies de variables aléatoires
X1,X9,X3,... de loi conjointe donnée. L’existence d’'un espace de probabilité sur lequel une
telle famille de variables aléatoire peut étre définie n’est pas évidente, et nous allons briévement
discuter cette question a présent.

Soit (§2, F, P) un espace de probabilité, et X = {X;}+cr une famille de variables aléatoires sur
Q2. Nous avons vu qu’a tout vecteur t = (¢4,...,¢,) d’éléments de T' de longueur finie, on peut
associer la fonction de répartition conjointe Fy du vecteur aléatoire (X, )g=1,. . L’ensemble de
toutes ces fonctions de répartition conjointes (pour tous les vecteurs t de longueur finie) forme
ce que ’on appelle le systéme des lois fini-dimensionnelles de X. 11 est évident que ces fonctions
de répartition conjointes satisfont aux deux conditions de consistance de Kolmogorov :

mn}rlln—1>oo F(t1,...,tn,tn+1)(mlz <oy Iy, xn-‘rl) = F(tl,...,tn)(wlz s ,CCn), (71)
Fri(mx) = Fy(x), (7.2)
ot m est une permutation de (1,2,...,n) et, pour tout n-vecteur y = (y1,...,Yn), Ty =

(yﬂ'(l)J v ;y'/r(n))~
Le résultat suivant montre que ces deux propriétés caractérisent les systémes de lois fini-
dimensionnelles.

Théoréme 7.1 (Théoréme de consistance de Kolmogorov). Soit T un ensemble arbitraire, et
supposons qu’a chaque vecteur t = (t1,...,t,) d’éléments de T' de longueur finte il corres-
ponde une fonction de répartition jointe Fy. Si la collection {Fi} satisfait auz conditions
de consistance de Kolmogorov, alors il existe un espace de probabilité (2, F,P) et une col-
lection X = {X},t € T} de variables aléatoires sur cet espace telle que {Fi} soit le systéme
des lots fini-dimensionnelles de X

117
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Démonstration. 11 s’agit d'un résultat classique de théorie de la mesure, qui sera démontré en
Analyse III. En voici une esquisse. Observez que la procédure est fortement réminiscente de
celle employée dans la Section 1.5 pour construire un espace de probabilité sur lequel décrire la
répétition d’une infinité d’expériences identiques indépendantes.

Soit © = RT'; les points de Q sont les collections y = (y;)tcr de nombres réels. Soit F = BT
la tribu engendrée par les ensembles de la forme X -1 B, avec By = R pour tout ¢ € T sauf un
nombre fini. Un résultat fondamental de théorie de la mesure affirme qu'il existe une mesure de
probabilité P sur (2, F) telle que

P({y € Yty < L1, Yt, < T2,..-, Y, S m"7'}) = Ft(X),

pour tout t et x. L’espace (2, F,P) est l’espace recherché. Il suffit de définir X; : @ — R par

Xi(y) = ut

pour obtenir la famille désirée (X¢)ier. O

7.2 Quelques outils

7.2.1 Les lemmes de Borel-Cantelli

Soit Aj, A ..., une suite infinie d’événements sur un espace de probabilité (2, F, P). L’évé-
nement « une infinité des A sont réalisés » peut s’écrire

oo oo
ﬂ U A, =limsup A,.

n=1m=n n—00

11 est souvent important de savoir quand un tel événement est réalisé.

Théoréme 7.2 (Lemmes de Borel-Cantelli). Soit A1, Az ..., une suite infinie d’événements
sur un espace de probabilité (Q, F,P), et A =limsup,, . A, l’événement « une infinité des
A, sont réalisés ». Alors

1. P(A) =0 st ) 221 P(A,) < o0.

2. P(A)=1 51> 2 P(A,) = 00 et les événements Ay, As, ... sont indépendants.

Démonstration. 1. Puisque oo, Am est une suite décroissante en m, il suit du Lemme 5.1
que

o [eS)
]P)(A) - nll_)ngop(m!n Am) . nll_)ngo mZn P(Am) =0

2. On vérifie aisément que
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Cependant,
00 N
P(mon An) = I}EHOO]P’(mOn As) (Lemme 5.1)

N

= Nlﬁnoo ml_:[n(l —P(An)) (indépendance)
N

< i _ < et

< J\}TWWUnexp( P(An)) (1—z<e™®)

N
= Jim exp(= ) P(4n))
=0

dés que ) 722 P(A,) = co. Manifestement ((7,_,, A5,)n>1 est une suite croissante d’événements;
il suit donc du Lemme 5.1 que

n—oo

P(A°) = lim P( ﬁ AS) =0.

O

Remarque 7.1. Sans [’hypothése d’indépendance, la seconde partie peut étre fausse : il
suffit de considérer la suite d’événements Ay = B, pour tout k > 1. Dans ce cas, P(A) =
P(B). On peut toutefois remplacer cette condition par l'indépendance 2 a 2 (mazts la preuve
est alors moins simple).

7.2.2 Quelques inégalités

Supposons que Xi,...,X, soient des variables aléatoires obtenues en répétant n fois la
méme expérience de fagon indépendante. Si E(X;) = u pour chaque z, on a vu que ’espérance
de (X1 + -+ + X,)/n vaut également . Mais est-il possible d’affirmer que la moyenne des X;
a de fortes chances d’étre proche de 7 C’est précisément le contenu de la loi faible des grands
nombres, dont on a déja vu une version dans le Théoréme 2.3. Avant d’en énoncer une autre
version, démontrons une inégalité extrémement utile, variante de (2.2).

Théoréme 7.3. Soit ¢ : R — [0,00). Alors

E(p(X
Bp(x) 2 a) < TPXD s
Démonstration. Soit A = {p(X) > a}. Trivialement,
(p(X) > aly,

et donc, en prenant ’espérance,

E(p(X)) 2 aE(14) = aP(A).
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Corollaire 7.1. Soit X une variable aléatoire.
1. (Inégalité de Markov) Si E(|X|) est bien défint, alors
E(1X1)

P(|X| > a) < P Va >0 ;

2. (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Si X posséde une variance, alors

P(X ~E(X) 2a) < 2 vaso

3. (Inégalité de Chernoff) Soit

log E(e!X) si E(e'X) < oo,

H(t) = { .
(0] sinon.

Alors, pour tout a € R,

P(X > a) < exp(— supfta — H(2)}).
>0

Démonstration. 1. 11 suffit de prendre ¢(z) = |z| dans le Théoréme 7.3.

2. Par le Théoréme 7.3, avec ¢(z) = z2, appliqué 4 la variable aléatoire Y = X —[E(X), on a

E(Y?)  Var(X)
a2 a?

B(X — E(X)] > a) = B(Y? > %) <

3. En appliquant le Théoréme 7.3 avec p(z) = €**, on obtient

pour tout ¢ > 0. O

7.3 Modes de convergence

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement asymptotiques de certaines variables
aléatoires. Pour ce faire, nous allons avoir besoin d’'une notion de convergence d’une suite de
variables aléatoires. Il se trouve qu'il existe plusieurs notions de convergence naturelles, que
nous allons briévement décrire dans cette section.
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Définition 7.1. Soient X1, Xs, ... et X des variables aléatoires sur un espace de probabilité
(Q,F,P). On dit que

1. X, —» X presque siirement, noté X, B3 X, st
P({weq: lim Xp(w)=X(w)}) =1

2. X, — X en moyenne d’ordre v (r > 1), noté X, — X, st E(|X|) < 0o, pour tout n,
et
lim E(|X, — X|") =0.

n—oo

3. X, — X en probabilité, noté X, — X, si

lim P(|X, — X| >¢€) =0, Ve > 0.

n—oo
4. X, = X en loi, noté X, £ X, st

lim P(X, <z)=P(X <z),

n—oo

en chaque point ¢ en lesquels Fx(z) = P(X < z) est continue.

1
Remarque 7.2. Lorsque X, — X, on parle de convergence en moyenne.
2 .
Lorsque X, — X, on parle de convergence en moyenne quadratique.

Notons le résultat suivant, qui montre quelles sont les implications entre ces différents modes
de convergence.

Théoréme 7.4. Les implications sutvantes sont vérifiées :

(Xn 23 X)
U
Xn 5 X) = (X.2X)
(Xn TL X)
(0
(Xn = X)

pour tout r > s > 1. Aucune autre implication n’est vraie en général.

Démonstration. Sera faite en exercices. O

Certaines implications dans l'autre sens deviennent possibles si 'on ajoute des conditions sup-
plémentaires. Le théoréme suivant contient quelques résultats de ce type qui se révélent parti-
culiérement utiles.

Théoréme 7.5. 1. S1 X, Ly ¢, avec ¢ une constante, alors X, Se.
2. 51 X, > X et 3k tel que P(|X,| < k) = 1, pour tout m, alors X, — X, pour tout
r > 1.

3. 5t >, P(| X, — X| > €) < o0, pour tout € > 0, alors X, P x.

Démonstration. 1. P(| X, —¢c| >€)=P(X, <c—¢€)+P(X, >c+e€) > 0,s1 X, =
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2. Montrons tout d’abord que si X, — X et P(|X,| < k) = 1, alors P(|X| < k) = 1. En

effet, cela implique que X, 5 X et donc que P(|X| < k) = lim,, ,00 P(|X»| < k) = 1. Posons a
présent A,(e) = {| X, — X| > €}. Alors

‘Xn — X‘T < ErlAn(E)c + (2k)T1An(e); P-p.s.
En prenant ’espérance, on obtient
E(|Xn — X[7) <€+ (2k)"P(An(e)) — €,

lorsque 7 — o0. La conclusion suit puisque € était arbitraire.
3. Soit Ay = Uns1 Nusn{|Xn — X| < 47}. Par le Lemme 5.1,

P{w : Xn(w) = X(w)}) =P{w : VM > 1,3N > 1t.q. |X,(w) — X(w)| < &,Yn > N})

=P(() U N{Xn—XI< 3%}

M>1N>1n>N

- Jm Fl).
A présent, il suit de I’hypothése et du Lemme de Borel-Cantelli que, pour tout M > 1,
P(AS) =P(() U {1Xn = X|> %))

N>1n>N
= P({|X» — X| > 4;} pour une infinité de valeurs de n) = 0,

ce qui implique bien que P({w : X,(w) = X(w)}) = 1.

7.4 La loi des grands nombres

7.4.1 Loi faible des grands nombres

Nous avons vu une version de la loi faible des grands nombres dans le Théoréme 2.3. Nous al-
lons & présent en montrer une autre version, valables pour des variables aléatoires indépendantes,
mais n’exigeant que l'existence du premier moment.

Théoréme 7.6 (Loi faible des grands nombres). Soient X, Xa,... des variables aléatoires
i.i.d. d’espérance p. Alors S, — 4.

Démonstration. Le point 1. du Théoréme 7.5 implique qu’il suffit de démontrer que S, Ly W
Pour ce faire, on observe tout d’abord que, par le Lemme 6.1,

Px(t) =1+itu + oft).

La Proposition 6.1 et le Lemme 6.2 impliquent alors que la fonction caractéristique de la variable
aléatoire S, = L 3> X; satisfait

B3.(8) = (Bx(t/m))" = (14 2 o L)" &,

lorsque n — co. Comme e'** est la fonction caractéristique de la variable aléatoire constante u,
la convergence en loi suit du Théoréme de continuité 6.4. O
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FicURE 7.1: La moyenne empirique d’une famille de variables aléatoires de loi U(—1,1) (n allant de 1 &
10 000).

L L L L L L 1 L L L 1 L L L 1
0 2000 4000 6000 8000
n

FicURE 7.2: La moyenne empirique d’une famille de variables aléatoires suivant une loi de Cauchy (n
allant de 1 & 10 000).

Remarque 7.3. L’existence du premier moment est nécessaire : une suite de variables
aléatoires indépendantes dont l’espérance n’eriste pas ne satisfait pas la loir des grands
nombres. Un ezemple simple est donné par une suite de variables aléatoires i.1.d. sut-
vant une lot de Cauchy. En effet, la fonction caractéristique de la somme de n variables
aléatoires 1.1.d. sutvant une lot de Cauchy est donnée par

s, (t) = (¢x(t/n)" = e,

ce qui montre que S, suit également une lot de Cauchy, et ne peut donc pas converger
vers une constante ! La Figure 7.2 montre le comportement d’une réalisation de S, pour
n allant de 1 a 10 000, comparez ce comportement ¢ celut de la Figure 7.1 qui montre le
comportement correspondant pour des variables aléatoires uniformes!

Pour étre utile en pratique (en particulier, pour déterminer quelle doit étre la taille minimale
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d’un échantillon si I’on désire obtenir un degré de certitude donné pour une précision donnée),
il est important d’obtenir des estimations précises de la vitesse de convergence.

Ezxzemple 7.1. Pour illustrer ce point, reprenons la discussion entamée dans !'Exemple 2.12,
portant sur 10 000 jets d’une piéce équilibrée. Afin de travailler avec des variables centrées, on
encode le résultat du k°™° jet par une variable Xj, telle que P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1 (au
lieu de 0 et 1).

On applique l'inégalité de Chernoff. Il suffit de déterminer la fonction H correspondante :
eH(t) = E(et5n) = B([T7_; e**/™) = [17_, E(et**/™) = cosh(t/n)™. On a donc

P(Sn > .’13) < inf e(n log cosh(t/n)fta:).
-7/ 0
Un petit calcul’ montre que la fonction f(t) = logcosh(¢/n) — t/n atteint son minimum en
t* = $log[(1+ z)/(1 — z)]. En introduisant

I(z) = —f(t*) = %{(1 +z)log(l +z) + (1 — z)log(l — 2)},

et en utilisant la symétrie pour estimer P(S, < —z), on a finalement
P(|Sn| > z) < 2e7 (@), (7.3)
En posant n = 10 000 et z = 0,1, on trouve I(0,1) ~ 0,005, et par conséquent
P(S10000 € [0,1,0,1]) < 3,5-10 22,

Comparez ce résultat avec ’estimée de ’Exemple 2.12!

Un résultat du type (7.3) est ce qu’on appelle une estimée de grande déviation. La théorie
des grandes déviations est un domaine important de la théorie des probabilités, dont l'un des
principaux artisans, S.R.S. Varadhan? et a été récompensée du prix Abe en 2007. &

7.4.2 La loi forte des grands nombres

La loi faible des grands nombres nous fournit des informations sur le comportement de S,
(pour n grand) lorsqu’on considére de nombreuses répétitions de ’expérience : pour tout grand
n fizé, S, est proche de y pour la plupart des réalisations. Elle n’affirme cependant pas que,
pour une réalisation w donnée, la fonction n — S, (w) reste forcément proche de u lorsque n
augmente : elle laisse ouverte la possibilité qu’il existe € > 0 et une sous-suite (ng)x>1, Nk — 00,
telle que |Sp,(w) — 4| > €, pour tout & > 1. La loi forte des grands nombres montre que
I’ensemble des réalisations w pour lesquelles ceci se produit a probabilité nulle : pour tout € > 0,
avec probabilité 1, seul un nombre fini des événements

|Sn — p| > €
sont réalisés.
Théoréme 7.7. Soit X1, Xo,... une suite de variables aléatoires 1.1.d. Alors, lorsque n —
w}

1N, ps

= ZXi — U

n A

=1

pour une certaine constante p, st et seulement si E(|X1|) < co. Dans ce cas, p = E(X1).

1. Se rappeler que cosh(u) = 1/4/1 — tanh®(u) et que argtanh(u) = % log{(1 + z)/(1 — z)}.
2. Sathamangalam Ranga Iyengar Srinivasa Varadhan (1940, Chennai - ), probabiliste américain d’origine
indienne. Lauréat du prix Abel en 2007.
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0.7

0.6 .

05

04

03

0.2 +

0.1

FicurE 7.3: Convergence vers une loi normale pour une suite de variables aléatoires X; de loi exp(1). Les
courbes correspondent aux densités des variables % Z?:l(Xi — 1), pour n = 2,8,32,128. La densité de

la loi N(0,1) est aussi tracée.

Démonstration. Nous nous contenterons de démontrer la convergence, et ne le ferons que sous
I'hypothése que E(]X; — E(X1)|*) < oco. Comme toujours, on peut supposer sans perte de
généralité que E(X;) = 0. Dans ce cas, le Théoréme 7.3 implique que S, = % > X; satisfait

E(Sy)

P(Sal > €) < o

Puisque E(X;) =0, o0n a
E(Sy) = n°E(X]) +3n%(n — 1)E(XT)E(X3),

et il existe donc une constante C telle que, pour tout € > 0,

C 1
ZIP’(|Sn|>e)§E—42$<oo.
n>1 n>1

La convergence presque-siire suit donc du point 3. du Théoréme 7.5. O

A présent que I’on sait que la moyenne empirique d’une suite de variables aléatoires indépen-
dantes se concentre autour de son espérance, la question suivante est naturelle : que peut-on dire
des fluctuations de la moyenne empirique autour de l'espérance, c’est-a-dire de la distribution de
S, — 1?7 La réponse a cette question, le Théoréme Central Limite, est un des résultats majeurs
de la théorie des probabilités, et est assez extraordinaire : il affirme que

1. S, — u est de l’ordre de 1/4/n.

2. La distribution de o(S, — )+/n approche la méme distribution, lorsque n devient grand,
quelle que soit la distribution des X;, tant que ceux-ci ont une variance o? finie!
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Is

FIQURE 7.4: La fonction fs (en rouge) et l'indicatrice qu’elle approxime (traitillé).

7.5 Le Théoréme Central Limite

Théoréme 7.8 (Théoréme Central Limite). Soit X1, Xo,... une suite de variables aléatoires
i.1.d. telles que E(X1) = p et 0 < Var(X1) = 02 < 00. Alors

n

8) 5 N(0,1).

Si, de plus, E(|X; — E(X1)[®) < oo, alors

& E(1 X1 — E(X1)]%)
zeR — <3)-2@)<C lasx/ﬁ =

pour une certaine constante universelle C' < 0,4748.

Remarque 7.4. L’estimée explicite de l’erreur dans le théoréme central limite donnée ci-
dessus est appelée inégalité de Berry®—Esséen*. Elle joue un réle trés important lorsque
l’on veut appliquer le théoréme central limite dans la pratique.

Démonstration. Méthode directe. On ne démontre que la seconde partie, et avec une esti-
mation moins bonne de ’erreur. On peut supposer, sans perte de généralité, que . = O0et 02 =1
(sinon il suffit de considérer les variables aléatoires o~1(X; — u)). Soit Z1, Zs, ... une suite de
variables aléatoires i.i.d. de loi N (0, 1), indépendantes des variables aléatoires Xj. On pose

s 1 & 1 &
:EZ)Q, Tn:ﬁ;&.

i=1

(Observez que T, suit une loi N'(0,1).) Soit  : R — [0, 1] une fonction de classe C3, telle que
h(s)=1sis<0,et h(s) =0sis>1 Etant donnét € R et 0 <d <1, on définit une nouvelle
fonction fs : R — [0, 1] par (voir Fig. 7.4)

fo(z) = h(¢ ' (z — 1)),
Par construction, 1(_4(z) < fs(z), pour tout z € R, et donc

IPJ("S'\'n. < t) = E(l(—oo,t}(gn)) < E(f5(§n))

3. Andrew C. Berry (177?7,-777?7, ), mathématicien...
4. Carl-Gustav Esséen (1918,77?? - 2001,? 7 ?), mathématicien suédois.
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Puisque ®(t) = E(1(_c(T%)), on obtient donc

]P)(gn < t) - CID(t) < E(fS(gn)) - E(f5(Tn)) + E(fS(Tn)) - IE(]-(foo,t} (Tn))'

Manifestement, 7T}, suivant une loi N'(0, 1),

1 t+8 2 k)
E(f5(T%)) — E(1(—oos(T :—/ h(6 Yz —t)e ™ Pde < ——.
(Jo(T)) = EQoos(Te)) = = [ 167 (@~ 1) < =
I1 reste donc a estimer E(f5(S,))—E(f5(Ty)). On le fait en réécrivant cette quantité sous la forme
d’une somme télescopique, dans laquelle on remplace successivement une variable aléatoire X;
par une variable aléatoire Z; :

k
\/ﬁ))})
ouUx=(Z14+ Zo+ -+ Zi—1+ Xit1 + Xe42 + - -+ + Xn)/+/n. Les variables aléatoires Uy, X
et Z; sont indépendantes. Par un développement de Taylor de fs autour de Uy, on peut écrire
Xk X2 ., X3
— fs(U — (U
\/ﬁfs( k) + 2nf5( k) + 632
avec Uy <Y < Ui + (Xk/+/n). On traite de la méme fagon le terme f5(Ux + (Zx/+/n)). On
obtient ainsi

B0+ 25)) ~ B0+ T5) < i

m

ou A = supycg [ (y)| = 6* supyer | /5" (y)|. En choisissant § = n~

E(f3(5,)) - E(f5(Tn)) = kil{E(fawk + 20) Bt + 2

fs(Ur + (X&/v/n)) = fs(Ur) +

'Y,

(E(IXe*) + E(1Ze ),

1/8 on obtient donc

P(5, <t)— &(t) < Cn~ /8,

La borne inférieure est prouvée de facon similaire, en remplagant la fonction fs par la fonction
gs(z) = h(67(z — t + §)); observez que gs(z) < 1(_coy(2) pour tout z.

Méthode utilisant la fonction caractéristique. On ne démontre que la premiére affirmation.
La preuve est presque identique a celle du Théoréme 7.6. On peut a nouveau supposer, sans
perte de généralité, que u = 0 et o2 = 1. Dans ce cas, il suit du Lemme 6.1 que

Px(t) =1— 12+ o(t?).
D’autre part, la Proposition 6.1 et le Lemme 6.2 impliquent que la fonction caractéristique de

la variable aléatoire §n = ﬁ > X, satisfait

¢35, (1) = {¢x(t/vn)}" = {1~ +0o()}",

or cette derniére quantité converge vers e~t’/ 2 lorsque n tend vers 'infini. On reconnait 1a la
fonction caractéristique d’une variable aléatoire de loi N'(0, 1), et le résultat suit par conséquent
du Théoréeme de continuité 6.4. O

Le Théoréme Central Limite montre que, pour n grand, on a

ou encore
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Ezemple 7.2. Une chalne de montage produit des piéces défectueuses avec un taux de 10%.
Quelle est la probabilité d’obtenir au moins 50 piéces défectueuses parmi 400 ?

Modélisons cette situation par une épreuve de Bernoulli de parameétre p = 0,1. Avec n = 400,
nu = np = 40 et no? = np(1l — p) = 36, et en notant N le nombre de piéces défectueuses, on

obtient
50 — 40

/36

Il y a environ 5% de chances d’obtenir au moins 50 piéces défectueuses.
A titre de comparaison, N suivant une loi binom(400,0,1), un calcul exact donne

P(N > 50) = P(N € [50,400]) ~ &(c0) — ®( ) =~ 0,05.

400 /400
P(N >50)= ) < > (0,1)% (0,9)%°°—* ~ 0,06,
k
k=50
ce qui est assez proche de ’approximation précédente. &

7.6 La loi 0-1 de Kolmogorov

L’énoncé précis de ce résultat nécessite un peu de terminologie.

Définition 7.2. Soit X1, Xo, ... une suite de variables aléatoires sur un espace de probabilité
(Q, F,P). Pour toute sous-collection {X;,1 € I}, on note o(X;,1 € I) la plus petite tribu
telle que chaque X;, © € I, soit mesurable. 0(X;,t € I) est appelée tribu engendrée par les
variables aléatoires X;,1 € 1.

o(X;,1 € I) contient les événements que ’on peut définir a ’aide des X;, 1 € I.
Définition 7.3. Soit T, = 0(Xni1,Xnio,...). Alors, Tn D Tay1 D .... La tribu T, =

N, Tr. est appelée tribu asymptotique. Les éléments de cette tribu sont appelés événements
asymptotiques.

La tribu asymptotique contient des événements comme
e 1
{(Z X;)n converge}, {lim X,, existe},{lim —(X; +---+ X,,) =0},...

Ceux-ci sont indépendants des valeurs prises par les X;, ¢« € I, pour tout ensemble fini [.

Théoréme 7.9 (loi 0-1 de Kolmogorov). St X1, X, ... sont des variables aléatoires indépen-
dantes, alors tout événement A € T, satisfait P(A) € {0,1}.

Définition 7.4. Une tribu dont tous les éléments sont de probabilité 0 ou 1 est dite triviale.

Démonstration. Soit A € Ts. Puisque A € T,, pour tout n, et que 7, est indépendant de
o(X1,X2,...,Xy), on en déduit que A est indépendant de |J,, 0(X1, X2,...,Xn).

On vérifie aisément que la classe des événements indépendants de A forme une classe mo-
notone. Puisque cette classe contient l'algébre UJ,, 0(X1, X2, ..., Xn), il suit du Théoréme des
classes monotones qu’elle contient également la tribu engendrée o(X1, X»,...). Par conséquent,
A est indépendant de (X1, Xo,...).

Or, A € 0(X3, Xa,...). On en déduit donc que A est indépendant de lui-méme. Ceci implique
que

P(A) = P(AN A) = P(A)?,

et donc P(A4) € {0,1}. O
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Définition 7.5. Une variable aléatoire mesurable par rapport a la tribu asymptotique Too
est dite asymptotique.

Corollaire 7.2. Sotent X1, Xo,... des variables aléatoires indépendantes, et Y une variable
aléatoire asymptotique. Alors il existe y € R tel que

P(Y =y)=1.
Démonstration. Y est asymptotique si et seulement si
{weQ:Yw) <z} e Ty,

pour tout £ € R. La loi 0-1 de Kolmogorov implique la trivialité de 7.,. Par conséquent, la
fonction de répartition de Y satisfait

Fy(z) = P(Y < z) € {0, 1}.
Soit y = inf{z : P(Y <z) =1} (avec la convention que inf@ = o0). On a donc Fy(z) =

1[y,0)(2), ce qui implique que Y = y presque sfirement.
O






Chapitre 8

Retour aux marches aléatoires

Dans ce chapitre, nous reprenons 1’étude des marches aléatoires simples. Nous allons en
particulier nous intéresser a des événements portant sur les trajectoires infinies du processus.

8.1 Compléments concernant la marche sur Z

8.1.1 Ruine du joueur

Parmi les nombreuses interprétations de la marche aléatoire simple sur Z, une des plus
classiques est la suivante : a représente la fortune initiale d'un joueur jouant a un jeu lors duquel,
a chaque étape, il fait une mise égale a 1 (pourvu que sa fortune soit strictement positive), et
la double avec probabilité 0 < p < 1 (sa fortune augmentant donc d’une unité), ou la perd avec
probabilité ¢ = 1 — p (sa fortune diminuant ainsi d’une unité).

Sous cette interprétation, le probléme suivant est naturel. Le joueur ne peut continuer a
jouer qu’aussi longtemps que sa fortune reste strictement positive. Supposons qu'’il décide qu'’il
arrétera de jouer lorsqu’il aura atteint son objectif d’arriver & une fortune égale N > a. Quelle
est la probabilité qu’il soit ruiné avant de réaliser son objectif 7

En notant A ’événement correspondant, on déduit de la propriété de Markov que

]P)a(A) :]P)a(A|S]_ :a,—l—l)]P’a(Sl :a+1)+Pa(A|S]_ =a — 1)]P)a(S]_ :G,—].)
=pPat1(4) +qPa_1(4).

Par conséquent, la fonction a — P4 (A) est solution de 1’équation aux différences finies suivante

{f(a):pf(a+1)+qf(a—1), 1<a<N-1 1)

f(0) =1, f(N) =0.
Lemme 8.1. L’éguation (8.1) posséde une unique solution.

Démonstration. Si f et g sont solutions de (8.1), alors h = f — g est solution de

Soit £ € {1,...,N — 1} tel que |h(Z)| soit maximum ; on suppose sans perte de généralité que
h(Z) > 0 (sinon il suffit de considérer g — f). On a alors

h(E+1) = ~ (h(2) - g h(z — 1)) >

» (~(2) — g h(Z)) = 1(2),

DS
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puisque h(Z) est maximum. En itérant cette procédure, on obtient que A(N) = h(Z). Comme
h(N) = 0, ceci implique que h = 0, et donc que f = g. O

Pour un jeu équitable, p = g = % Dans ce cas, on vérifie que 'unique solution & (8.1) est donnée
par’
a

Lorsque p # g, on vérifie aisément qu’elle est donnée par 2

~(g/p)* — (g/p)"
ol = g

8.1.2 Visites et retours

Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressé au temps 70 = min{n > 1 : S, =0} du
premier retour au point de départ. Nous avons en particulier montré que, dans le cas symétrique,
7o est presque-siirement fini. Nous allons a présent montrer qu’il en est de méme du temps
T, =min{n > 1 : S, = b} de la premiére visite en b # 0.

Théoréme 8.1. On considére la marche symétrique sur Z. Pour tout b € Z,
Po(Tb < OO) =1.

Démonstration. On a déja établi que Py(7p < 00) = 1. Par symétrie, on peut supposer b > 0.
En conditionnant sur X;, on voit que la fonction b — Pop(3In > 0 : S, = b) est solution de
I’équation aux différences finies suivante :

{f(fﬂ) =3(fle+1)+ f(z-1)), >0
F(0) =1.

Evidemment, les solutions de cette équation sont données par les fonctions de la forme f(z) =
1+ az, a € R. Par conséquent, 'unique solution bornée est donnée par f = 1. On en conclut

1. Une fagon de trouver cette solution est d’observer que (8.1) peut étre écrite, lorsque p = g = %, sous la

forme f(a+ 1) — f(a) = f(a) — f(a — 1) =6, V1 < a < N — 1, pour une certaine valeur de §. Par conséquent,
f(a) = f(0) + (f(1) — f(0)) + -+ (f(a) — f(a — 1)) = 1 + ab. En particulier, 0 = f(N) = 1+ N§, d’ou l’on tire
6=—-1/Net f(a)=1—a/N.

2. Trouver la solution lorsque p # g conduit a des calculs plus pénibles, mais est conceptuellement trés simple.
On peut dans ce cas écrire (8.1) sous la forme suivante : pour tout 1 <a < N — 1,

(f(a+ 1)) _ (1/10 —q/p) < f(a) ) _ (1/p —q/p>a (f(1)> (8.2)
f(a) 1 0 fla-1) 1 0 f0))” '

Un calcul (diagonalisez la matrice!) montre que
1p —a/p\ _ 1 (p—(a/p)* ala/p)*—q)
1 0 p—aq \p—p(a/p)* pla/p)* —q

En particulier, comme f(N) =0 et f(0) = 1, on tire de (8.2) avec a = N — 1 que

(a/p) — (a/p)"

= 1—(g/p)¥

et donc, en appliquant & nouveau (8.2),

_ (a/p)* = (a/p)"
fla)= 1—(g/p)¥
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donc que, par symétrie,
Po(1p < 00) =Pg(In >0 : S, =b) =1, Vb € Z.
O

La marche aléatoire simple symétrique sur 7Z visite donc presque-slirement chaque sommet. En
fait, il est facile de voir qu’elle le fait presque-siirement infiniment souvent.

Théoréme 8.2. Soit Ny le nombre de visites de la marche aléatoire en b € Z. Alors, dans
le cas symétrique,

Po(Np = o0) = 1.
Démonstration. Soit Tén) le temps de la n
k€N,

(n)

éme yisite en b (avec 7, = 00 si Ny < n). Pour tout

o(Ny = k) = S Bo(r{¥) = )Bo(Ny = k| 13" = 2).
Ok

La propriété de Markov implique donc, puisque {Ték) = {} ne dépend que des £ premiers pas de
la trajectoire et implique que Sy = b,

Po(Np = k| 73" = £) = Po(S; #b,¥5 > £ i) = £)
= Po(S; #b,¥j > £] Sy = b, 71" = g)
= ]PO(SJ ;é Oivj > 0) = ]P)O(TO = OO) = 01
et donc Po(Np = k) = 0, pour tout ¥ € N. La conclusion suit donc, puisque

Po(Ny < 00) = Y " Po(Ny = k) = 0.
E>1

On peut en fait facilement déterminer la loi de 75, méme dans le cas asymétrique.
Théoréme 8.3. Pour tout b # 0,

Ibl

]P’o(’rb = n) Po(’l’o >n, Sy, = b) (Sn = b).

Démonstration. Cette preuve repose sur la méthode du renversement du temps. On associe a
une portion de trajectoire

(O,Sl,Sg,...,Sn) = (O,Xl,Xl—l—Xg,...,Xl—l-”-—l-Xn),
la portion de trajectoire renversée (voir Fig. 8.1)
(O,Rl,Rz,...,Rn) = (O,Xn,Xn+Xn_1,...,Xn+---+X1).

Manifestement, ces deux marches aléatoires ont méme loi. Observez a présent que la premiére de
ces marches satisfait S,, = b > 0 et 79 > n si et seulement si la marche renversée satisfait B,, = b
et R, — R, = X1+ -+ X,_; > 0 pour tout 1 <1 < n, ce qui signifie que la premiére visite de
la marche renversée au point b a lieu au temps n. On a donc démontré le résultat suivant :

Po(Sn = b, 70 > n) = Po(R, = b, Oféliaéxn R; <b) =Po(Sn = b,ofélixn S; < b) = Po(1 = m).

La conclusion suit donc du Théoréme 3.1. O
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FIGURE 8.1: Une trajectoire et la trajectoire renversée.

Ce résultat a une conséquence assez surprenante.

Corollaire 8.1. Dans le cas symétrique, le nombre moyen de visites de la marche (partant
de 0) en un site b # 0 quelconque avant de retourner a l’origine est égal a 1.

Démonstration. 11 suit du théoréme précédent que le nombre moyen de visites au site b # 0
avant le premier retour en 0 est égal a

Eo(> " imsnsntr) = »_ Po(10 >n, 8, =b) = > Po(r = n) = Po(7 < 0).
n>1 n>1 n>1

La conclusion suit donc du Théoréme 8.1. O

On considére le jeu suivant : on jette successivement une piéce bien équilibrée et le joueur gagne
un franc a chaque fois que le nombre de « pile » excéde le nombre de « face » par exactement
m lancers; le jeu s’interrompt dés que les nombres de « pile » et de « face » sont égaux. Quelle
est la mise initiale équitable pour le joueur 7 Le corollaire ci-dessus montre que celle-ci est de 1
franc, quelle que soit la valeur de m!

8.2 Marche aléatoire simple sur Z¢

Nous allons & présent briévement décrire la marche aléatoire simple symétrique sur Z¢. Ce
processus (et ses généralisations) joue un réle central en théorie des probabilités. Une interpré-
tation naturelle est la description de la diffusion d’une particule (un tel modéle a par exemple
été employé par Einstein® en 1905 afin d’expliquer le mouvement erratique des particules de
pollen dans l’eau observé en 1827 par Brown*, et de cette facon confirmer la théorie atomiste
alors encore controversée en permettant & Perrin ® de déterminer expérimentalement la constante
d’ Avogadro ©).

Soit X, Xa, ... une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. prenant valeurs dans I’ensemble {+¢j,¢ =

1,...,d} et de loi uniforme; ici, &; = (d;x)x=1,....d est le vecteur unité de R¢ dans la direction 3.
On appelle marche aléatoire simple symétrique sur Z¢ partant de a € Z¢ le processus

n
Sn = a,-l—ZXz-.
=1

Comme précédemment, on note P, la loi de la marche partant de a.

3. Albert Einstein (1879, Ulm — 1955, Princeton), physicien allemand, puis apatride (1896), suisse (1899), et
enfin suisse-américain (1940). Prix Nobel de physique en 1921.

4. Robert Brown (1773, Montrose — 1858, Londres), botaniste britannique.

5. Jean Baptiste Perrin (1870, Lille — 1942, New York), physicien frangais. Prix Nobel de Physique en 1926.

6. Lorenzo Romano Amedeo Carlo Avogadro, Comte de Quaregna et Cerreto (1776, Turin — 1856, Turin).
Physicien et chimiste italien.
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FIGURE 8.2: Les 1000 premiers pas d'une marche aléatoire simple symétrique sur Z? partant du point
rouge.
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Ce processus décrit donc une particule se déplagant aléatoirement de proche en proche sur
le réseau Z%. Ce type de processus a été énormément étudié, et nous nous contenterons ici
d’illustrer simplement quelques résultats élémentaires.

On vérifie aisément que les propriétés énoncées dans le Lemme 3.1 sont également vérifiées
ici (la structure étant identique).

8.2.1 Probabilités de sortie

Le but de cette sous-section est de montrer que 1’approche utilisée dans le cas unidimension-
nel dans la Sous-section 8.1.1 s’étend sans autre a cette situation plus générale (Figure 8.3)).

Lemme 8.2. Soit @ # D; C Dy C Z% On note T = min{n>0: S, gDy} et 7 =
min{n >0 : S, € D1}. Alors la probabilité P.(T < T) que la marche visite D1 avant de
quitter Dy est donnée par l'unique solution de

Adf(a:) =0 z€Dsy \ Dy,
f(m):]. $€D1,
f(z)=0 z & D,

ot Ay est le Laplacien discret sur 72, défini par

Aaf(z)= - > fly) - f(2)
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FI1GURE 8.3: Probabilités de pénétrer dans un des deux trous avant de sortir du domaine : la couleur
passe du bleu au rouge lorsque la probabilité passe de 0 & 1.

Démonstration. Par la propriété de Markov, on a, pour z € Ds \ Dy,

Po(1 <T)= > Po(T<T|S1=9)P(S1=9)

yezd
y—z|=1

et donc P,(7 < T') est bien solution de I’équation aux différences finies annoncée. Pour montrer
que cette derniére posséde une unique solution, on procéde comme dans le cas unidimensionnel.
Si f, g sont deux solutions de (8.2), alors h = f — g est solution de la méme équation, mais avec
condition au bord h(z) = 0 pour tout z ¢ Dy \ D;. Soit z € Dy \ D; un sommet ou |h| atteint
son maximum. On a 5., ,—1(A(y) — h(2)) = 0. Tous les termes de la somme ayant le méme
signe, ceci implique que h(y) = h(z), pour tout y voisin de z, et donc, en itérant, que A =const.
La condition au bord force alors & = 0, ce qui est équivalent a f = g. O

8.2.2 Récurrence et transience des marches aléatoires sur Z¢

Finalement, nous allons nous intéresser a un probléme classique : déterminer si la marche
aléatoire simple est récurrente ou transiente. Nous avons déja vu que dans le cas d = 1, la marche
symétrique est récurrente-nulle. Le résultat suivant a été démontré par Pélya” en 1921 ; il montre
que la dimension du réseau affecte crucialement le comportement de la marche aléatoire.

7. George Polya (1887, Budapest — 1985, Palo Alto), mathématicien hongrois.
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Théoréme 8.4. La marche aléatoire simple symétrique sur 72 est récurrente si et seule-
ment st d < 2.

Démonstration. Il existe de nombreuses preuves de ce résultat. Une fagon assez élémentaire de
le démontrer est de déterminer exactement la probabilité de retour a ’origine et d’utiliser la
formule de Stirling et des bornes appropriées.

Nous allons passer par les fonctions caractéristiques, car cet argument est beaucoup plus
robuste. La premiére observation est le lemme suivant.

Lemme 8.3. Soit N le nombre de retours de la marche aléatoire stmple a l’origine. Alors

Sy, est récurrente <= Eg(N) = 00 <— Z Py(S, = 0) = 0.
n>1

Démonstration. Soit r = Po(N > 1) la probabilité de retour a ’origine, et soit TO(n) le temps

(n)

du n®™e retour en 0 (avec 7y / = 00 si N < m). Il suit de la propriété de Markov que, pour tout
n>1,
PoN>n|N>n—-1)= > Po(N>n|r" ) =k)Po(ri" Y =k|N>n—1)
k>2n—2
=r Z IP’O(Ténfl) =k|N>n-1)=r
k>2n—2
Il suit donc que Po(N > n) =rPo(N >n —1) =r2Py(N > n —2) = ... = r". Par conséquent,
r/(l—7) sir<]1
EO(N)ZZIP’O(NZ?%)Z{ /1=r) .

n>1 o0 sir=1

ce qui démontre la premiére équivalence. Puisque
Eo(N) =Eo( > 1s,=03) = > _ Po(Sa =0),
n>1 n>1

le lemme est démontré. O

En utilisant 'identité

dp i{p,z d
/[7r w]d (27l')de #e) = 1{320}’ Ve € 7%,

on obtient
(61<P,Sn> )

—0) = dp
Po(Sn =0) = /[—mr]d (2m)e

et Fo(el®Sn)) = (E(eXPX1)))" = (¢, (p))". Un calcul élémentaire montre que la fonction carac-
téristique de X satisfait ¢x, (p) = %Ele cos(p;), pour tout p = (p1,...,pq). Par conséquent,
pour tout 0 < A < 1,

dp
A"Po(Sn = 0) = [ (A, (2))"
n; " e (27)° ,; 1
_ / dp Apx,(p)
[-mme (21)8 1 = Adx (p)
On aimerait prendre la limite A 1 1 a présent, mais cela nécessite quelques précautions. Pour le

membre de gauche, c’est facile : an:l A"1rs,. gy est clairement une suite croissante de fonctions
intégrables positives, et donc on peut permuter la limite et la somme en utilisant le Théoréme
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de la convergence monotone. En ce qui concerne le terme de droite, on commence par observer
que ¢x, (p) est réelle et positive pour tout p € [—1, 1]d. Par conséquent, il suit du Théoréme de
la convergence monotone que

)
3 1 (2702 1= A, ()

dp }‘¢X1(p) _/ dp ¢X1(p)
e 2m)8 1 - ¢, (p)

Pour traiter le reste, on observe que la suite de fonctions A¢x, (p)/(1 — A¢x,(p)) converge
ponctuellement et est uniformément bornée sur [—m, 7] \ [~1,1]%. Par conséquent, il suit du
Théoréme de convergence dominée que

lim dp )‘¢X1 (p) _ / dp ¢X1 (p) )
MU rady-1,10¢ (27)¢ 1 — Apx, (P)  Ji—majer[-1,1)¢ (27)¢ 1 — ¢, (D)

On a donc finalement bien

N dp  ¢x,(p)
Z PO(Sn = 0) - /[\—7r,7r}d (27r)d 1—-¢x, (p) .

Le probléme se réduit donc a ’analyse de la divergence de I'intégrande du membre de droite en
p = 0. Par un développement de Taylor, on a que

cos(z) = 1— 1z% + Lz¢,

avec 0 < zp < z. Par conséquent, pour tout z € [-1,1],

1,2 11,2
1—35z° <cos(z) <1- 5z

On en déduit que 25(|p||2 > 1—¢x, (p) > 55p||? au voisinage de 0. On voit donc que I'intégrande

se comporte comme ||p|| =2 au voisinage de 0. Par conséquent, 1'intégrale converge si et seulement
sid> 2. O

Remarque 8.1. Le résultat précédent montre que lorsque d > 3, la probabilité w4 de retour
au point de départ est inférieure a 1. Il est en fait possible de la déterminer. On peut
montrer que mg = 1 — 1/u(d), ou

u(d)_ d /+7f /+7r dxl...dmd
S (@eme Jox T J-s d—coszy—---—cOST4

On obtient ainst, par exemple : w3 ~ 0,340, 74 ~ 0,193, 75 ~ 0,135, etc.

Théoréme 8.5. La marche aléatoire simple symétrique sur Z? est récurrente-nulle.

Démonstration. Notons S, = (Sx(1), Sn(2)) la marche aléatoire simple symétrique sur Z?2, et
Xk = (Xx(1), Xx(2)), & > 1, les incréments correspondants. On a déja vu que S,, est récurrente,
il suffit donc de montrer que Ey(79) = 00.

On vérifie trés facilement que le processus S, = Sy, (1)4S,(2) est une marche aléatoire simple
symétrique unidimensionnelle (il suffit de voir que X, (1) + X,(2) est une variable aléatoire
uniforme sur {—1,1}). Par conséquent, si on note 7 le temps de premier retour de S,, ona

Eo(70) = Eo(inf{n > 1 : Sp(1) = Sn(2) = 0}) > Eo(inf{n > 1 : §, = 0}) = Eo(R) = oo,

puisque la marche aléatoire simple symétrique sur Z est récurrente-nulle. O
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FI1GURE 8.4: Partie d’une trajectoire du mouvement brownien en dimension 1.

FIcURE 8.5: Partie d'une trajectoire du mouvement brownien en dimension 2 (tous les temps considérés
sont superposés).

8.2.3 Convergence vers le mouvement brownien

On considére une marche aléatoire simple symétrique (Sy)n>o sur Z. Le théoréme central

limite implique que, pour tout ¢t € R,
L S BN(0,8), N oo

m [tN} 1Y) .
Il est en fait possible de démontrer (un résultat appelé principe d’invariance) qu’une convergence
de ce type a lieu pour la loi des trajectoires du processus. On obtient ainsi, dans la limite,
un processus (Bi)icr,, dont chaque réalisation est presque sfirement une fonction continue,
mais nulle-part différentiable. Ce processus est appelé mouvement brownien ou processus de
Wiener &. Une partie d’une trajectoire de ce processus est donnée sur la Figure 8.4.

Similairement, on peut montrer la convergence en loi de la marche aléatoire simple sur Z¢
vers un processus limite (B;);cp+ & valeurs dans R¢, dont les trajectoires sont, presque sfirement,
continues mais nulle part différentiables. Sur la figure 8.5, on a tracé une portion de trajectoire
dans le cas bidimensionnel.

8. Norbert Wiener (1894, Columbia — 1964, Stockholm), mathématicien américain.






Chapitre 9

Les chatnes de Markov

Dans ce chapitre, nous allons introduire une classe trés importante de processus stochas-
tiques : les chaines de Markov. De maniére informelle, une chaine de Markov décrit un systéme
dont 1’évolution aléatoire est telle que la loi du systéme dans le futur ne dépend que de son état
présent et pas de son histoire.

9.1 Définition et exemples

Soit Xg, X1, Xo,... une suite de variables aléatoires a valeurs dans un ensemble S fini ou
dénombrable. Nous noterons X le processus stochastique correspondant et P sa loi.

Définition 9.1. Le processus X est une chaine de Markov s’il possede la propriété de
Markov,

P(Xn = Sn ’XO =80, X1 =81,...,Xpn_1= 577.—1) = ]P)(Xn = Sn | Xpn_1 = sn—l),

pour tout n > 1 et tout sp,S1,...,8, € S.
S est appelé espace des états de la chaine.

Les marches aléatoires du chapitre 3 fournissent un exemple de chaine de Markov, avec S = Z.
La taille de la population dans le processus de branchement étudié dans la Section 4.2 est un
autre exemple de processus de Markov, cette fois avec S = N.

Définition 9.2. Une chaine de Markov X est homogéne st
P(Xp = | Xn 1 =) = P(X1 = j | Xo = 1),

pour tout n > 1 et tout 1,7 € S.

Dorénavant, par souci de simplicité, nous allons supposer que S est un ensemble fini et que la
chaine de Markov est homogeéne. Dans ce cas, on voit que I’évolution de la chaine est caractérisée
par la matrice P = (p(%, 7)): jes définie par

p(1,7) =P(X1 =7 | Xo =1).

Définition 9.3. La matrice P est appelée matrice de transition de la chaine, et les proba-
bilités p(i,J) sont appelées probabilités de transition (de i a j).

141
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0,2
0,8 0,6

0,4
FIGURE 9.1: La représentation graphique de la chaine de ’exemple 9.1.

Lemme 9.1. Une matrice de transition est caractérisée par les deux propriétés suivantes :
1' p(zI]) Z OI ViI] E S;

2. ngsp(i;j) =1, Vi€S.
Une matrice possédant ces deux propriétés est appelée une matrice stochastique.

Démonstration. BExercice élémentaire. O

Définition 9.4. Soit p = (u(2))ics une mesure de probabilité sur S et P une matrice
stochastique. La chaine de Markov (P,pu) est la chaine de Markov (homogéne dans le
temps) de matrice de transition P et de loi initiale pu, c’est-a-dire telle que P(Xo = 1) =
p(z), pour tout 1 € S. On écrira stmplement X ~ (P, p).

Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes : la loi de la chaine de Markov (P, pt) sera
notée P, et '’espérance correspondante E,,. En particulier, lorsque la loi initiale est concentrée
sur un état 7 € S, c’est-a-dire lorsque p = d; = (6;,5);jes, nous écrirons simplement P; et E;.

Ezemple 9.1. Aprés une longue collecte de données, Robinson a congu le modéle suivant pour
précrire le temps qu’il fera sur son ile :

S = {beau temps, mauvais temps}, et P= (8,2 gg) '

La matrice P est stochastique et encode donc bien les probabilités de transition d’une chaine de
Markov sur S. Il est usuel de représenter de telles chaines par un graphe comme sur la Figure 9.1.

Vendredi, quant a lui, a élaboré un modéle plus complexe, prédisant le temps du lendemain
a partir du temps du jour et de celui de la veille. Le processus X qu’il obtient n’est plus une
chaine de Markov sur S, puisque la propriété de Markov n’est plus vérifiée. Il est cependant
possible d’en déduire une chaine de Markov sur un espace d’états étendu, en ’occurrence S x S,
en considérant les variables aléatoires Y,, = (X,,X,_1). En effet, la connaissance du couple
Y, = (X, Xn_1) détermine X,, et donc il ne reste plus qu'a prédire X, 1, dont la probabilité
est fonction uniquement de X, et X, ;. Les détails sont laissés en exercice. &

La matrice P contient toute l'information sur les probabilités de transition d’un état s au
temps n vers un état s’ au temps n+ 1. On peut facilement 1'utiliser pour déterminer également
les probabilités de transition d’un état s au temps m vers un état s’ en un temps ultérieur m+n
quelconque. Notons

pn(iuj) = Pi(Xn = .7)
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Alors, pour tout n > 1,

pn(iyj) = ]P)i(Xn = .7)
= Z ]P) Xn=173Xn1= k)
kesS
=Y PiXpn=7|Xn 1=k)Pi(Xn 1=k)
kesS
= Py(X1 = 5)Pi(Xn_1 = k)
kesS

= > p(k, §)Pn-1(3, k).
kes

Cette relation est connue sous le nom d’équation de Chapman-Kolmogorov. On en déduit
facilement le résultat fondamental suivant.

Théoréme 9.1. La matrice de transition en n pas, P, = (p,(%,7))ijecs, est donnée par la
néme puissance de la matrice de transition P,

P,=P".

Démonstration. On peut réécrire 1’équation de Chapman-Kolmogorov sous la forme

(Pn)ij = Y (Pn_1)i(P)r; = (Pa_1P)s;
keS

En particulier, P, = P,_1P =P, ,P?>=... =P O

11 suit que l'on peut facilement exprimer la loi de la chalne au temps n a partir de la loi de la
chaine au temps 0.

Corollaire 9.1. Soit X ~ (P, ). Alors, la loi de la chaine au temps n, pn(i) = Py (X,
1), 1 €S, est donnée par
Hn = /J/OPn'

Démonstration.

,u'n('l'):]P) n—7' Z]P)P'o n:2|X0:j)PILo(X0:j)
jES

= an(j)i)MO(j) = (:U’OPn)i'
jES

O

Nous nous intéresserons principalement a deux classes particuliéres, mais trés importantes,
de chaines de Markov : les chaines irréductibles et les chaines absorbantes.

Définition 9.5. Soit P une matrice stochastique sur un ensemble S.

> Un état 7 € S est atteignable depuis l’état 1 € S, noté 1 — 7, s’il existe n > 0 tel que

Pa(1,7) > 0.

> Un état i € S est absorbant si p(¢,1) = 1.

> P est irréductible si, pour tout:,7 €S, ona1— j.

> P est absorbante si, pour tout 1 € S, il existe 7 € S absorbant avec 1 — j.
St X est une chaine de Markov de matrice de transition P, on dira que X est irréductible,
resp. absorbante, lorsque P est irréductible, resp. absorbante.
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F1cURrE 9.2: Quel est le nombre moyen de pas nécessaires pour que le cavalier se déplacant au hasard sur
I’échiquier se retrouve a son point de départ ?

FIGURE 9.3: Au début de l'expérience, toutes les molécules du gaz sont confinées dans le récipient de
gauche. Lorsque 'on retire la paroi séparant les deux récipients, les molécules se répartissent uniformé-
ment dans tout le volume disponible. Comment une telle irréversibilité peut-elle étre compatible avec la
réversibilité des équations d’évolution microscopiques ?

F1GURE 9.4: La représentation graphique du modéle des urnes d’'Ehrenfest.

Par la suite, on notera n(z,7) = inf{n > 1 : p,(¢,7) > 0} le nombre minimal de pas permettant
de passer de 7 & j avec probabilité positive; en particulier, n(z,j) < 0o si et seulement si ¢ — j.

Ezemple 9.2. On positionne un cavalier sur une des cases d’un échiquier (Fig. 9.2). A chaque
pas, on déplace le cavalier aléatoirement sur une des cases accessibles depuis sa position actuelle
(en respectant les régles de déplacement de cette piéce). Combien de pas en moyenne faudra-
t-il pour que le cavalier retourne a son point de départ? On a ici un exemple de chaine de
Markov irréductible (vérifiez-le!), et on développera (Théoréme 9.5 et exercices) des méthodes
permettant de répondre trés facilement a ce type de questions. &
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FI1GURE 9.5: Une grille 30 x 30 enroulée en un tore. Chaque case posséde 8 voisines.

FIcURE 9.6: Le modéle du votant (Exemple 9.4), pour k = 2, sur une grille 50 x 50 (représentée « a
plat »). Gauche : état initial; milieu : aprés 1 000 000 de pas; droite : aprés 10 000 000 de pas.

Ezemple 9.3. Le modéle des urnes d’Ehrenfest. Ce modéle a été introduit par Paul et
Tatiana Ehrenfest 1* 2 en 1907 afin d’illustrer certains « paradoxes » liés a 'irréversibilité dans les
fondements de la mécanique statistique, encore toute jeune. Le but est de modéliser 1’évolution
des molécules d'un gaz a l'intérieur d’un récipient. Plus particuliérement, on est intéressé au
nombre de molécules se trouvant dans la moitié gauche et dans la moitié droite du récipient
(voir Fig. 9.3). Leur modéle, trés simplifié, de cette situation peut étre formulé comme suit.
On considére 2 urnes A et B, et N boules numérotées de 1 & N. Initialement, toutes les boules
se trouvent dans 'urne A. Ensuite, aux temps 1,2, 3, ..., un numéro entre 1 et N est tiré au
hasard (uniformément) et la boule correspondante est déplacée de 'urne qu’elle occupe en ce
moment vers 'autre. On note X,, le nombre de boules présentes dans 'urne A au temps n. La
suite Xg, X1, ... est une chaine de Markov sur S = {0,..., N}. Le graphe correspondant, pour
N =5 est représenté dans la Figure 9.4. X est clairement irréductible. &

Ezemple 9.4 (Modéle du votant). Des modeles du type de celui que nous allons considérer a
présent ont été utilisés entre autres en génétique. Ce modéle posséde plusieurs noms, dont celui
de modéle du votant. On considére une grille n x n, dont chaque case est initialement peinte
avec une couleur choisie parmi k. On suppose que cette grille est enroulée sur elle méme de fagon
a former un tore. De cette maniére, chaque case posséde précisément 8 cases voisines (Fig. 9.5).
La dynamique est la suivante : a chaque pas,

1. on tire une case z au hasard (uniformément);
2. on choisit une de ses 8 voisines, y, au hasard (uniformément);
3

. on repeint z de la couleur de y.

=

Paul Ehrenfest (1880, Vienne — 1933, Amsterdam), physicien théoricien autrichien.
Tatiana Alexeyevna Afanaseva (1876, Kiev — 1964, Leiden), mathématicienne russe et danoise.

N



146 CHAPITRE 9. LES CHAINES DE MARKOV

On vérifie aisément que la chaine de Markov ainsi définie est absorbante, avec k états absorbants
(les k configurations ou toutes les cases sont de la méme couleur).

La terminologie « modéle du votant » provient de l’interprétation suivante : chaque case
représente un individu, et chaque couleur une opinion possible sur un certain sujet. A chaque
itération du processus, un des individus discute avec I’'un de ses voisins, se laisse convaincre par
ce dernier et prend la méme opinion. Les états absorbants correspondent alors au consensus.

La figure 9.6 montre 1'état initial de la chaine, et deux états ultérieurs. Nous démontre-
rons plus tard que la probabilité que la chaine finisse absorbée dans un état d’une certaine
couleur est donnée par la fraction de cases de cette couleur, indépendamment de leur répartition
géomeétrique! &

Dans la suite de ce chapitre, nous allons étudier plus en détails les chaines absorbantes et
irréductibles.

9.2 Chaines de Markov absorbantes

Soit P une matrice stochastique absorbante, et notons A = {1 € S : p(¢,¢) = 1} I’ensemble
des états absorbants. L’analyse des chaines de Markov absorbantes est simplifiée si ’on écrit la
matrice de transition sous sa forme canonique, c’est-a-dire en plagant les états absorbants en

dernier,
_(Q R
P-(2 1)

Si|S| =m et |A] =7, Q est donc une matrice (m — r) x (m — r), R une matrice (m —r) x r,
et 1 la matrice identité r x r.

Lemme 9.2. Soit P une matrice de transition sous sa forme canonique. Alors, pour tout
n>1,

prn_ (Q" (1+Q+--+Q*" )R
~\ 0 1 ’

Démonstration. On procéde par récurrence.

n o__ n—1 __ Q R Qn_l (1+Q++Qn_2)R
e (3 1) (6 0oy

_(Q (1+Q+---+Q" R
=% : .

O]

Le résultat suivant montre qu’une chaine de Markov absorbante finit toujours par se retrouver
dans un état absorbant.

Proposition 9.1. Soit P une matrice de transition mise sous forme canonique. Alors,

. n
Jisn, @ =G
Démonstration. Soient 4,7 € A. On a
(Q")ij = Fi(Xn = j) < maxPi(Xn ¢ A).
Soient M = max;jcg min{m : P;(X,, € A) > 0} et

p=minP;(Xy € A) > 0.
1€S
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On a alors,
maxP;(Xy ¢ A)=1—p.
JjES

Par conséquent, on déduit de la propriété de Markov que, pour tout i € S,

R P, # 4) = max 37 P & Al Xie = 5)F: (X0 =)
= max Z PJ’(Xn,M Z .A)Pi(XM = ])
€S ¢
JZA
< 1}1€a§c]P’j(Xn_M ¢ A) I?EaSXIP’i(XM ¢ A)

=(1-p) Ij%a/}‘cIP’j(anM ¢ A)

VANVAN

(1 - p) L%J )
et le résultat suit en prenant la limite n — . O

Corollaire 9.2. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov absorbante, sous
forme canonique. Alors la matrice 1 — Q est inversible et son inverse est donné par

N=(1-Q) "=1+Q+Q*+.
Démonstration. Soit v un vecteur tel que (1 — Q)v = 0. Alors,
Q?’L,U — anlQ,U — Q’nfl,v,
et donc Q™v = v, pour tout n > 1. On en déduit de la Proposition 9.1 que
— 1 Ny —
v = Jim Qv =0,

ce qui montre que la matrice 1 — Q n’admet pas 0 comme valeur propre et est donc inversible.
A présent, il suffit d’observer que

1-Q1+Q+Q*+--+Q")=1-Q",
et donc
1+Q+Q*+---+Q*=N(1-Q"),

ce qui implique que

N = fim 3 Q-
1=0

Définition 9.6. La matrice N est appelée matrice fondamentale de la chaine.

La matrice fondamentale d’une chaine de Markov absorbante permet d’extraire de nombreuses
propriétés de celle-ci. En particulier, elle permet de déterminer simplement le nombre moyen
de visites en un état donné avant absorption, ’espérance du temps jusqu’a absorption partant
d’un état donné, ainsi que les probabilités d’étre absorbé dans un état donné k, étant parti d’un
état 1.
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Théoréme 9.2. Soit N la matrice fondamentale de la chaine et T4 = min{n >0 : X, € A}.
Alors,

1. Ei(XCk>0 Lixi=53) = Nij, pour tout 1,5 ¢ A;
2. Ei(14) = X ;g4 Nij, pour tout i ¢ A;
8. Pi(Xr, = j) = (NR);j, pour tout i ¢ A,j € A.

Démonstration. 1. Soient 4,7 deux états non-absorbants. Alors,

Ei() Lixa=sy) = 2 PilXn =) = 2_(P")iy = )_(Q")iy =N

n>0 n>0 n>0 n>0

2. 11 suffit d’observer que, par le point précédent,

Ei(Ta) = Z Lix,ga}) = Z Ei(z 1ix,—53) = Z N;;.

n>0 jE€A  n>0 JEA

3.0n a, pour tout 1 ¢ Aet j € A,

Pi(Xr, =5) = > Pi(Xn =7, Xn1 ¢ A)

n>1
- E: E:JP n‘—]7 n— 1::k)
n>1kgZA
=> > P(Xn=7|Xn-1=k)Pi(Xn_1=k)
n>1kZA
=> > R (Q™ Yk
>1kgZA

(Q"'R);;
n>1
= (NR);;.
O

Le théoréme précédent permet en principe de calculer plusieurs quantités importantes. Dans la
pratique cependant, le calcul peut se révéler laborieux, voire infaisable, en particulier lorsque la
matrice de transition devient trés grande. On doit alors recourir a d’autres outils...

Définition 9.7. Soit f une fonction définie sur S et P = (p(1,7))i jes une matrice stochas-
tique. On dit que f est une fonction P-harmonique si

=>"p(i,5)f(G),  Vies,
jES

c’est a dire, sous forme vectorielle, f = Pf, ou f = (f(2))ies-

Théoréme 9.3. Soient (X,)n>0 une chaine de Markov absorbante de matrice de transi-
tion P, 74 le temps d’absorption, et A l’ensemble des états absorbants. Alors, pour toute
fonction f P-harmonique et tout 1 € S,

Zf Pi(Xry = 7).

JEA
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Démonstration. Puisque f est P-harmonique,
f =P"f, Vn > 1,
et, par conséquent,

n-yoo 0 1

f = lim P"f = (0 NR) f,

et on conclut a ’aide du Théoréme 9.2. O

Ce théoréme peut se révéler particuliérement utile, dans certaines circonstances.

Ezemple 9.5. Retournons au modeéle introduit dans I’Exemple 9.4. On considére une grille
n x n, et k couleurs, notées {1,...,k}. On note P la matrice de transition associée. La fonction
f donnant la fraction de cases de couleur 1 dans la configuration est P-harmonique. En effet,
la dynamique revient a tirer au hasard (uniformément, donc avec une probabilité 1/(8n?)) une
paire ordonnée (z,y) de cases voisines et & recolorier la case  avec la couleur de la case y. Le
nombre de cases de couleur 1 va donc

> augmenter de 1 si la paire de sommets est telle que y soit de couleur 1, mais pas z;

> diminuer de 1 si la paire de sommets est telle que z soit de couleur 1, mais pas y;

> demeurer inchangé dans les autres cas.
On a donc, en notant Ni(z) le nombre de 1 dans la configuration 3,

> oot ) (M) — Mi(z) = > # (1{i(:n)7£1,i(y):1} - 1{i(z):1,i(y)7£l}) ,
JES (:c,y)
voisins
ot ¢(z) est la couleur de la case z dans la configuration 7. La derniére somme est nulle, puisque
chaque contribution positive dfie & une paire (z,y) est compensée par la contribution négative
de la paire (y, z). La fonction f = N;/n? est donc bien P-harmonique.

Soit 74 le temps d’absorption de la chaine, et notons ai,...,ax les k états absorbants, a,
représentant 1’état ol toutes les cases sont de couleur £. Supposons a présent que la fraction de
cases de couleur 1 dans ’état initial 7 soit égale a p. Le théoréme précédent implique donc que

k

p=flio) =D fae)Pi(Xr, = ac).
=1
Or, f(a1) = 1 (puisque toutes les cases de a; sont de couleur 1), et f(ag) =0 pour £=2,...,k.

On a donc
p=Piy(Xry = a1).

En d’autres termes, a chaque instant, la probabilité que la chaine finisse absorbée dans 1’état
absorbant de couleur £ est précisément donnée par la fraction de cases de couleur £, un résultat
qui serait difficile & obtenir directement a partir du point 3 du Théoréme 9.2. &

Une remarque s’impose avant de conclure cette section. Considérons la chaine de Markov de
la Figure 9.7 (gauche). Cette chaine n’est pas absorbante, puisqu’aucun état n’est absorbant.
Cependant, elle contient une sous-chaine de laquelle il est impossible de s’échapper (les états
représentés en vert). L’analyse effectuée dans cette section permet d’obtenir trés simplement
des informations sur cette chaine (par exemple, sur le temps moyen, ou le nombre de visites en
un état donné, avant d’entrer dans cette sous-chaine, ainsi que le point d’entrée) : il suffit de
rendre absorbant chacun des états par lesquels on peut entrer dans la sous-chaine; on obtient
ainsi la chaine représentée sur la Figure 9.7 (droite), et celle-ci est absorbante.
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Y &5

FI1GURE 9.7: Une fois la chaine entrée dans un des états représentés en vert, elle ne peut plus retourner
vers les états représentés en rouge (gauche). Ce type de chaine peut é&tre étudié de la méme fagon que les
chaines absorbantes, en rendant les points d’entrée de la sous-chaine absorbants (droite).

9.3 Chaines de Markov irréductibles

Dans cette section, nous allons nous intéresser au cas des chaines de Markov irréductibles.
La terminologie suivante va se révéler utile.

Définition 9.8.
> Un état i € S est récurrent st P;(In > 1, X, =1) = 1. Sinon ¢ est transient.
> X est récurrente si tous les états sont récurrents.

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour la récurrence d’un état (il
ne suppose pas l'irréductibilité).

Lemme 9.3. Un état j est récurrent si et seulement si Y., pn(4,7) = 00. Dans ce cas,
> Pn(t,7) = 00 pour tous les états ¢ tels que j est accessible depuis ©. St j est transient,
alors ¥, pn(1,7) < 00, Vi € S.

Observez en particulier la conséquence immédiate suivante : pour tout état transient 5 € S,
limy, 00 Pi(X, = 7) = 0 pour tout 7 € S.

Démonstration. De fagon similaire a ce que l'on a fait dans le cas des marches aléatoires, on
introduit les fonctions génératrices

G’L](s) = anpn(i7j)7 H’L](S) = anhn(i,j),

ou hn(zhj) = IP>7l(-}(1 7é j) X2 ;é j) < '1X’n.—1 # jz Xn = J) Notons que Hlj(l) = Pz(zln Z 1;X‘n, =
7). En procédant exactement comme dans le Lemme 4.2, on obtient que, pour 7 # j € S,

Gii(s) = L+ Hii(s)Gii(s),  Gij(s) = Hy;(s)Gy5(s).
Le lemme suit alors aisément. En effet,

> Pn(5,3) = Em Gyj(s) = lim(1 — Hy5(s)) 77,
- sT1 sT1
et cette derniére quantité est infinie si et seulement si H;;(1) = 1, ce qui est équivalent a dire
que j est récurrent.
Pour les deux autres affirmations, on utilise >°, p,(7,7) = Gi;(1) = H;;(1)G;j;(1). Lorsque
j est récurrent et accessible depuis ¢, G;;(1) = oo et H;;(1) > 0. Lorsque j est transient,
G;;(1) < o0 et H;;(1) < 1. ]
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Dans le cas d’une chaine irréductible, on s’attend intuitivement a ce que tous les états soient
visités infiniment souvent, et donc que la chaine soit récurrente.

Lemme 9.4. Une chaine X irréductible sur un espace d’états S fini est toujours récurrente.
De plus, le temps moyen de récurrence dans l’état 1, p; = E;(T;) avec

T; =min{n >1: X, =1},

est fint pour tout 1 € S. On dit que la chaine est récurrente-positive.

Démonstration. Observons tout d’abord qu’une telle chaine posséde toujours au moins un état
récurrent. Si ce n’était pas le cas, on aurait, par le Lemme 9.3
JjES JES
puisque lim,, ,o Pr(%,7) = 0 dés que j est transient.
On se souvient que n(z¢,7) = min{n > 1 : p,(z,5) > 0}. Montrons & présent que si 7 — 7 et
J — 1, et que ¢ est récurrent, alors j est également récurrent. Puisque n(z,7) < oo et n(J,2) < oo,
on a

> pals,7) > > Pn(5,)(J) 1) Pr—n(5,5)—n(i,5) (3 )Pn(i,5) (2, 7)
n>1 n>n(j,)+n(e,7)+1
= Dn(3,) (0 )Pn(ig) (1, 5) D Pali,3) = 00,
n>1

et la premiére affirmation est démontrée.

Pour montrer la seconde, on note que l'irréductibilité de la chaine et la finitude de S im-
pliquent que n(7) = max;jcsn(j,t) < 0o, et p = minjcsPn(;5)(J,4) > 0. On a alors, avec les
notations M = |n/n(i)| et ko =1,

M
Pi(T; > n) < S T Pres(Xneys i) = ko)
ky e A4 =1

M-1
= Z H Pklfl(Xn(szhi) = kl)

ks, ka1 £=1

X Prpy s (Xn(kns_r,5) 7 1)
—1

M
<(1-p) Z H Pkl—l(Xn(kZ—lyi) = ke)
kv, ks 194 £=1

<o <(1-pM
Par conséquent, on a bien p; = E;(T3) = 32,51 Pi(Ti > n) < co. O
Lemme 9.5. Soit X une chaine de Markov irréductible sur un espace d’états S fini. Alors,

pour tout 1,7 € S,
P;(3n > 1, X, =14) =1

Démonstration. Soient ¢ # 7 deux états. Manifestement, si Xo =1 et X, (; ;) = 7, alors, Xj # 1,
pour tout 1 < k < n(s,7) (sinon n(z,7) ne serait pas minimal). On a donc
= Pi(Xn #+1,Yn > n(z,]), Xn(i,j) = j)
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On sait du Lemme 9.4 que X est récurrente, et par conséquent, le membre de gauche est nul.
Puisque pp; ;)(%,7) > 0 par construction, on conclut que Pj(X, #4,Vn > 1) = 0. O

9.3.1 Distribution stationnaire

Pour une chaine de Markov irréductible X, le processus ne va pas s’arréter dans un certain
état, mais va continuer a évoluer éternellement. Une question fondamentale est alors de déter-
miner son comportement asymptotique : si 'on observe une telle chaine aprés un temps tres
long, quelle est la probabilité qu’elle se trouve dans un état donné ? Avec quelle fréquence visite-
t-elle chaque état ? La réponse a ces questions est étroitement liée a la notion de distribution
stationnaire.

Supposons pour un instant qu’une telle convergence ait lieu, c’est-a-dire que, pour un certain
1 € S, il existe un vecteur 7 tel que lim,, ,o Pr(%,7) = w(J) pour tout 7 € S. Alors, on devrait
nécessairement avoir, d'une part, 35,5 7(J) = limn 00 2-,c5Pn(2,7) = 1 et, d’autre part, pour
tout k£ € S,

> m(i)p(s, k) = lim > pn(i,5)p(s, k) = Hm pnia(s, k) = m(k).
JES JES
Ceci motive la définition suivante.

Définition 9.9. Un vecteur w = (m(3))
matrice de transition X st

1. w(j) > 0 pour tout j € S, et 3 cgm(j) =1,
2. m=7P.

e st appelé distribution stationnaire associée a la

La raison derriére cette terminologie est la suivante : si X ~ (P, ), alors il suit du Corollaire 9.1
que les probabilités d’occupation au temps n sont données par

7P" = (7P)P* 1 =P 1 =... = 7.

On voit donc que la distribution 7 est stationnaire : elle ne change pas lorsque le temps passe.

Nous allons a présent montrer que toute chaine de Markov irréductible sur un espace des
états fini posséde une et une seule distribution stationnaire. Pour ce faire, introduisons, pour
chaque k € S, le vecteur v* = (7*(4));cs défini par

Te—1

(@) =B (Y 1pxa—)-

n=0

En d’autre termes, 7*(4) est le nombre moyen de visites en 4, partant de k, avant le premier
retour en k. Le théoréme suivant montre qu’une distribution stationnaire existe toujours, lorsque
la chaine est irréductible et l’espace des états fini.

Théoréme 9.4. Soit P irréductible sur S fini. Alors, pour tout k € S,
(i) v (k) =1,

(i) v*P =~*;

(111) Zies ’)’k(z) = Pk ;

(1v) 0 < (i) < 00, pour touti € S.

En particulier, pour tout k € S, le vecteur m = v*/ Yics YR () = v*/pr. est une distribution
stationnaire.
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Démonstration. (i) suit immédiatement de la définition.

(1) D’une part, il suit du Lemme 9.4 qu’avec probabilité 1, T, < oo et donc Xy = X7, = k.
D’autre part, I’événement {Tx > n} = {X1 # k, X> # k,..., Xn_1 # k} ne dépendant que de
X1,...,Xn-1, la propriété de Markov au temps n — 1 (et le fait que les deux membres sont nuls
lorsque 7 = k) donne

IP)k()('n.fl = 7;; X'n. = j;Tk Z n) = Pk(anl = i;Tk 2 n)p(7'7]); VZ,] € S.

On peut donc écrire

Te—1 Tk
) =B (D Lxa=s}) = Ee(D Lixa=s})
n=0 n=1
=Ee(D Lixp—jm>ny) = 2 Pu(Xn =5, Tk > n)
n=1 n=1
=> > Pu(Xn-1=1%Xn=75Tk >n)
€S n=1
€S n=1
= 06, ) Ex(> 1ixn i=iTi>n})
€S n=1
= > 0(6,3)Br () 1ixu—iT1>n})
€S n=0
Te—1
= (%, 7) Ex( Z Lix,—a) = p(1,5) 7*(3)
€S €S
(i11) suit directement de la définition :
Tr—1 T,—1
ST =D TEe (D] Lyxa=iy) = Ee (DL D Lyxniy) = Ex(Tk) = -
€S ics n=0 n=0 €8

(1v) D’une part, il suit du point précédent que v*(i) < > jes Y*(5) = px < oo0. D’autre part, il
suit de l'irréductibilité de la chaine que, pour tout 7 € S, n(k,¢) < co. Par conséquent, on a

Z ’Y pn ki) ) > ’Yk(k) pn(k,z)(kiz) = pn(k,z)(kill’) > 0. (91)
JjES

O]

Le résultat suivant montre 1'unicité de la distribution stationnaire d’une chaine irréductible sur
un espace des états finis, et fournit une formule alternative, utile, pour cette distribution.

Théoréme 9.5. Soit P une matrice stochastique irréductible sur un espace des états S
fint. Alors, P posséde une unique distribution stationnaire w. De plus,

1
(i) = —, Vi € S,
) bi

ot p; = E;(T;) < 0o est le temps moyen de récurrence dans l’état 1.
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Démonstration. On commence par démontrer 'unicité. Soit A un vecteur non-nul satisfaisant
A(2) > 0 pour tout 2 € S et A = AP. L’argument utilisé en (9.1) implique que A(z) > 0, pour
tout 2 € S; on peut donc supposer sans perte de généralité que A(k) = 1. Alors, pour tout j € S,

AG) = D0 AE)p(in,9) = >, A(i)p(is, 3) + A(k)p(k, 5)

11€8 i1€5\{k}
= > ME)p(ia,in)p(in, §) + (p(R5)+ D0 p(k,ia)p(in, g))
i1,52€8\{k} i1€5\{k}

= Z A(n)p(tn, tn—1) -+ P(21, 7)
11,...,in €S\ {k}

+ (PR )+ X p(RyiPGL )+ D plkn1) - pliz,1)p(i, 7))
11€S\{k} 11,...,in—1ES\{k}

> Pp(X1=75,Te 2 1) + Pu(X2 = 7,The > 2) + -+ + P(Xn = 5, Tk > n).

Cette derniére expression convergeant vers v*(j) lorsque n — 0o, on en déduit que A(5) > v*(5),
pour tout j € S. Par conséquent, le vecteur u = X — v* satisfait u(¢) > 0 pour tout i € S.
Par irréductibilité, pour chaque 7 € S, n(3, k) < co. Comme uP = AP —v*P = A —~* = p,
on en conclut que
0= pu(k) = ule)par) (5, %) > p(D)pali, k),
JjES
ce qui implique p(z) = 0.

Passons a la seconde affirmation. La premiére partie et le théoréme 9.4 impliquent que 7(k) =
Y¥(k)/ Sics ¥*(3) = 1/pk. La conclusion suit, puisque le choix de I’état k est arbitraire. O

9.3.2 Convergence

On a vu que si la loi de X,, converge, ce ne peut étre que vers son unique distribution
stationnaire. Il n’est cependant pas garanti que la loi de X, converge, comme on peut le voir
simplement en considérant la matrice de transition P = (9}), qui donne lieu & une chaine de
Markov irréductible de distribution stationnaire (%, %), et pour laquelle la loi de X,, ne converge
pas. Le probléme ici est que la chaine de Markov X a un comportement périodique.
Définition 9.10.

> Le nombre d(i) = pged{n : p,(i,7) > 0} est la période de l’état i € S.

> Un état © est apériodique st d(1) = 1, et périodique sinon.

> X est apériodique si tous ses états sont apériodiques.

> X est dite ergodique si elle est récurrente-positive, 1rréductible et apériodique.

Lorsque S est fini, comme on le suppose dans ce chapitre, le Lemme 9.4 montre qu'une chaine
de Markov X sur S est ergodique si et seulement si elle est irréductible et apériodique.

Lemme 9.6. Soit X une chaine de Markov wrréductible et apériodique. Alors, il existe
N < oo tel que, pour tout:,7 € S,

pn(1,5) >0, Vn > N.

Démonstration. Soit j € S. Par apériodicité, il existe une suite de temps ¢1,%s,...,% ayant
1 pour plus grand diviseur commun, et tels que p;, (7,7) > 0, pour tout 1 < k& < £. On peut
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alors montrer qu’il suit du Théoréme de Bézout ® qu'il existe un entier M = M(j) tel que tout
nombre entier m > M (j) peut se décomposer comme m = Zk:l arty, pour une suite a1,...,ay
d’entiers positifs. Par conséquent, on a

£

m(5,9) > [1(pe.(5,3))™ >0, Vm > M(j).
k=1

Soit ¢ € S, 1 # 7. Par irréductibilité, n(, 7) < oo, et donc
Comme il y a un nombre fini de paires (%, j) € S xS, on peut prendre N = max; jes M'(7,7). O
Le théoréme suivant montre que la périodicité est la seule entrave possible a la convergence.

Théoréme 9.6. Soit P wrréductible et apériodique sur un espace d’états S fint et pu une
mesure de probabilité sur S. Alors,

lim puP™ =

n—oo
ou 7 est l'unique distribution stationnaire associée a P.

En particulier, si X ~ (P, u), avec P comme ci-dessus, les Théorémes 9.5 et 9.6 impliquent que
limp 00 Ppu(Xn = 1) = 1/p;, pour tout ¢ € S.

Remarque 9.1. On peut vérifier (exercice) que pour une chaine irréductible, tous les états
ont méme période d. Il suit alors que, s1 X est une chaine irréductible de période d, alors
les chaines Y("), 0 < r < d, définies par Y,E") = Xndrr Sont apériodiques, et qu’on peut

donc leur appliquer le théoréme.

Démonstration. Soient X, et Y, deux copies indépendantes de la chaine de Markov, et posons
Z, = (Xn,Y,). La chaine de Markov Z sur S x S est irréductible. En effet, pour tout i, j, k,1 € S,
il suit de I'indépendance de X et Y que

pn((1,9), (k1)) = P(Zn = (K, 1) [ Zo = (4,7))
=P(Xn = k| Xo = 9)P(Yp = 1Yo = J) = pn(, k)pn (35, 1),
et, les chalnes X et Y étant irréductibles et apériodiques, il existe N tel que

(1, k)pn(7,1) > 0,

pour tout n > N (voir le Lemme 9.6).

Notons P(; ;) la loi de la chaine Z partant de Zo = (1,7). Fixons s € S, et introduisons
T = min{n >1: Z, = (s,s)}. Z étant irréductible, P(; ;)(T < o0) = 1, pour tout 4,5 € S.
L’observation cruciale est que, pour tout m > 0, les lois de X7, et Y7, sont identiques,
puisqu’elles ne dépendent que de s et m, et de la matrice de transition commune de X et Y.
On peut donc écrire

(2, k) = ]P’w) X, = )

S
3
Il
o
!
I
2
+
5
S
3
|
o
~
\%
2

3. Théoréme de Bézout : si z1,...,zm € N* sont tels que pged(zi,...,zm) = d, alors, pour tout n > 0,
Jai,...,am € Z tels que a1z1 + - - - + amZm = nd. De plus, sin >z, --- Zm, a1,...,an peuvent étre choisis tous
positifs.
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On obtient donc
1Pn (3, k) — Pn(G, )| < Py (T > m) =300,
pour tout i:j: k € S. On en déduit que
e —Pa(, k) = > mi(pali k) — Pa(5, k) =5 0,
€S
et donc
m [> 0 u(5)pa(5, 1) = m(3)] = lm | p(5)(pa(4, 1) — (1))]
jes jes
< %u(y) lim [p,(5,7) — (1) = 0.
J

9.3.3 Reéversibilité

Dans de nombreux cas, en particulier pour les chaines de Markov provenant de la modélisa-
tion de phénomenes physiques, la chaine posséde la propriété remarquable d’étre invariante sous
le renversement du temps (dans 1'état stationnaire), dans le sens que si 'on filme son évolution
et que 'on passe le film, il est impossible de déterminer si le film est passé a ’endroit ou a
I’envers. Bien entendu, ceci n'est possible que si la chaine se trouve dans le régime stationnaire
(sinon la relaxation vers 1'équilibre permet de déterminer le sens d’écoulement du temps).

Soit X,,, —o00 < n < 00, une chaine de Markov irréductible, telle que la loi de X, soit donnée
par w pour tout n € Z. On définit la chaine renversée Y par

Yo=X_,,ne€LZ.

Définition 9.11. La chaine X est réversible (a l’équilibre) st les matrices de transition de
X etY sont identiques.

Théoréme 9.7. X est réversible st et seulement si la condition d’équilibre local est satis-
faite :
m()p(s,5) = 7(7)p(5,1),  Vi,j €S
Démonstration.
P(Ynpn=7[Yn=19)=P(X n1=7]X n=1)
. AP(X_pn_1=17)
= P X_ = X_ 1 = - =

T
—p(Jﬂ)w-

~—

O

Une fagon d’interpréter cette formule est comme suit. Imaginons que 1’on répartisse un volume
total d’eau égal a 1 entre les différents sommets du graphe associé a la chaine de Markov.
A chaque instant, une fraction p(,5) de l'eau se trouvant au sommet 7 est déplacée vers le
sommet j (pour tous les sommets ¢, j simultanément). La distribution d’équilibre correspond a la
répartition de l'eau sur les sommets telle que la quantité d’eau en chaque sommet est préservée :
toute ’eau qui en sort est compensée exactement par ’eau qui y entre (7(z) = 3=, m;p(J,1)). La
condition d’équilibre local est beaucoup plus forte : on demande a ce que, pour toute paire de
sommets 7, 7, la quantité d’eau passant du sommet 7 au sommet 7 soit compensée exactement
par la quantité d’eau passant du sommet j au sommet 2 (7(z) p(¢,7) = 7(5) p(7,1)).
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Théoréme 9.8. Soit X une chaine irréductible. S’il existe 7 tel que

0<m(z) <1, Zﬂ(z) =1, 7()p(¢,7) =7()p(4,1) pour tout 1,5 € S,
€S

alors la chaine est réversible (a l’équilibre) et de distribution stationnaire .

Démonstration. Par la propriété d’équilibre local,

>_m(5)p(,4) = ) m(i)p(3, §) = (i),

j€S j€S
ce qui montre que 7 est la distribution stationnaire de la chaine. O

Ce dernier théoréme permet, dans certaines situations, de déterminer beaucoup plus simplement
la distribution stationnaire : si 'on parvient a trouver une distribution de probabilité sur S
satisfaisant la condition d’équilibre local pour une chaine irréductible, on est assuré que cette
solution est bien la mesure stationnaire de la chaine.

Ezemple 9.6. Il est intuitivement clair que la chaine de Markov du modéle d’Ehrenfest devrait
étre réversible a 1'équilibre. Il est donc naturel d’essayer de trouver une distribution sur S
satisfaisant la condition d’équilibre local. Dans le cas présent, cela revient a trouver un vecteur
m = (m(0),...,m(N)) tel que, pour tout 0 <z < N — 1,

m(i+ 1) :p(i,i+1) _(N—-13)/N N -1

m(1) p(i+1,2) (+1)/N 1+1’

et >°,m(z) = 1. La mesure stationnaire est donc donnée par

m(k) =27 <]k\l'>

En particulier, on peut a présent aisément utiliser le Théoréme 9.6 afin de déterminer les temps
moyens de récurrence des divers états. Si, pour fixer les idées, on suppose qu'’il y a une transition
toutes les 10710 secondes et N = 10?3 boules, on voit que le temps moyen nécessaire pour
retourner dans 1’état ot toutes les boules sont dans 'urne A est donné par

1 2N N 1023 1023 ~ , .
EN(TN) = = = 5o =2 ~2° secondes ~ 2" &ge de l'univers.
mN) - (y)

D’'un autre c6té, le temps moyen de récurrence de 1’état dans lequel chacune des deux urnes
contient la moitié des boules est de

1 2N
En/2(Tn/2) = m(N/2) = (NA/TZ) ~ %’R’N ~ 40 secondes.

Ceci résout de maniére particuliérement frappante le « paradoxe » entre la réversibilité micro-
scopique et 'apparente irréversibilité macroscopique : si les molécules de gaz, toutes initialement
contenues dans le récipient de gauche, se répartissent trés rapidement de facon homogéne entre
les deux récipients, elles vont bien se retrouver dans 1’état initial si 'on attend suffisamment
longtemps, mais le temps nécessaire est tellement astronomique (bien plus grand que 1'age de
l'univers!), que cela n’aura jamais lieu en pratique. &






Chapitre 10

Modeéele de percolation

Dans ce chapitre, nous allons introduire un autre processus trés important en théorie des
probabilités : le modéle de percolation. Contrairement & la marche aléatoire et aux chaines de
Markov, il ne s’agit plus d'une famille de variables aléatoires indicées par un parameétre que
I’on peut interpréter comme le temps, mais d’une famille de variables aléatoires indicées par
un parameétre spatial ; on parle dans ce cas de champ aléatoire. Ce modéle peut &tre défini en
dimension quelconque (et en fait, sur un graphe quelconque), mais nous nous contenterons de
discuter le cas de Z2.

10.1 Définition

Soit p € [0, 1], et soit (X;);cz2 une famille de variables aléatoires indépendantes suivant une
loi de Bernoulli de parameétre p, indicées par les sommets de Z2. On note P, la loi de ce champ.

Un sommet 2 est dit occupé si X; = 1 et vide si X; = 0. On centre en chaque sommet occupé
un disque de diamétre 1 < p < v/2. Deux sommets sont dits connectés s'ils appartiennent & la
méme composante de I'union de ces disques. Les composantes connexes maximales de sommets
de Z? sont appelées amas. Etant donné un sommet z € Z2, on note C(z) I’amas contenant z.
On a représenté sur la Figure 10.1 trois réalisations de ce processus pour des valeurs diverses de

D.

L’interprétation originelle de ce processus est comme modéle d'un matériau poreux. Un tel
matériau contient un grand nombre de trous microscopiques. La question de base que l'on se
pose alors est si cette porosité locale induit une porosité globale : si 'on plonge une pierre
poreuse dans de 1’eau, quelle est la probabilité que le centre de la pierre soit mouillé 7 Dans le
modéle de percolation, les trous correspondent aux disques placés sur les sommets occupés. La
question de base peut alors se reformuler dans les termes suivants : existe-t-il un amas infini
(eau pourrait alors se propager infiniment loin a travers ce dernier)? Il y a de nombreuses
autres interprétations bien entendu : comme modéle d’épidémie, de feu de forét, etc. Ce modéle
est devenu '’exemple classique pour modéliser des milieux aléatoires.

10.2 Transition de phase

Soit ©(p) = P,(|C(0)] = o0), ou | A| représente la cardinalité de I’ensemble A C Z2. ©(p) est
donc la probabilité que de I’eau injectée a I'infini parvienne jusqu’a ’origine. Le résultat suivant
est fondamental.

159
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p=20,6
p=0,8

FIGURE 10.1: Trois réalisations du processus de percolation.
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Théoréme 10.1. 1. Il existe 0 < p. < 1 tel que

e >0  Vp>p..

2. La probabilité qu’il existe (au moins) un amas infini est égale a 1 st ©(p) > 0, et 0
SINon.

Remarque 10.1. 1. Un argument de théorie ergodique permet de montrer qu’avec pro-
babilité 1, il n’y a jamais plus d’un amas infint. Nous ne le ferons pas ict.
2. La valeur exacte de p. est inconnue, mais des stmulations numériques montrent que
P ~ 0,5928.

Démonstration. On démontre d’abord la seconde affirmation. Clairement, 'existence d’au
moins un amas infini est un événement asymptotique, puisque le fait de changer 1'état d’un
nombre fini de sommets n’a pas d’influence sur sa réalisation. Par conséquent, il suit de la loi
0-1 de Kolmogorov que la probabilité qu'’il existe au moins un amas infini a probabilité 0 ou 1.
Or,
Po( | {IC()] = 00}) > FB,({IC(0)] = o0}) > 0,
v/
si ©(p) > 0, et donc Pp(U;c72{|C(%)] = o0}) = 1. Réciproquement,

Po((JAIC()] = 00}) < >~ Pp({IC(3)] = o0}),

1€72 1€72

et donc Py(Usez{IC(0)] = 00}) = 0 dés que Bp({|C(s)| = 0o0}) = E,({|C(0)] = 00}) = ©(p) = 0.

Passons a présent a la premiére partie du théoréme. Celle-ci suit clairement des trois affir-
mations suivantes : (i) ©(p) = 0 pour tout p suffisamment petit; (ii) ©(p) > 0 pour tout p
suffisamment proche de 1; (iii) ©(p) est une fonction croissante de p.

(i) On appelle chemin de longueur n dans Z? une suite ¥ = (41,%2,...,%,) de sommets
tous distincts et tels que ||tx — ix_1]l. = 1, k = 2,...,n. Soit N (n) 'ensemble des chemins de
longueur n commengant en ¢; = 0, et N(n) la cardinalité de cet ensemble. On vérifie facilement
que N(n) < 4™. En effet, lorsque 'on construit un tel chemin sommet par sommet, on a au plus
4 choix a chaque étape.

Soit a présent N,(n) le nombre de chemins de longueur n composés uniquement de sommets
occupés (chemins occupés). Etant donné v € N (n), la probabilité que les sommets le consti-
tuant soient tous occupés est exactement donnée par [[;., Pp(X; = 1) = p™. Par conséquent,

EP(No(n)) = EP( Z 1{7 occupé}) = Z ]P)p(’y OCCU_pé) = pnN(n) < (4p)n.
VEN (n) YEN(n)

Lorsque 1'événement {|C(0)| = oo} est réalisé, il existe de tels chemins occupés de toutes les
longueurs. On obtient donc, pour tout n > 1,

Pp(IC(0)] = 00) < Pp(No(n) 2 1) < Ep(No(n)) < (4p)".

En laissant n — 00, on voit que P,(|C(0)| = 00) = 0 dés que p < .

(ii) On va utiliser un argument df & Peierls?, introduit en 1936 dans '’étude d'un autre
champ aléatoire trés célébre : le modéle d’Ising . On appelle x-circuit de longueur n une suite

1. Sir Rudolf Ernst Peierls (1907, Berlin — 1995, Oxford), physicien théoricien allemand. Il s’installa en An-
gleterre en 1933, et fut anobli en 1968.
2. Ernst Ising (1900, Cologne — 1998, Peoria), physicien allemand.
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FicURE 10.2: Lorsque Xy = 1 mais que ’amas contenant 1’origine est fini, il y a toujours un *-circuit
vide entourant l'origine (le point rouge). On a représenté par des cercles verts les sommets qui sont
nécessairement vides si C(0) est I’amas représenté en bleu.

de sommets i1, ...,1, tous distincts tels que ||tz — tk—1]|» < V2,k=2,...,n, et |21 — 2n]l. <
v/2. L’observation cruciale est que lorsque l’origine est occupée, mais que 1’amas contenant
lorigine est fini, il existe un x-circuit composé entiérement de sommets vides (*-circuit vide)
et entourant ’origine (c¢f. Figure 10.2). Notons N*(n) le nombre de %-circuits de longueur n
entourant 'origine. On peut & nouveau facilement borner leur nombre. En effet, le nombre de
*-circuits de longueur n contenant un sommet donné est inférieur a 8™, puisqu’il y a exactement
8 sommets a distance au plus v/2 d’un sommet donné. D’autre part, un *-circuit de longueur n
entourant l'origine intersecte nécessairement 1’ensemble des sommets de coordonnées (0, y) avec
0 < y < n. On obtient donc que N*(n) < 1n8".

Soit N(n) le nombre de tels x-circuits entiérement composés de sommets vides. En procédant
de la méme fagon qu’auparavant, la probabilité que tous les sommets d'un x-circuit de longueur
n donné soient vides est (1 — p)™. Par conséquent,

Ep(Ny(n)) = (1 - p)"N*(n) < 5n(8(1 - p))™.

Comme on l'a vu, lorsque Xo = 1 et |C(0)| < oo, il exite un entier n tel que Ni(n) > 1. A
présent,

Pp(Xo = 1,|C(0)] < 00) < Pp((J{N;(n) > 1}) < Y Pp(Ny(n) > 1)

n>4 n>4
<Y ER(NF(n)) < ) Gn(8(L - p)"
n>4 n>4
et cette derniére quantité tend vers 0 lorsque p — 1. Par conséquent, P,(|C(0)] = o0) =

1-(1-p)—Pp(Xo=1,|C(0)] < c0) > 0 pour tout p suffisamment proche de 1.

(iii) Il reste & montrer que ©(p) est une fonction croissante de p. Soit (Y;);cz2 une famille
de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]; on note PP la loi de ce processus. Pour
p € [0, 1], on définit les variables aléatoires (X7);cz2 par

XP —

7

1 siY; <p,
0 siY;>p.

Un peu de réflexion montre que la loi de la famille (X7);cz2 est précisément P,. L’intérét de cette
construction est que ’on peut définir simultanément tous les processus (Xf )iez2 pour p € [0, 1]
sur cet espace de probabilité, ce qui permet de les comparer réalisation par réalisation. C’est
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ce que l'on appelle faire un couplage de ces processus. En particulier, on voit que la présence
d’'un amas infini contenant 1’origine pour X? implique 'existence d’un amas infini pour tous les
processus X? avec p' > p, puisque Y; < p = Y; < p/, pour tout p’ > p, et donc chaque sommet
occupé dans X? est nécessairement également occupé dans X*'. On a donc, pour 0 < p < p' < 1,

O(p) = F,(IC(0)| = 00) = B(C(0)| = oo dans X?)
< B(IC(0)] = 0o dans XP') = B,(|C(0)] = 00) = ©(p).






Chapitre 11

Le processus de Poisson

Nous allons a présent introduire un processus de nature différente, dont le domaine d’appli-
cabilité est trés important : le processus de Poisson. Dans le cadre qui va nous intéresser ici,
celui-ci décrit la répartition aléatoire et uniforme de points sur la droite réelle positive. Il peut
servir & modéliser par exemple : les appels téléphoniques arrivant dans une centrale, 1’arrivée
de particules sur un compteur Geiger, les temps d’arrivée de clients a une caisse, les temps
d’occurrence de sinistres a dédommager par une compagnie d’assurance, etc.

11.1 Définition et propriétés élémentaires

Il y a trois fagons naturelles de décrire un tel processus (cf. Fig 11.1) :

> On peut, tout d’abord, encoder une réalisation d'un tel processus par une collection
0 < Th(w) < To(w) < --- de nombres réels positifs, correspondant a la position des
points sur RT. Il est pratique de poser également Ty = 0.

> Une seconde facon de coder une réalisation revient a donner, pour chaque intervalle de la
forme I = (t,t + s], le nombre de points N;(w) contenus dans l'intervalle. Si I'on utilise
la notation simplifiée N; = No;, on aura alors N1y = Nipis — Ni. La relation entre
les variables aléatoires T), et N; est donc simplement

Ni(w) =sup{n >0 : T,(w) <}, Tp(w) =inf{t > 0 : Ny(w) > n}.

> Une troisiéme fagon naturelle d’encoder cette information est de considérer la suite
X1(w), X2(w), X3(w), ... de nombres réels positifs correspondant aux distances succes-
sives entre deux points. La relation entre ces variables et les T}, est donnée par

k
Xk =T, — Tk—1, Ty =Y X;.
=1

Définition 11.1. Soient X, Xo,... une suite de variables aléatoires satisfaisant P(Xj >
0) = 1 pour tout k > 1. Soit Ty = 0 et T, = >, X;. Finalement, posons N; =
sup{n >0 : T, <t}. Le processus (N;):>o est appelé processus de comptage.

Remarque 11.1. On supposera toujours par la suite qu’un processus de comptage satisfait
presque-stirement T, — o0 lorsque n — ©0.

On appelle souvent les variables aléatoires X, les temps d’attente ou durées de vie du
processus (Ng)i>1.

165
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Nt

5

4 -
3 .

2 -

1 -

X Xy X3 X,

A 2 A A
T77

1+2

Xn+1 Xn+2

FIGURE 11.2: Définition des variables aléatoires X} (lorsque N; = n).

Le cas le plus simple, mais trés important, est celui ol les temps d’attente forment un
processus i.i.d. : prenons l'exemple d'une lampe dont ’ampoule est changée instantanément
dés qu’elle est défaillante. Dans ce cas, les durées de vie correspondent précisément a la durée
pendant laquelle I’ampoule fonctionne. A chaque fois qu'une ampoule cesse de fonctionner et
qu’elle est remplacée par une ampoule neuve, le systéme se retrouve dans le méme état. On dit
qu’il y a renouvellement.

Définition 11.2. Un processus de comptage pour lequel les temps d’attente sont 1.1.d. est
appelé processus de renouvellement.

Le processus de Poisson est ’exemple le plus important de processus de renouvellement.

Définition 11.3. Un processus de Poisson d’intensité \ est un processus de renouvellement
dont les durées de vie suivent une loi exp(A). On note Py la loi du processus de Poisson
d’intensité A.

Vérifions a présent deux propriétés tout a fait remarquables du processus de Poisson.

Théoréme 11.1. Soit (Nt)t>0 un processus de Poisson d’intensité A. Alors, pour tout
t,s >0,

1. Nty s — N; suit la méme lot que Nj.

2.V 0 =1 <t <ty <--- <ty les variables aléatoires Ny, — N, )i=1,. n-1 sont
indépendantes.
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Démonstration. Soit t > 0 fixé. Notons X! = T, 11 —t le temps restant aprés ¢ jusqu’au point
suivant du processus, X} = Xn,+x, k > 2, et Tp = Xt + ... + X!, k > 1. Evidemment,

Nyys—Ny=n < T, <s<T:..,.
Observons a présent que l'indépendance de X, .1 et de T}, implique que, pour tout z > 0,

Py(XE > 2| Ne = n)PA(N; = n) = Pa(XE > 2, T, <t < Thy1)
=Pa(Tn <t,Xpni1 >t+z—Tp)

t oo
= d dz , 2
/0 Y),. 3 @x:2)

:/Otdyan(y) /oo dz fx,,.(2)

t+z—y

t
_ /0 Pr(Xnt1 > t+ 2 —y)fr.(y)dy

t
= 37”/0 Px(Xn+1 >t —y) fr,(y)dy
= e M PA(Tp <t, Xpy1 >t —Tn)
= e Py(N; = n). (11.1)

En procédant de la méme fagon, on voit que

IP’A(Xf >a:1,X§ > :1:2,...,X,tc >z | Nt = n)
=P\(Th <t, Xpni1 >t+ a1 —Tny, Xnio > Ta,..., Xnix > Tk) /Pr(N; = n)

k
= [[Pa(Xnie > ) PA(Tn < t, Xni1 >t + 21 — Tr)/PA(N; = 1)
=2

— e—>\($1+"'+1’k)’

la seconde identité suivant de l'indépendance de T}, Xy, +1,..., Xn+k, et la derniére identité
de (11.1). On en déduit que, conditionnellement & N; = n, les variables aléatoires X}, k > 1,
sont des variables aléatoires i.i.d. de loi exp()). Par conséquent, la loi conjointe des variables
aléatoires T}, k > 1, sous P»(- | N; = n) coincide avec celle des variables aléatoires Tk, k > 1,
sous P,. On a donc

Pr(Nirs — Ny = k) = Y PA(Negs = n+ k| Ny = n)PA(N; = n)

n>0

= > Pa(Tf < s <Tf 1| Ne = n)Pr(N; = n)
n>0

= Z PA(Tk <s< Tk+1)P>\(Nt = n)
n>0

=Px(Tx <5 < Tgy1)

= P5(Ns = k).

Passons a la seconde affirmation. Les arguments ci-dessus montrent que la loi conjointe des
variables aléatoires Ny — Ny = max{n >0 : Tt < s —t} sous P»(-| Ny = £) coincide avec celle
des variables aléatoires Ny = max{n >0 : T}, < s — t} sous Py. Posons m; = k; + --- + k;,
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1> 1. On a alors

Py (N —Nti:ki,izo,...,n—l)

= PA(Nt - Nt =k,1=1,. -1 | Ny = ko)IP’A(Ntl = ko)
= PA(Nt;,, — N, _ml,z—l n—l\Ntlzkzo)]P’A(Ntl:kzo)
=Pa(Ntyyy—t, =myt=1,...,n — 1) Py(Ny, = ko)
= PA(Nty—t, = k1, Nty 1, _th—tl =m;—my,1=2,...,n—1)

x Px(Nt, = ko).

1+1

1+1

De la méme fagon, puisque t;11 — t; — (t2 — t1) = t;41 — to,

Px(Nt,—t, = k1,Nt,,, ¢,
= PA(NtiH_tl — Nyt =my —my,1=2,...,n— 1| Neyt, = k1)
X PA(Ntz—tl = kl)

= PA(Nti+1—t2 =m; — ml,i = 2, o, — 1) ]P)A(th—tl = kl). (11.2)

— Nyt =mi—mq,2=2,...,n— 1)

Mais

]:P)}\(Nti+17t2 =m; — m]_,i - 2, S ,n — 1)

= ]P)A(Ntaftg - kz)Nti+17t2 - Ntsftz =m; — m2)7; = 31 e, = 1)7

et 'on peut donc répéter la procédure (11.2), pour obtenir finalement

n—1 n—1
Pa(Niiyy = Ney = kiyi=1,...,n — 1) = [[ Pa(Nepy & = ki) = [ [ Pa(Neyy — Ny, = Ka),
1=0 1=0
la derniére identité résultant de la premiére partie du théoréme. O

Lemme 11.1. Soit (Nt)tzo un processus de Poisson d’intensité A. Alors, T, suit une loz
gamma(A, n),
AT n—1 —Aml

1
(n—1)! e [0,

fr.(z) = o0)(2)-

Démonstration. Ty, est une somme de n variables aléatoires i.i.d. de loi exp(A). Manifestement,
T suit une loi exp(A), et celle-ci coincide avec la loi gamma(A, 1). On procéde par récurrence.
Supposons 1’énoncé vrai pour T),. On a alors, pour = > 0,

Pra(@) = P @ = [ 1. () fxoia(e - w)du

z 1
:/ )\nunflef)\u )\efk(:vfu)du
0 (n—1)!

A VY 1
= e~ “’/ uw" du
(n—1)! 0

)\nJrl

—Ammn7

n!

et le lemme est démontré. O

Théoréme 11.2. Soit (Ni)t>0 un processus de Poisson d’intensité A. Alors, pour tout
t>s>0, N — N, suit une lot poisson(A(t — s)).
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Démonstration. 11 suit du Théoréme 11.1 qu'’il suffit de considérer le cas s = 0. Puisque N; =
n< T, <t <Tht1, on a immédiatement

]P’A(Nt = n) = PA(Tn <t< Tn+1) = PA(Tn+1 > t) — PA(Tn > t)

An e
= / (z"de *® —nz" le )dz
t

T on!
A" *d n_—Az

—E/t a(—a: e "*)dz
A"

tnef)\t
n! '

Définition 11.4. On appelle accroissements d’un processus stochastique (Zt)i>o les diffé-
rences 4y — Zs entre les valeurs prises par le processus en deuzx temps 0 < s < t.

Un processus (Z;)t>o est a accroissements stationnaires si, pour tout s,t >0, Zy s — Z;
a méme lot que Z; — Zy.

Un processus (Z:):>0 est a accroissements indépendants si, pour tout choiz de 0 =ty <
t1 <ty <--- < t, < 00, les variables aléatoires Zy, — Zy, , sont indépendantes.

Les Théorémes 11.1 et 11.2 montrent que les accroissements Ny, — N; d’'un processus de Poisson
d’intensité A sont stationnaires, indépendants et suivent une loi de Poisson de parameétre As. Nous
allons montrer que ces propriétés caractérisent ce processus. Ceci fournit donc une définition
alternative du processus de Poisson.

Théoréme 11.3. Un processus de comptage (Nt)i>o est un processus de Poisson d’intensité
A s1 et seulement st ses accroissements N, s — Ny sont stationnaires et indépendants, et
sutvent une lot poisson(As).

Remarque 11.2. En fait, on peut montrer assez facilement qu’un processus de comptage
(Nt)t>0 est un processus de Poisson (d’intensité non spécifiée) si et seulement si ses ac-
croissements Nyys — Ni sont stationnaires et indépendants. Cela montre que ce processus
va correctement modéliser toutes les situations ou ces deuxr hypothéses sont approzximati-
vement vérifiées.

Démonstration. On a déja montré que le processus de Poisson posséde les propriétés énoncées.
Montrons donc que ces propriétés caractérisent ce processus.

Fixons 0 < 57 < t; < 83 <ty < -+ < 8, < t,. En observant que T € (s1,¢1],...,Tn €
(Sn,tn] si et seulement si
> N, — Ni,_, =0,1 <1 <n, (avec tx = 0),
> Ny, — N, =1,1<i<mn,
> Ntn — Nsn Z 1,
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et en utilisant les hypothéses sur les accroissements, on obtient

P(Tl € (Sl,tl], ..., T, € (Sn,tn])

n n—1
= HP(NSi — Ny, , =0) H P(Nt, — N, = 1)P(Ny, — Ns,, > 1)
3 =1
_ H e—)\(sl—tz 1) H }\ t; — S —>\(t —s; )( _ o= A(tn— sn))
n—1
= }\n_l(e_ks" — e‘””) H (ti — Si)
i=1

t1 tn A
= / e Ate ™ undun e d'LL]_.
s Sn

La loi conjointe de (T4, ...,T,) posséde donc la densité

Ate ™M G0 <u < or < Unp,
firn, ) (U1, Un) =

0 sinon.

Déterminons a présent la densité de la loi conjointe de (X1, ..., X,). La fonction de répartition
conjointe est donnée par

PX1<z1,...,.Xn <2p) =P(T1 <21, T2 —T1 < Z5,..., T, — Ty 1 < z4)
uite2 Un—-1+Tn
_/ / / f(Tl,...,Tn)(ula"'7un)dun' --dug,
U1l U

n—1

et la densité conjointe est donc donnée par

877,
WP(}Q <Z1,...,Xn < :I:n) = f(Tl,...,Tn)(mly 1+ Z2,..., 21+ + mn)
_ }\ne—)\(ml—s—---—&—mn)'
On reconnait la densité conjointe de n variables aléatoires i.i.d. de loi exp(A). O

Nous allons voir a présent une troisiéme définition du processus, de nature plus dynamique.

Lemme 11.2. Soit (Nt)t>0 un processus de Poisson d’intensité A, et 0 < t; < -+ < tg.
Alors, pour 0 <mny < --- < ny des entiers, on a, lorsque € | 0,

PA(Ntk-i-E - Ntk = O‘th — n]71 S .7 S k) =1- )\E+O(E)7
P)\(Ntlc+€ - Ntk =1 ’ th = nj71 S ] S k) = Ae + O(E)x (113)
Px(Ntyte — Ney > 2| Ny =y, 1 <5 < k) = o(e).

Démonstration. Posons ng = 0. Puisque {Ny; =n;,1 <j <k} ={Ny;, —Ny,_, =n;—n; 1,1 <
j < k}, il suit de 'indépendance et de la stationnarité des accroissements qu'’il suffit de montrer
que

Pyx(Ne=0)=1—Xe+o(e) et Pr(Ne=1)= e+ ofe).

Or, ceci est une conséquence immédiate du fait que N, suit une loi poisson(Ae) : on a, par
exemple,
()"

Py(N. =1) = e ¢ 0

=(1— Xe + o(€))Ae = Ae + o(e).
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Nous allons voir maintenant que cette propriété caractérise le processus de Poisson d’intensité
A. Ceci fournit une troisiéme définition du processus.

Théoréme 11.4. Un processus de comptage est un processus de Poisson d’intensité A st
et seulement s’l satisfait (11.3).

Démonstration. On a déja montré que le processus de Poisson d’intensité A posséde les pro-
priétés énoncées. Montrons donc que ces propriétés caractérisent ce processus.
Notons A = {Ny; = n;,1 <j <k}, et posons, pour ¢t > 0, p,(t) = P(Ng, 1t — Ny, = n | A). I
suffit de montrer que
e (A)”

pn(t) =e vt n=0,1,...,

puisque le résultat suivra alors du Théoréme 11.3. En utilisant l'inégalité |P(B) — P(C)|
P(BAC), on obtient que’

P () = pn(s)| < P(Niyys 7 Nigrt) /P(A),

ce qui montre que p,(t) est une fonction continue de ¢, puisque lim;_,; P(Ns # N;) = 0.
Pour simplifier les notations, posons D; = Ny, 1+ — N;, . Observons que Diye =n — D; =
m, pour un m < n. On a donc

pn(t + E) = pn(t) P(Dt+€ — Dt =0 ’ A, Dt = n)
+ 1{71,21} pn—l(t) ]P)(Dt—l—e — .Dt =1 ‘ A, .Dt =n— 1)

n—2

+ 12 O Pm(t)P(Dege — Dy =n—m| A, Dy = m).

m=0

A

Par (11.3), on obtient
Pr(t +€) = pu(t)(1 — Xe) + 1ip>1) Pr1(t) Ae + o(€).
En divisant par € et en prenant la limite € | 0, on obtient 2
Pn(t) = =Apn(t) + 1{n>1) APn—1(2), (11.4)
avec condition au bord p,(0) = d,0.
Il reste a intégrer (11.4). Pour n =0, on a
po(t) = —Apo(t),

et donc pg(t) = e *. En insérant cette solution dans I’équation pour p;(t), on trouve

pi(t) = —Api(8) + Ae
et donc pi1(t) = AMe*t. Par induction, on obtient donc bien

pa(t) = O,

pour chaque n > 0. O

1. En effet, {Ny, s = n,A} = {Ny 45 = n, Ny 4+ = n, A} U {Ny, s = n, Ny 4t # n, A} et par conséquent
{Nt;+s =n, A} \ {Nt,+¢ = n, A} = {N¢,+s = n, Ngy 4+ # n, A}, et de méme avec s et ¢t interchangés.

2. Il y a une petite subtilité ici : a priori, la dérivée dans le membre de gauche de (11.4) n’est qu’'une dérivée a
droite. Afin de montrer qu'il s’agit réellement d’une dérivée, il suffit d’observer que le membre de droite est continu.
En effet, pour montrer qu'une fonction continue f(¢) avec dérivée a droite f*(¢) continue pour tout ¢ > 0, est
nécessairement dérivable pour chaque ¢ > 0, il suffit de prouver que F(t) = f(¢)—f(0)— f ; ft(s)ds = 0. Supposons
que ce ne soit pas le cas, et que (disons) F(to) < 0. Alors G(t) = F(t) — tF(to)/to satisfait G(0) = G(to) = O et,
puisque F™ = 0, G*(t) > 0, ce qui implique que G doit posséder un maximum strictement positif en un point
s0 € (0,%0). Mais G*(sp) < 0, puisque so est un maximum, ce qui est une contradiction.
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11.2 Autres propriétés

11.2.1 Le paradoxe de I’autobus

Nous avons déja rencontré ce paradoxe dans les résultats de la section précédente, mais
n’avons pas encore explicité son caractére surprenant (au premier abord). On considére une
lampe dont on change immédiatement I’ampoule lorsque celle-ci est défaillante ; la durée de vie
d’une ampoule est supposée suivre une loi exp(A). Si l'on considére un temps arbitraire ¢ > 0,
cet instant se trouvera presque-stirement entre deux pannes. On a vu que la variable aléatoire
X! représentant le temps séparant ¢ de la prochaine panne suit une loi exp(}); en particulier,
le temps moyen jusqu’a la prochaine panne est donné par 1/A. On peut de la méme fagon
déterminer la loi du temps écoulé entre la panne précédente et t, S* = ¢t — T, . Bien sfr, si s > ¢,
P»(S?* > s) = 0, puisque Ty = 0. Pour s < ¢, on trouve

Py(8t > s) = PA(Ny — Ny_; = 0) = Py(N, =0) = e 7.

Par conséquent, S* a méme loi que min(X,t), ou X est une variable de loi exp(}). Si l'on
s'intéresse au comportement de la lampe aprés un temps long, la loi de St est bien entendu trés
bien approximée par une loi exp(}).

En particulier, on voit que, pour ¢ grand, le temps moyen entre les deux pannes est trés
proche de 2/, alors que la durée de vie moyenne d’une ampoule est de 1/A. C’est le paradoxe de
I'autobus. Celui-ci est traditionnellement présenté comme suit : les différences entre les temps
de passage successifs d'un autobus passant par un arrét donné suivent une loi exponentielle,
de moyenne 5 minutes. Un individu arrive a l'arrét pour prendre le bus. Le temps moyen
qui s’écoule entre le passage du bus précédent son arrivée et le passage du bus suivant est
(approximativement) de 10 minutes, bien que les bus passent en moyenne toutes les 5 minutes!

L’explication de ce « paradoxe » est la suivante : la distribution des longueurs d’intervalle
n'est pas triviale, certains seront beaucoup plus longs que la moyenne, d’autres beaucoup plus
courts. En faisant une observation « au hasard », on a donc davantage de chance de tomber
dans un long intervalle plutét que dans un court. On biaise ainsi la loi de la taille de l'intervalle
observé vers les plus grandes tailles.

11.2.2 Processus de Poisson et statistiques d’ordre

Soit £ > 0. Nous allons étudier la loi de T; conditionnellement & N; = 1. Dans ce cas, on a
bien entendu T; < t, et donc, pour s € (0, 1],

Py(Ty <s,N:=1 Ps»(N. =1 N: — N. =0
PA(Ty < s[Ny=1) = MTi<s,Ne=1)  Pa(N;=1,N; — N, =0)

Py(N; = 1) PA(N; = 1)
B ()\sef)‘s)(ef)‘(tfs)) B f
N Ate—At t

T} suit donc une loi uniforme sur (0, ¢], conditionnellement & N; = 1. Ainsi, savoir qu’un événe-
ment a eu lieu avant le temps £ ne nous fournit aucune information sur l'instant auquel il a été
réalisé. De plus, la loi conditionnelle est indépendante de 'intensité A du processus.

Nous allons a présent généraliser ce résultat, en déterminant la loi de T1,...,T},, condi-
tionnellement & N; = mn. Soient 0 < t; < --- < t, < t. On a, pour tout € > 0 suffisamment
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petit,

Py (Tk € (te—¢€,tr +€),1 <k <n|N:t=mn)
_ PA(Tk € (te —€,tk +€),1 <k <n,N; =n)
PA(Nt = n)
e~ AMt1—€)ge\p—26h g~ A(t2—t1-2¢) | 9 p—26X o~ A(t—tn—¢)
- (Ant™ /nl)e— >

= (2¢/t)"n!,

puisque I’événement {T} € (tx — €,tx +€),1 < k < n,N; = n} est réalisé si et seulement
si Ntlfe = 0, Nthre — Ntk,€ = 1, k = 1,...,n, Ntk+1*€ — Nt,ﬂLé = 0, k = 1,...,n — 1, et
N — N;, 4. = 0. Par conséquent, la densité conjointe de T1, ..., Ty, conditionnellement & Ny = n
est donnée par

1
lim —— Py (T tr —€,t 1<k<n|Ni=n)=nltT"
i ey MTk € (b — €tk +€),1 <k <n|N;=n)=nlt"",
si0 <ty < - <ty <t et 0 sinon. C'est ce qu’'on appelle la loi conjointe des statistiques
d’ordre de n variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur (0,¢]. Elle revient a tirer au
hasard, indépendamment, n points uniformément sur l’intervalle (0, ¢], puis a les ordonner du
plus petit au plus grand.

11.2.3 Superposition et amincissement

Le processus de Poisson posséde deux autres propriétés remarquables : (i) la « superposition »
de deux processus de Poisson indépendants donne a nouveau un processus de Poisson, dont
'intensité est la somme de celles des deux processus originaux, et (ii) tout processus de Poisson
d’intensité A peut étre décomposé en deux processus de Poisson indépendants d’intensités A;
et A — }\1.

Théoréme 11.5. Soient A;,Aa > 0, et A = A1 + Ay, Sotent (Nt(l))tzo et (Nt(2))t20 deuz
processus de Poisson indépendants d’intensités Ay et Ay. Alors, le processus défint par

M= N+ N2
est un processus de Poisson d’intensité A.

Démonstration. On utilise la caractérisation du processus de Poisson du Théoréme 11.3. Pour
tout 0 < s <tetn >0, l'indépendance des processus Nt(l) et Nt(2) implique que

2)

P(N; — Ny = n) = P(N + N® — N — N

~_~

=n)

=S P - N = n - kPN - NP = k)

LI Y (2)) L RN 0 P () ) LA

k=
_ (=9 s Zn: <n> AR Ak (t—s) A=),

]
o k n!

ce qui montre que les accroissements N; — N, de (Nt)tzo sont stationnaires et suivent une loi de
Poisson de paramétre A(t — s). Il reste & vérifier qu’ils sont indépendants. Nous ne le ferons que
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pour deux intervalles, le cas général se traitant de la méme maniére. Soient donc 0 < s <t < u,
et n,m > 0. Ecrivons A(¥) = (z) Nt( ), 1=12et A=N, — N;.On a

P(A =n,N; =m)
=P(AD + A® =5 NV 4 NP = m)

(A =n — g, NY =m — )P(A® =k, NP = ¢)

I
hE
hE

k=04¢=0

=SS PAW = n— kPN = m - P = k)P = ¢)
k=0¢=0

=S S PAY = — k, AP = )PV =m — 4, NP = ¢)

Définition 11.5. On dit que le processus (N¢)¢>o ci-dessus est la superposition des processus
(N )iz0 et (Ni)sz0.

Théoréme 11.6. Soit (Ni)i>0 un processus de Poisson d’intensité X, et soit p € (0,1).
On peint chaque point du processus en rouge ou en bleu, de facon indépendante, avec
probabilité p et 1 — p respectivement. Alors, les points rouges et bleus définissent deux
processus de Poisson indépendants d’intensités Ap et A(1 — p) respectivement.

Démonstration. Soit 0 < s <tetk>0.0na

Py(NY - N = ) = iPA(Nt—N )<”>p p)"*

_oo)‘n(t_s A(ts n
_Z . ¥ (

(>\ (t—s)* tsz(“—s —p))" "
(n —k)!

N

n>k

_ ()‘p (t - 5)) e—>\p (t—s).
k!

On montre de la méme fagon que Nt(z) — N1 est poisson(A(1 — p)).
Soient 0 < 53 < t; < 89 < iy < -+ < 8, < ty,. Alors, en notant A; = Ny, — N, et
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AV =N - N (j=1,2), na

Pr(AY = n;, AP =m 1< <)
:PA(AEI):ni,1<i<n1A =m;i+ni,1 <5 <n)Pr(A;=m; +ni,1<5<n)

n ni +m; n
_qp (e o™ [[P(A: = mi + )
. i =1

1=1
_ ﬁ <m + mz> )™ ﬁ (t; — s;))™*™ 1ef>\(tifsi)
-1 n; i=1 nz + ml)
_ ﬁ (Ap (B = 8i))™ xp(ti—sg) AL =) (B — $:))™ _(1-p)(ti—s0)
—1 ni' mi!
=TI PA(a) = ny) PA(AP) = my),
1=1

et les processus (Nt(l))tzo et (Nt(z))tzo sont donc a accroissements indépendants, et sont indé-
pendants I'un de 'autre. ]

Définition 11.6. On dit que les processus (Nt(l))tzo et (Nt@))tzo ci-dessus sont des amin-
cissements du processus (N¢)¢>o.

Remarque 11.3. Bien entendu, on peut itérer les procédures de superposition et d’amin-
cissement. Les résultats ci-dessus restent donc valides pour un nombre fint arbitraire de

processus (Nt(i))tzo.

Ezxemple 11.1. On considére deux caissiéres, servant chacune une infinité de clients. On suppose
que les temps de service de chaque caissiére sont i.i.d. de loi exp(A1) et exp(A2) respectivement.
On désire déterminer la probabilité que la premiére caissiére ait fini de s’occuper de son né™e
client avant que la seconde ait fini de s’occuper de son m®™¢ client, c’est-a-dire

P(Ti) < T2,

Une approche revient a utiliser le fait que ces deux variables aléatoires sont indépendantes
et de lois gamma(A1,n) et gamma(As, m) respectivement, et faire un calcul laborieux. Nous
allons a la place utiliser les résultats de cette section. Soit (N¢):>o un processus de Poisson de

parameétre A = A; + A2. On a vu que les processus (Nt(l))tzo et (Nt(z))tzo peuvent étre obtenus
en coloriant les points de (N;):>o indépendamment en rouge et en bleu, avec probabilité A;/A
et Az /) respectivement. Par conséquent, T,gl) < T,gf ) si et seulement si au moins n points parmi
les n + m — 1 premiers points de N; sont coloriés en rouge. On a donc

n+m—1
(1) (2) n+m-—1 A1 K A ntm—1—k
]P) Tn Tm — .

11.2.4 Processus de Poisson non homogéne

I1 est souvent peu réaliste de supposer que la fréquence d’apparition des points est constante.
Par exemple, si on veut modéliser les arrivées de clients dans un supermarché, ou de voitures sur
une autoroute, ou de requétes sur un serveur web, il est clair que la fréquence de ces événements
va dépendre de I'heure de la journée, du jour de la semaine, de la saison, etc. Afin de modéliser
ce type de situations, on va permettre a l'intensité A(¢f) du processus de Poisson de varier au
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cours du temps. Il est possible de définir ce processus pour des fonctions A(t) trés générales (il
suffit que A(t) soit intégrable); nous supposerons ici pour simplifier que A(¢) est continue par
morceaux.

Définition 11.7. Un processus de comptage a accroissements indépendants (Nt)i>o est un
processus de Poisson non homogene de fonction de densité A\(t) > 0, t > 0, si

1. P(Ntye — Ny = 1) = A(t)e + o(e) ,
2. P(Nite — Ny > 2) = o(e).

Manifestement, un tel processus n’est pas a accroissements stationnaires (sauf lorsque A(t) = A
est constante, auquel cas il se réduit a un processus de Poisson d’intensité ).

Théoréme 11.7. Soit (Nt)tzo un processus de Poisson non homogéne de fonction de den-
sité A(t). Alors, pour toutt > s > 0, Ny — N5 suit une loi poisson(m(t) — m(s)), ou

m(u) = /Ou A(v)dv.

Définition 11.8. La fonction m(t) dans le Théoréme 11.7 est appelée fonction de valeur
moyenne du processus.

Démonstration. La preuve est semblable & celle du Théoréme 11.4, et nous ne ferons que
I’esquisser. Notons
pn(sit):P(Nt_Ns:n)i n:O71727"'

Par indépendance des accroissements, on peut écrire
Pn(s,t +€) =P(Ny — Ny =n, Ny — Ny =0)
+ 1in>3P(Ny — Ns =n — 1, Npye — Ny = 1) + o(e)
= pn(5,1)(1 — A(t)e + o(€)) + 1in>13Pn1(8, t)(A(t)e + o(€)) + o(e).
11 suit que

2 2n(5,8) = MO) (LnzyPn 1(5,8) ~ pa(5,)),

avec condition au bord p,(s,s) = 0, pour tout s > 0,n € N.
Lorsque n = 0, cette équation est simplement

%po(fa‘,t) = —A(t)po(s, t),

dont la solution est
t
po(s,t) = exp(~ [ A(u)du) = =m0, st >0
S
En substituant ce résultat dans ’équation pour n = 1, on obtient

0 —(m(t)—m(s
apl(s;t) = }‘(t) (6 (m(®) (=) _pl(sit))7

qui peut étre réécrit comme

0 —(m(t)—m(s
7p1(31t) = (e (m(®) (=) _pl(sit))

o (m(t) - m(s)).

o
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Zt)

FIGURE 11.3: Evolution des réserves d’une compagnie d’assurance.

On voit alors facilement que la solution est donnée par
p1(s,t) = e~ (M=) (m(t) — m(s)), 5,t>0.

Par récurrence, on montre ensuite que

Dn(s,t) = e’(m(t)’m(s))—'(m(t) - m(s))", s,t>0,n €N.

11.2.5 Processus de Poisson composé

Le processus de Poisson est utilisé comme base pour construire de nombreux autres processus.
Nous allons en voir un exemple dans cette sous-section : le processus de Poisson composé.

Définition 11.9. Soient (Nt)tzo un processus de Poisson d’intensité A, et Uy, Us,... des
variables aléatoires 1.1.d. indépendantes du processus de Poisson. Le processus stochastique

N
Ye=Y Uy, t>0
k=1
(avec la convention que Y; =0 st Ny = 0) est appelé processus de Poisson composé.

Ezemple 11.2. Voici un modele trés simple pour les réserves d’une compagnie d’assurances.

On considére que des sinistres se produisent aux instants 7, d'un processus de Poisson
homogéne et que le n®™€ sinistre cofite & la compagnie d’assurance une somme U,,. Si ¢ est le taux
des primes par unité de temps, le bilan de la compagnie a 'instant ¢ est donc Z; = Zy + ct — Y%,
oll Zy est son capital initial. Soit W = inf{t > 0 : Z; < 0} le premier instant ou les réserves
de la compagnie deviennent négatives. Le probléme est alors de trouver la probabilité de ruine,
c’est a dire P(W < 00| Zp = z).

Diverses propriétés du processus de Poisson composé seront étudiées en exercices.
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11.2.6 Processus de Poisson spatial

Le processus de Poisson introduit précédemment était restreint a [0, 00). Il est en fait possible
de I’étendre a des espaces beaucoup plus généraux. Nous esquissons & présent le cas de R<.

Une réalisation d’un processus de Poisson sur R? est un sous-ensemble aléatoire dénombrable
II de R%. La loi de II sera caractérisée via la collection de variables aléatoires (N(B)) BeB(RY)
indicées par les boréliens de R, la variable N(B) correspondant au nombre de points de II se
trouvant dans B.

On note | A| le volume (c’est-a-dire la mesure de Lebesgue) d’un borélien A.

Définition 11.10. Le sous-ensemble aléatoire dénombrable TI de R? est un processus de
Poisson d’intensité \ si

> N(B) suit une loi de Poisson de paramétre A|B|, pour tout B € B(R?),

> N(Bi),...,N(B,) sont indépendantes lorsque By, ..., B, sont disjoints.

On peut également considérer des processus de Poisson inhomogénes (c’est-a-dire, d’intensité
variable), mais nous ne le ferons pas ici.

Un grand nombre des résultats établis plus haut pour le processus de Poisson sur [0, c0)
s’étendent a ce cadre-ci : en particulier, les propriétés d’amincissement et de superposition
admettent des généralisations naturelles. Dans ce bref apercu, nous nous contenterons de dé-
montrer une propriété importante, qui montre que le processus de Poisson sur R? modélise bien
une « distribution aléatoire uniforme » de points dans R?. Elle est également trés utile pour la
simulation de tels processus.

Théoréme 11.8. Soit IT un processus de Poisson d’intensité A sur R?, et soit A un ouvert
de R? de volume fini. Alors, conditionnellement a N (A) =n, les n points de II se trouvant
dans A sutvent la méme lot que n points choisis indépendamment avec la mesure uniforme
sur A.

Démonstration. Notons Be(z) = {y € A : ||y — z||cc < €/2}. Soient z1,...,z, des points dis-
tincts de A. Etant donnée une réalisation du processus de Poisson avec N(A) = n, on numérote
au hasard de fagon uniforme les n points dans A : X3,...,X,. Alors, pour € > 0 suffisamment
petit,

P(Xi € B(zi),1=1,...,n | N(A) :n)
_ %P(N(Be(mi)) —1,i=1,...,n | N(4)=n)
1 P(N(A\ Ufzy Be(y)) = 0) [T, P(N(Be(z:)) = 1)
n! P(N(A) =n)
1 e—A(|A|—ned) H?:l Ae e—)xed
nt (AA])re VAl /n!

= 94,

Par conséquent, conditionnellement a N(A) = n, la densité conjointe de (Xi,...,X,) en
(z1,...,Z,) est donnée par

. 1 . _
lim — P(X; € Be(w:), i =1,...n| N(4) = n) = |4] ™",

et coincide donc bien avec la densité conjointe de n points tirés indépendamment uniformément
dans A. O
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&g '.3.3

FIGURE 11.4: Trois réalisations du processus booléen de I'Exemple 11.3 pour des intensités croissantes
du processus de Poisson sous-jacent.

Ezemple 11.3 (Modéle booléen). Nous allons & présent décrire un cas particulier du modele
booléen. Dans ce mode€le, on associe a chaque réalisation IT d’un processus de Poisson d’'intensité
X dans R? le sous-ensemble II de R? donné par 'union des disques de rayon r > 0 centrés sur
les points de II,

= U D,(x)
x€ll
o D.(x) ={y € R? : |ly — x|, < r}; c.f. Fig. 11.4. (Dans une version plus générale du modéle

booleen on remplace les disques par des compacts eux-mémes aléatoires.) On peut voir ce
modéle comme une version continue du modéle de percolation du chapitre 10.
Soit A un borélien de R? tel que 0 < |A| < 0o0. On désire déterminer la fraction moyenne de

A couverte par les disques. On a
E(JANT) = (/ 1a(x dx)

= /AIP’(X € Mdx

P(x ¢ TI) = P(Aucun point de IT ne se trouve a distance au plus r de x)
=P(IIn D,(x) = @)
— (N (D:(x)) = 0)

= exp(—Anr?).

Or, par définition du processus,

Par conséquent, la fraction de A couverte par les disques est donnée par

E(|ANTI))

-1 —)\7rr2.
4]

e

11.2.7 Processus de renouvellement
Fonction de renouvellement, équation de renouvellement

Avant de clore ce chapitre, nous allons briévement discuter des processus de renouvellement
généraux. Il s’agit d’un sujet de grande importance, que nous ne ferons qu’effieurer.

Soit (N¢)¢>0 un processus de renouvellement, c’est-a-dire un processus de comptage pour
lequel les temps d’attente sont i.i.d., et supposons pour simplifier > que la loi commune des
temps d’attente posseéde la densité f. On notera F' la fonction de répartition correspondante.

3. Mais tout ce que nous dirons ici s’étend a des lois quelconques.
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Il est aisé d’exprimer la loi des temps de renouvellement T% a partir de celle des temps
d’attente.

Lemme 11.3. fr,(t) = f(t), et fri,,(t) = [ fr.(t — s)f(s)ds, pour k > 1.

Démonstration. Cela suit immédiatement de la relation Ty41 = T, + Xx+1 et de I'indépendance
des variables aléatoires Ty et Xz41. O

Lemme 11.4. P(N; = k) = Fp(t) — Fr,,, ().

Démonstration. Il suffit d’observer que {N; = k} = {N; > k} \ {N; > k + 1}, et d’utiliser le
fait que Ny >n < T, <t. O

Il est en général impossible de déterminer explicitement la loi de Ny, et il faudra souvent se
satisfaire d’informations sur E(Ng).

Définition 11.11. La fonction de renouvellement est définie par m(t) = E(N).
Lemme 11.5. m(t) = Y22 Frr, (t).

Démonstration. Manifestement, Ny = >~ 147, <¢3. Par conséquent,

m(t) =B <) = Y P(Te < t).

E>1 k>1
O

Le résultat précédent n’est que de peu d’utilité en général. Une approche alternative pour
déterminer m est la suivante.

Lemme 11.6. La fonction de renouvellement satisfait l’équation de renouvellement,
¢
m(t) = F(t) +/ Mt s)f(s)ds, i 0.
0
Démonstration. En conditionnant sur X;, on a
m(t) = E(E(N: | X1)).
A présent, E(N; | X; = z) = 0 si t < . D’un autre coté,
E(Nt | X1 =1z) =1+ E(Ni—z), sit > z.

On en déduit que

m(t) = /OOOE(Nt | X1 =z)f(z)dz = /Ot(l +m(t — z)) f(z)dz.
O

Remarque 11.4. Evidemment, m(t) = .22, P(Tx < t) est une solution de l’équation de
renouvellement. En fait, on peut montrer qu’il s’agit de l'unique solution bornée sur tout
intervalle fina.

Remarque 11.5. On peut montrer qu’il y a byjection entre les lois des temps d’attente et
la fonction de renouvellement. En particulier, le processus de Poisson est le seul processus
de renouvellement dont la fonction de renouvellement est linéaire.
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Théorémes limites

Nous allons & présent nous intéresser au comportement asymptotique de N; et m(t), lorsque
t est grand.
Soit u = E(X1). Dans cette sous-section, nous supposerons que y < 00.

Théoréme 11.9. %Nt e 4 lorsque t — ©0.

1
Y
Démonstration. Puisque Ty, <t < Th,+1, On a, lorsque N; > 0,

TNt t TNt+1 1
— < —< 1+ —).
t_Nt_Nt+1(+Nt)

D’une part, N; P2 lorsque ¢ — o0. D’autre part, par la loi forte des grands nombres,
% Zf;l X; 25 i, lorsque N — o0o. Par conséquent,

E - i $ x. P% L
N, N &= :
=1
et donc ;
< lim — <
= tlir& N; — s
presque sfirement. O

Théoréme 11.10. Supposons que 0 < 02 = Var(X;) < co. Alors la variable aléatoire

Ny — (/)

Vio?/ud

converge en loi vers une variable aléatoire N(0,1), lorsque t — 0.

Démonstration. Fixons z € R. Alors

P(W > @) = B(Ny > (t/4) + 2\/t0?/p3) = P(Tugy) < 1),

ot a(t) = [(t/w) + z+/to%/u?]. A présent,

P(Ta(t) —#alt) _ t— pa(?)

oJal®) = oval)

P(Ta(t) < t) —

D’une part,
t—
im LA _
t—oo gv/a(t)
D’autre part, on vérifie aisément que le Théoréme central limite implique la convergence en loi
de (Ty(¢) — pa(t))/(o+/a(t)) vers une variable aléatoire (0, 1), lorsque ¢ — co. Par conséquent,

Nt — (t//J') > ZB)

B e 2

= ®(—z).
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Remarque 11.6. On peut établir des résultats analogues sur le comportement asymptotique
de la fonction de renouvellement m(t). Nous ne le ferons pas ici, car les preuves sont plus
délicates. On peut montrer en particulier que

m
t—oo ¢ M
et, pour tout h > 0,

Jim (m(t + ) — m(t) = 5.



Chapitre 12

Introduction a la statistique

Dans ce chapitre, nous présentons une bréve introduction aux méthodes statistiques. Il est
important d’observer que le point de vue de ce chapitre est trés différent de celui des autres
chapitres, dont la nature est plus probabiliste. Plutét que de se donner a priori un espace de
probabilité (ou une collection de variables aléatoires de lois données) et d’étudier ses proprié-
tés, ici on considére le probléme suivant : on se donne une collection z4,...,z, d’observations
résultant de la répétition d’une série d’expériences aléatoires indépendantes, et on cherche a
déterminer la loi des variables aléatoires correspondantes.

12.1 Estimateurs

12.1.1 Définition, consistance, biais

Soit P une mesure de probabilité sur R<.

Définition 12.1. Un échantillon de taille n (ou m-échantillon) de loi P est une famaille
X1,...,X, de variables aléatoires 1.1.d. de lot P.

Une réalisation d’un n-échantillon est le résultat de n tirages indépendants selon la lot
P; c’est une collection z1,...,z, de points de R4,

Ezemple 12.1. > Sondage de n individus sur une question binaire. Dans ce cas, on modélise
I’échantillon par une collection de n variables aléatoires indépendantes suivant toutes une
loi de Bernoulli de paramétre p € [0, 1].
> Durée de vie de composants électroniques. Dans ce cas, on modélise les durées de vie par
une famille de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de paramétre A > 0.
> Répartition de la taille des individus dans une population homogéne. On peut modéliser
cette situation par une collection de variables aléatoires i.i.d. de loi N'(u,d?).

Dans chaque cas, les variables aléatoires formant le n-échantillon suivent une loi P connue,
dépendant d'un ou plusieurs paramétres, en général inconnus; on notera & la collection de
parameétres, © l'ensemble des valeur que 6 peut prendre, et Py la loi correspondante. Pour les
exemples précédents :

> f8=pec@©=]I[01].

b f=A€cO =R

> 92(#,02)€®:RixRi.
Le probléme fondamental est de prédire (une valeur approchée de) 6 a partir des données (c’est-
a-dire du n-échantillon). On parle alors d’estimation paramétrique.

183
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Définition 12.2. Soit X1,..., X, un n-échantillon.
On appelle statistique toute fonction mesurable F(X1,...,Xn).
On appelle estimateur de f(0) toute statistique a valeurs dans f(©), utilisée pour esti-

mer f(6).

Insistons sur le fait qu’un estimateur est une fonction de ’échantillon, et ne dépend pas de 6.

La raison pour laquelle on doit se contenter d’estimer les paramétres de la loi est que l'on
ne dispose que d’échantillons finis. Une propriété essentielle que l'on demande a un estimateur
est de donner, dans la limite ou la taille de 1’échantillon tend vers I’infini, la valeur exacte que
I’on cherche a estimer.

Définition 12.3. Un estimateur T, de f(6) est consistant (ou convergent) s’il converge en
probabilité vers f(6),

lim Po(|Ty — f(6)| > €) =0, Ve>0,¥9€®.
Ezemple 12.2. La moyenne empirique
- 1

est un estimateur de f(0) = Eg(X). La loi des grands nombres implique que cet estimateur est
consistant.

Une caractéristique classique d’un estimateur est son biais.
Définition 12.4. Le biais d’un estimateur T' de f(8) est défint par Eg(T — f(0)) = Eo(T") —

f(8). On dit que T' est un estimateur sans biais de f(8) st Eo(T) = f(6), V0 € ©, sinon on
dit qu’il est biaisé.

Insister sur ’absence de biais est utile lorsqu’on veut démontrer I'optimalité de certains estima-
teurs dans une certaine classe; dans la pratique, ce n’est pas une condition toujours désirable :
il est tout a fait possible qu'un estimateur biaisé soit meilleur qu’un estimateur sans biais. Nous
reviendrons sur ce point plus tard.

Définition 12.5. Une famille d’estimateurs (Tn)n>1 est appelée estimateur asymptotique-
ment sans biais de f(6) st

lim (E¢(T,,) — £(6)) =0, V8 € ©.

n— 0o

Proposition 12.1. St T}, est un estimateur de f(8) asymptotiquement sans biais, et tel que
sa variance tende vers 0 lorsque n — 0o, alors T, est un estimateur consistant de f(6).

Démonstration. Soit € > 0. Par le Théoréme 7.3,
Po(|ITy — f(8)] > €) = Po((Tn — f(6))? > €%) < € *Eo((Tn — £(6))?),

pour tout 8 € ©. Puisque Eq (T, — £(8))?) = Vars(T) + (Eo(T, — £(6)))°, et que chacun de ces
deux termes tend vers 0 par hypothése, la conclusion suit. O
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12.1.2 Quelques exemples
Moyenne empirique
Soit X1,..., X, un n-échantillon de loi Py. On cherche a estimer f(0) = Eg(X1). Un estima-
teur naturel est la moyenne de ’échantillon :
= 1

Comme mentionné plus haut, sa consistance suit de la loi des grands nombres. D’autre part,

Eg(Xn) = =(Eo(X1) + - + Ep(X5)) = Eo(X1) = f(6),

1
n
et il s’agit donc d’un estimateur sans biais de f(6).

Variance empirique

On désire a présent estimer la variance o2 de X;. Un estimateur naturel est

(X2 4+ 4+ X2) = (S(Xy + -+ X))

o 1 1
o, = — —
n n

La loi des grands nombres implique sa consistance, puisque le premier terme converge vers
Eg(X?) et le second vers Eg(X1)?. Calculons le biais de cet estimateur. On a

1
(06t x)) =D

n—1

1 1
Eo((n(xl 4t X’n))2> = E]Eg(Xlz) + Eo(X1)?,
et donc
. n—1 n—1
moo2) = " axh) - Ean)) = T e

Cet estimateur est donc biaisé. On voit qu'un estimateur non biaisé de la variance est donné

par
s2=_"

~2
n On-

n—1

Covariance empirique

On considére un n-échantillon (Xi,Y1),...,(Xn,Ys), et on cherche a estimer la covariance
de X et Y. Des considérations tout a fait similaires a celles faites ci-dessus pour la variance
montrent que l'estimateur naturel

L. 1 1 1
Fp = E(X1Y1+---+XnYn) — (E(Xl+”'+X”))(ﬁm+m+y”))

est consistant et biaisé, mais que 1’estimateur

est consistant et sans biais.
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Meéthode de Monte-Carlo.

On cherche a estimer numériquement

b
I= / h(z) dz,
avec h : [a,b] — R. Une approche consiste a interpréter / comme une espérance :
1igp(z
I=(b— a)/ n(@ 129 4p 6 0y (X)),
R b—a
ot X suit une loi uniforme sur [a,b]. On va estimer I & I’aide de ’estimateur
- 1
I=(0b- a)g(h(Ul) + -+ h(UR)),

ou Uy,...,U, est un n-échantillon de loi uniforme sur [a, b]. I est un estimateur sans biais et
consistant de 1.

12.1.3 Construction d’estimateurs

Un probléme important est de trouver une fagon de construire des estimateurs de f(8). Nous
verrons deux méthodes : la méthode des moments, et le maximum de vraisemblance.

Méthode des moments

Soit Xj,...,X, un n-échantillon de loi Py. Supposons que 8 = Eg(g(X;)). Alors, on peut
estimer @ a l'aide de ’estimateur naturel

I= (g0X) + -+ g(Xy),

et on vérifie immédiatement que ce dernier est consistant et sans biais. Par exemple, si X3,..., X,
est un n-échantillon de loi uniforme sur [0, 6], & > 0, alors

Eo(X1) = 36,

et on peut utiliser 6=2X%, pour estimer, sans biais, 6.

Un choix classique, qui donne son nom & la méthode, correspond & considérer g(z) = z,
ce qui permet d’estimer 8 lorsque ce dernier peut s’exprimer en termes des moments Eq(X"),
6 = h(Eg(XT)) : on considére alors I’estimateur, en général biaisé,

o 1
6= h(C(XT+++ X)),

Ezemple 12.3. Si Xi,...,X, est un n-échantillon de loi exponentielle de paramétre &, alors
puisque
Eg(X1) =1/8,

on peut utiliser § = 1/X, pour estimer 6.
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Estimateur du maximum de vraisemblance

On considére un n-échantillon Xi,..., X, de loi Py. Etant en possession d'une réalisation
Z1,...,Z, d'un n-échantillon, une approche naturelle au probléme de l’estimation est la sui-
vante : on cherche, parmi toutes les valeurs possibles de 6, celle sous laquelle il était le plus
probable d’avoir observé les valeurs z1,...,Z, ; en d’autres termes, on cherche la valeur de 8 qui
explique le mieux les valeurs obtenues. Nous allons & présent construire un estimateur basé sur
cette idée. On suppose, pour commencer les variables aléatoires X4, ..., X, discrétes.

Définition 12.6. La vraisemblance (ou fonction de vraisemblance), notée L(0;z1,...,Z,),
d’un modéle en z1,...,Z, est la probabilité d’observer {X1 = z1,..., X, = z,} lorsque le
parameétre est 6.

Remarque 12.1. Insistons sur le fait que la variable est 8 ; z1,..., T, sont des parametres.

Par indépendance des observations, on peut écrire

n

L(6;z1,...,2n) = H Po(X; = ;).

La définition ci-dessus n’a de sens que pour des variables aléatoires discrétes. Dans le cas continu,
on travaille avec les densités :

L(6;z1,...,2n) = ﬁ fo(zs),
i=1

ol fs est la densité associée a la loi Py.

Définition 12.7. On appelle estimateur du maximum de vraisemblance de 6 la variable
aléatoire correspondant d la valeur 8(Xq,...,X,) en laquelle la fonction de vraisemblance
atteint son mazrimum.

Proposition 12.2. Si § est l’estimateur du mazimum de vraisemblance de 6 et f est
wngective, alors f(0) est l’estimateur du mazimum de vraisemblance de f(6).

Démonstration. Evident. O
Exemples
Loi exponentielle de paramétre A. La fonction de vraisemblance est (z; > 0,¢=1,...,n)

L()‘t T1,--- 7mn) = H )\e_>""i = }\ne_k(ml+"'+$n)'
1=1

Pour trouver le maximum, on considére la log-vraisemblance,
log L(A\; 21, ...,2n) = nlogh — A(z1 + -+ + 2p).
La dérivée de cette derniére s’annule en A = n/(z1 + --- + z,), et on vérifie qu'il s’agit d'un

maximum. L’estimateur du maximum de vraisemblance de A est donc

n

A= o
X1+ + Xn
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Loi normale N(y,1), 4 € R. Un calcul similaire au précédent (exercice) montre que l'esti-
mateur du maximum de vraisemblance est donné par

X1+ + Xn

B = n

Loi normale N(0,02). Le méme type de calcul (exercice) montre que l'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance est donné par

&2:X12+---+X,2;.
n

Loi normale N'(g,02). On veut estimer les deux paramétres & présent, c’est-a-dire § = (u, 0'2).
Le calcul est similaire (mais on travaille avec une fonction de 2 variables & présent), et est laissé
en exercice. On trouve que 'estimateur du maximum de vraisemblance est 8 = (i, 6?) ol

=1 =1

Loi uniforme sur [0,6], § > 0. La fonction de vraisemblance prend la forme

12 1
L(@; Liyene 7-'1777.) = 97 H 1{359} = ejl{maxi z;<6}-
=1

La fonction de vraisemblance est nulle si < max; z;. Supposons donc que # > max; ;. Dans
ce cas, L(6;z1,...,2,) = 67", qui est une fonction décroissante de #. Le maximum est donc
atteint en § = max; z;. L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc donné par

0 = max{Xi,...,Xn}.

12.1.4 Comparaison d’estimateurs

Etant donné qu'il est possible de définir une multitude d’estimateurs différents pour la
méme quantité, il est important d’avoir un moyen de les comparer. Une fagon de le faire est de
considérer la dispersion de la loi de 'estimateur, puisque celle-ci représente ’erreur typique que
I’on fait lors d’une application.

Définition 12.8. Le risque quadratique de ’estimateur 6 de 0 est défini par
R4(6) = Eo((9 - 9)?).

Définition 12.9. Si § et § sont deuz estimateurs de 8, on dira que 6 est meilleur que 6 si
Rs(0) < Ry(8), V8 € ©.

Similairement, si on veut estimer f(#) avec un estimateur T, alors le risque quadratique de T
est défini par

Re(8) = Eo (T - £(9))?).
Lemme 12.1. Soit § un estimateur de 6. Alors
R4(0) = Varg(6) + (Eo(d — 6))°.
En particulier, si @ est sans biais, alors

'Ré(@) = Varg(é).
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Démonstration. Exercice élémentaire. O

Observez que cette décomposition montre qu’afin de minimiser le risque, il peut étre favorable
d’avoir un biais, si cela permet de faire décroitre la variance.
Ezemple 12.4. On considére un n-échantillon distribué uniformément sur [0, 8], > 0. Le risque
associé a ’estimateur 5
0="A(X1+ -+ Xn)
n
vaut )
4 0
Rz = —Varg(X1) = —.
"7 n o(X1) 3n
Considérons a présent l’estimateur du maximum de vraisemblance,

0 = max{Xy,..., X, }.

Manifestement, cet estimateur est biaisé, puisqu’on a toujours E(é) < 8. Commencons par
déterminer la loi de 6 :

Po(§ < 2) = Po(X1 <,..., X < 2) = (Po(X1 < 2))" = ()",
et donc la densité de § est donnée par
fo(@) = 2oz 104(a)
Par conséquent, n
Eq(0) = me,

et 6 est asymptotiquement sans biais. On peut maintenant calculer son risque quadratique,

262

74(6) = (n+1)(n+2)

On peut & présent comparer les 2 estimateurs ci-dessus : on voit que R4(8) > R;(6), pour tout
8 > 0, et tout n > 1, l'inégalité étant stricte dés que n > 3. L’estimateur 6 est donc plus
performant, malgré son biais. Remarquons qu’on peut facilement corriger le biais en considérant
I’estimateur

n+1,

—.
n

12.2 Intervalles de confiance

12.2.1 Définition et exemples

Lorsque l'on cherche a estimer un parameétre, il est souvent plus utile de donner un rensei-
gnement du type a < 8 < b, avec une estimation de la confiance que ’on peut avoir en cette
affirmation, plutét qu'une valeur précise. On dit alors qu’on fournit une estimation par intervalle
de 6.

On considére comme toujours un n-échantillon de loi Py.

Définition 12.10. Soit o € (0,1). Un intervalle I = I(X1,...,X,) (aléatoire, ne dépendant
pas de 6) est appelé intervalle de confiance pour 6 au niveau 1 — o st

Pg(I>60)=1—-a, V8eO.

1 — a est appelé niveau de confiance de l’estimation.
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Ezemple 12.5. On considére un n-échantillon avec loi N(g,1). On a vu que la moyenne em-
pirique X, est un estimateur sans biais de x. On veut construire un intervalle [T, T5], avec
T, = X, —a et T, = X,, + a (intervalle symétrique autour de la moyenne empirique). Puisque
X, est une combinaison linéaire de variables aléatoires normales indépendantes, on trouve qu'il
suit une loi N'(g, L). Par conséquent Z = /n(X, — ) suit une loi N'(0,1). On a donc

Pulspm=1-a & Pu(|% —ul<e)=P(2<avn)=1-a.

Pour a = 10%, on trouve que cette derniére identité est satisfaite si a/n ~ 1,64. Par conséquent,

I'intervalle
- 1,64 1,64

I=[X, ﬁ,xn+ ﬁ]

est un intervalle de confiance a 90% pour u.

Ezemple 12.6. On considére un n-échantillon distribué uniformément sur [0, 6], § > 0. Mani-
festement, I’estimateur du maximum de vraisemblance § = max{Xi,..., X} satisfait toujours
6 < 6. On peut donc prendre T; = 6. On cherche T de la forme C#H avec IP’g(C’é >6)=1-qa.
Dans ce cas,

I=1[4,cCh

sera un intervalle de confiance au niveau 1 — . On a déja vu que

A T
Pe(6 < z) = (E)n
On a donc .
Pe(CH>0)=1-Py(CH<8) =1— (E)n'
L’intervalle recherché est donc
I=1[6,a""4].

12.2.2 Intervalles de confiance par excés et asymptotiques

En général, il est suffisant de borner inférieurement la confiance que ’on a dans ’estimation.

Définition 12.11. Un intervalle I = I(X3,...,X,) (indépendant de 8) est un intervalle de
confiance pour 8 au niveau 1 — a par exces si

Pe(I56)>1—a, VO€O.

Ezemple 12.7. Soit X1,..., X, un n-échantillon. On suppose la variance Var(X;) = o2 connue,

et on cherche a estimer par intervalle f(4) = E¢(X1). Notant X, la moyenne empirique, on a

par le Théoréme 7.3 que

0.2

Po(|Xn = f(O) <8) 21— .

On en conclut que

_ o - o
I=-[X,—-—,X —

[%n Jna'T" + \/na]
est un intervalle de conflance par excés au niveau 1 — a.

A nouveau, il n’y a pas en général unicité de l'intervalle de confiance & un niveau donné. Dans
ce cas, a niveaux de confiance égaux, l'intervalle le plus petit sera considéré le meilleur, puisqu’il
donne ’estimation la plus précise.

Une facon efficace de déterminer des intervalles de confiance valables asymptotiquement est
d’approximer, via le Théoréme central limite, la loi de la moyenne empirique par une loi normale.
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Définition 12.12. Pour un n-échantillon Xq,...,X,, un intervalle de confiance asympto-
tique pour 6 au niveau 1 — a est un intervalle I, = In(X1,...,X,) tel que

r}LIIéOPg(In 50)=1-a, V6cO.

Un intervalle de confiance asymptotique par exces pour 8 au niveau 1 — o est un intervalle
I, =I,(X1,...,X5) tel que

r}LIIéOPg(In 560)>1—-a, VOcO.

Ezemple 12.8. On considére un n-échantillon, dont la variance o2 = Varg(X1) est connue. On
désire estimer la moyenne p = Eg(X;). On considére la moyenne empirique. Par le Théoréme

central limite,
ao ., n—oo

Po(Xn € [ —=) = P(Z € [-a,d)),

e
Nl
ou Z suit une loi N(0,1). Si l'on choisit a tel que P(Z € [—a,a]) = 1 — a, 'intervalle

S ao

In=[X, - 22 %, + 22

ﬁ; n+ ﬁ]
est un intervalle de confiance asymptotique pour g au niveau 1 — a.

Comme application, considérons la situation suivante : on mesure une grandeur u. L’incer-
titude moyenne vaut 0,73. Combien faut-il de mesures pour déterminer u avec une précision de
10~ 1 ? L’échantillon est formé de n mesures Xi1,...,Xn. On a pour l'espérance Eg(X;) = u et
pour l'écart-type o = 0,73. En prenant comme estimateur la moyenne empirique, et un niveau
de confiance de 99%, on trouve a ~ 2,58, et donc 'intervalle

_ 1,88 - 1,88
I?’L:[X?’L_%)Xn_’_\/ﬁ

On choisit & présent le plus petit n tel que 1,88/./n < 0,1, c’est-a-dire n > 355.

-

Ezemple 12.9. Considérons maintenant le cas d'un m-échantillon, dont on désire estimer la
moyenne g = Ey(X1), sans connaitre la variance. On part de 'intervalle obtenu précédemment,

S ao S ao

In:Xn_i;Xn =
o= Kt

Ce n’est pas un intervalle de confiance, puisque o est inconnu. On considére donc l'intervalle

]
- Sn o Sn
I, = (% — a a

oil S2 est I’estimateur sans biais de la variance défini par

1
n—1

st L Sk - T
=1

On a vu que S2 est un estimateur consistant de 2. On a donc
?}5[%0 ]P)B(In > :u') = ]P)(Z € [_a'7 a‘]): Va > 0,

52 % a’.
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On va voir que cela implique que
7}5& PO(Jn = :u') = IP)(Z € [_a’7a’])7 Va > 0,

et donc que J, est un intervalle de confiance asymptotique pour px au niveau P(Z € [—a,a]) =
1 — a. Pour vérifier cela, il suffit d’observer que

Po(Jn D 1) = Pg(Jn 3 1, |Sn — 0| <€) +Po(Jn 3 p,|Sn — 7| > €).

Le second terme du membre de droite tend vers 0, puisqu’il est borné supérieurement par
Py(|Sn — 0| > €), qui tend vers 0 pour tout € > 0. Le premier terme du membre de droite peut,
lui, étre borné supérieurement par

= alo+e) o  alo+e)
Po([Xn — T,Xn + T

qui converge vers P(Z € [—a(l + €/0),a(1l + €/0)]). Comme cette borne est valide pour tout
€ > 0, on obtient

EXD)

limsup Po(Jr > ) <P(Z € [—a,a]).

n—o0o

Pour la borne inférieure, on procéde similairement

PO(Jn 2 W, |Sn - U| S 6)

> Py([Xn — a(if;be)’ Xp + a(ifge)] S u,|Sy—oa| <Le)
> Po((Rn — 7= 2, 1 U151y By, o] > o)

z T, n‘i‘T

Le second terme du membre de droite tend vers O, pour tout ¢ > 0, et le premier terme tend
vers P(Z € [—a(l —€/0),a(l — €/0)]). Par conséquent,

liminf P(J, 3 p) > P(Z € [a,a]),

et l'affirmation est démontrée.

12.2.3 Normalité asymptotique

On a vu dans les exemples précédents que la convergence de ’estimateur vers une loi normale
est particuliérement pratique pour construire des intervalles de confiance.

Définition 12.13. Une suite d’estimateurs T,, de f(0) est asymptotiquement normale s’il
existe o(f) > 0 tels que %(Tn — f(8)) converge en lot Py vers N(0,1), pour tout 6 € ©.
Proposition 12.3. Un estimateur de 8 asymptotiquement normal est mécessairement
consistant.
Démonstration. Soit € > 0. On a

Po(|Tn — 6] > €) = Po(v/n(Trn — 6) & [~ev/n, ev/n]) < Po(V/n(Ty — 6) ¢ [~ A, 4]),
pour tout n > A%¢~2. Par normalité asymptotique, cette derniére probabilité converge vers

P(Z ¢ [- 4, A)),

oil Z suit une loi N'(0,02(8)), V8 € ©, ce qui tend vers 0 lorsque A — co. O
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Il y a une fagon naturelle de comparer deux estimateurs asymptotiquement normaux.

Définition 12.14. S: T, et T, sont deuz estimateurs asymptotiqguement normauz de f(6),
c’est-a-dire tels que, pour tout 6 € ©, il existe o(0) et o'(8) tels que /n(T, — f(6)) converge
en loi Py vers N(0,0%(8)) et v/n(T., — f(6)) converge en loi Py vers N'(0,0'*(8)), alors on
dit que T, est meilleur que T.. si 02(0) < 0'*(6), V8 € ©.

On interpréte 02 /n comme le risque quadratique asymptotique de T5,.

12.3 Tests d’hypothéses

12.3.1 Un exemple

La garantie d’un constructeur pour ses composants électroniques est de 2 ans. Il peut accepter
au plus un taux de 10% de piéces tombant en panne pendant cette période, et désire donc
s’assurer que Pg(T > 2) > 0,9, ou T est le temps de vie de ces composants, de loi supposée
exponentielle de paramétre 1/6. Ceci revient & s’assurer que § > —2/1og(0,9) = 6* ~ 19. On
veut donc déterminer si I’hypothése 6 < 6* est réaliste, auquel cas il sera nécessaire de revoir la
chaine de fabrication.

A partir d’un n-échantillon, on obtient une estimation 6,, de 6. En se basant sur cette
estimation, le constructeur doit prendre sa décision : soit accepter le taux de défaillance actuel,
soit remplacer la chaine de fabrication. Supposons qu’un taux de défaillance supérieur a 10%
mette 'entreprise en péril, alors le constructeur acceptera d’investir dans une nouvelle chaine de
fabrication au moindre soupgon que § < 6*. Il convient donc de minimiser le risque de prédire,
a partir de I’échantillon, que 8 > 6%, alors qu’en réalité 8 < 6*. Ceci introduit une asymétrie
entre ’hypothése 6 < 8* et son complémentaire. Dans une telle situation, on appelle I’hypothése
cruciale 8 < 8%, I’hypothése nulle.

> L'erreur de 1°7 espéce consiste & rejeter ’hypothése nulle alors qu’elle est vraie.

> L’erreur de 2"d¢ espéce consiste 4 ne pas rejeter ’hypothése nulle alors qu’elle est fausse.
Idéalement, on aimerait minimiser ces deux erreurs, mais ceci n’est pas possible, car elles sont
antagonistes : diminuer I'une fait augmenter ’autre.

L’erreur de premiére espéce est le risque que le constructeur cherche avant tout a minimiser
(elle peut mettre son entreprise en danger). Il se fixe donc une probabilité d’erreur o, appelée le
seuil, correspondant au risque maximal qu'’il est prét & prendre; on choisit par exemple a = 5%.
Supposons qu’il existe zg tel que

Po(Brn > 20) < 5%, VO € (0,6

Dans ce cas, si 'on observe 8, > zg, il ne sera pas raisonnable de supposer que 8 € (0, 6],
puisque cela arrive dans seulement 5% des cas. Le fabricant rejettera donc I’hypothése 6 < 6*,
et aura raison dans 95% des cas. Il estimera donc, avec une confiance de 95%, que le pourcentage
de piéces qui tomberont en panne avant deux ans est inférieur a 10%.

En revanche, si l'on trouve 8, < 2o, alors il existe un risque que 8 < 8*. Dans ce cas, le
constructeur ne peut pas rejeter I’hypothése 8 < 6*, et doit donc décider d’'investir dans une
nouvelle chaine de fabrication plus sire.

12.3.2 Procédure de test

On se place dans le cadre d’'un n-échantillon Xi,...,X, de loi Py de paramétre 8 € ©
inconnu. Etant donné @y C ©, @ # ©y # ©, il s’agit de déterminer si  appartient & ®g ou si
6 appartient & son complémentaire ®; = © \ ©y. On dit que l'on teste I’hypothése nulle Hj :
« 8 € ©g » contre I’hypothése alternative H; : « 6 € ©1 ».
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Définition 12.15. Une région de rejet est un événement D = D(X1,...,X,).

Définition 12.16. Soit D une région de rejet, Hy et Hi deuzx hypothéses que l'on teste
l'une contre l’autre. Une procédure de test consiste a

1. rejeter Hy st D se produit;

2. ne pas rejeter Hy st D ne se produit pas.

Définition 12.17. On dit que le test est au niveau de risque a, ou niveau de confiance
l1—aq, st

sup Py(D) = a.
6c©q

Définition 12.18. On appelle puissance d’un test la valeur

91€n(§1 Pe(D)=1-p.

A un niveau de confiance donné 1 — o, on cherche donc a maximiser la puissance, ce qui revient
a minimiser ’erreur de seconde espéce B. Ce critére permet de comparer des tests.

Définition 12.19. Une hypothése H est dite simple si l’ensemble © correspondant est réduit
a un seul élément, sinon elle est dite composite.

Ezemple 12.10. Supposons que I = I(Xy,...,X,) soit un intervalle de confiance pour 8 au
niveau de confiance 1 —a. On considére I’hypothése nulle (simple) Hyp : « 6 = 6y » et ’hypothése
alternative (composite) Hy : « 6 # 8y ». Alors D = {I Z 6y} fournit un test de Hy contre H; au
niveau de risque a, puisque

Po, (I # 60) = cv.
12.3.3 Cas gaussien

On considére un n-échantillon de loi N'(u,0?).

Test de moyenne a variance connue

Test de « p = pg » contre « p # pg ». Soit X, la moyenne empirique (de loi N'(u,0?/n));
on prend pour région de rejet
D = {|Xn — po| > C}.

On veut un niveau de risque de 5%, c’est-a-dire
IP)IJ«0(|-)Z-?’L - ,u'0| 2 C) = 01051
et donc C ~ 1,960 /+/n.

Test de « u < g » contre « g > po ». Cette fois, on prend pour région de rejet
D={X,>C}.

On veut un niveau de risque de 5%, c’est-a-dire
sup P,(D) = sup IP’(i

Z>C—,u,):0,05,
w<po w<po Vn

ou Z est normale standard. La borne supérieure est atteinte pour p = g, et on obtient donc
C ~ g+ 1,640 /+/n.
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| . Puissance ~ 91%
| . Risque = 5%
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FIGURE 12.1: Test de deux hypothéses simples.

Test d’égalité de moyenne de 2 échantillons de variance connue

On considére un m-échantillon Xj,...,X, de loi N'(u,o?), et un m-échantillon (indépen-
dant du premier) Y3, ..., Y, de loi N'(v, 72), avec 02, 72 connus. On veut tester « 4 = v » contre
KW F£VUd.

Ce probléme se raméne au précédent : on estime y — v par X, — ¥, qui est de loi N(u —
1/,%2—%;—2), et on teste « 4w — v =0» contre « 4 — v # 0 ».

Test de moyenne a variance inconnue

On veut tester « u = pg » contre « u # wo », dans le cas oti la variance o2 n’est pas connue.

On considére comme estimateurs la moyenne empirique X,, et la variance empirique débiaisée
S2. Un calcul montre que la variable aléatoire
n -
Th = {(Xn — )
n
suit la loi de Student a n — 1 degrés de liberté.
Prenons n = 20, o = 0 et un risque a = 5%. On choisit comme région de rejet

X —
D= {M > C'},
Sn
avec C déterminée par la relation
Pyy(D) = P(|Ty_1| > C/n) = 0,05.
La loi de Student étant tabulée, on trouve, pour 19 degrés de liberté, C/n ~ 2,093, et donc

1% ., 2098

D={g" >}

12.3.4 Tests d’hypothéses simples

On considére un n-échantillon de loi Py. On va tester Hg : « 8 = 6y » contre Hy : « 8 =
f, ». Nous allons faire cela a 'aide des fonctions de vraisemblance, c’est-a-dire en comparant
L(6o;1,...,2,) et L(81;Z1,...,Z,). C'est ce qu’on appelle le test de Neyman !-Pearson 2.

1. Jerzy Neyman (1894, Bendery - 1981, Berkeley), statisticien polonais; un des grands fondateurs de la
statistique moderne.

2. BEgon Sharpe Pearson (1895, Hampstead - 1980, London), statisticien anglais. Fils du célébre statisticien
Karl Pearson.
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L’objet central est le rapport de vraisemblance,

L(6y;21,...,2,
R(60,01;T1,...,%0) = Lgecl)-:z;i U ;

On prend pour région de rejet
D = {R(@o, 01; X1,... ,Xn) > C},

ol C est une constante a déterminer en fonction du risque choisi. Pour un test avec un risque
de 5%, on fixe C de sorte que

Pg, (D) = 5%.

Ezemple 12.11. Une personne posséde deux piéces : l'une est équilibrée, I’autre donne a « face »
une probabilité double de celle de « pile ». Elle choisit une de ces deux piéces, et on effectue 100
lancers. Elle obtient F' = 60 « face ». Comment déterminer quelle piéce a été utilisée ?

Le modéle est clair : on a un n = 100-échantillon suivant une loi de Bernoulli de paramétre
p, avec p € {%, %} On désire tester Hy : « p = % » contre Hy : p = %, qui sont deux hypothéses
simples.

La fonction de vraisemblance associée a une réalisation de ces n variables aléatoires de
Bernoulli avec f succeés est

pPa-p~=0-p" (ﬁp)f :

Le rapport de vraisemblance est donc donné, dans la situation étudiée ici, par

1-2\"(2/1-2)\’ n
RZ( —) (i/(l—i)) =)

11 s’agit d’une fonction monotone de f, donc prendre une région de rejet de la forme

D={R>C}
revient a prendre une région
D'={F>C'},
avec C' tel que
P%(F > C") = 10%,

pour un niveau de risque de 10%. On peut a présent déterminer C’ par simple calcul. Plutét que
d’en déterminer la valeur exacte, nous allons utiliser le théoréme central limite afin d’approximer
(F' — 50)/5 par une variable aléatoire Z ~ N (0, 1). On obtient ainsi

Pi(F > C')~B(Z > (C' - 50)/5).

1
2
Par conséquent, on trouve que C’' ~ 56,4.
Puisque, pour notre échantillon, F = 60, on est conduit a rejeter Hp.
(Remarquons que ce test, de par sa nature, privilégie Hy par rapport a Hj.)

On peut montrer que lorsque celui-ci est bien défini, aucun test a un niveau de confiance
donné n’est plus puissant que le test ci-dessus.
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Lemme 12.2 (Lemme de Neyman-Pearson). On considére deuz hypothéses simples Hy :
«0 =00 » contre Hy : « 0 = 61 », et on suppose que les lois Py, et Py, du m-échantillon
sous ces deux hypothéses possédent les densités fq, et fs,. Soient o € (0,1) et

D= {(a:l,...,a:n) : ﬁfel(xi) > Cﬁfeo(mi)},

ot C est choisie de sorte que Pg (D) = a. Alors, pour toute autre région de rejet B telle
que Py, (B) = a, on a
PBI(B) < IP>91(D),

avec l'inégalité stricte si Py, (D \ B) > 0.

Démonstration. Notons x = (1,...,Zp), dx =dz; ---dz,, et f(x) = f(z1)--- f(zn). On a

foo(x)dx = o — /

DnB

fao(x)dx = /B el

D\B

D’autre part, puisque D\ B C D et B\ D C D¢, on déduit de l'identité précédente que
[ taax>C [ padx=C [ fa()dx> [ fo(x)ax
D\B D\B B\D B\D

(La premiére inégalité est stricte si Py, (D \ B) > 0.) On a donc bien
Pg, (D) = Pe, (D \ B) + P, (DN B) > Pg, (B \ D) + Py, (D N B) = Py, (B).
O

Remarque 12.2. Dans le cas de lois discrétes, un résultat stmilaire est encore vérifie. Il y
a toutefois deux choses a observer : d’une part, il n’est pas toujours possible de trouver C
de facon a obtenir un niweau a donné, puisque la fonction de répartition fait des sauts;
d’autre part, l’ensemble {(z1,...,2n) : Do, (1) - Do, (Tn) = Cpoy(z1) - - - Doy (Trn)} n'a plus né-
cessarrement probabilité nulle. Une maniére de résoudre stmultanément ces deux problemes
est d’utiliser la procédure suivante. Soit R(8o,01;21,...,Z,) le rapport de vraisemblance.
Alors : st R > C on rejette Hy ; st R < C, on ne rejette pas Hy; st R = C, on rejette Hy
avec probabilité p. Ici p et C sont choisis de facon a ce que Pg,(D > C)+ pPg (D = C) = a.

12.3.5 Tests du x?

Jusqu’a présent, on a toujours supposé connue la loi de 1’échantillon, et le probléme se
réduisait donc a estimer ses paramétres. C’est ce qu’on appelle faire un test paramétrique. Nous
allons a présent considérer une expérience aléatoire dont la loi n’est pas connue. On parle alors
de test non paramétrique.

Le test d’adéquation du x?

Les tests d’adéquation, ou tests d’ajustement, ont pour objet de déterminer & partir d’un
échantillon si une variable aléatoire suit ou non une certaine loi. Parmi ces tests, nécessairement
non paramétriques, I'un des plus connus et des plus utilisés est le test du x? (Khi-deux).

Considérons donc une expérience aléatoire dont les résultats peuvent étre répartis en k
classes, avec les probabilités p1,...,pr (p1 + - +pr = 1). Ayant réalisé n fois cette expérience,
on obtient un vecteur aléatoire (N,(1),...,Nn(k)), o Nn(7) = > 1{x;=; est le nombre
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d’occurrence de la classe 7. Par définition, ce vecteur suit une loi multinomiale de paramétres
(p1,...,Dk,n), c'est-a-dire

Soit g1,...,qx € (0,1) tels que ¢, ¢; = 1.

On veut tester Hyp : p; = ¢;, 1 = 1,...,k, contre Hy : 37 : ¢; # p;.

g nous donne donc les probabilités de chacune des classes sous I’hypothése nulle, et on
est donc amené a comparer ces derniéres avec les fréquences empiriques N,(j)/n. On a ainsi
transformé un test non-paramétrique en un test paramétrique portant sur les parameétres d’une
loi multinomiale.

Afin de construire notre région de rejet, on introduit la statistique

kL (Na(4) — ng;)? £ (A=) q')'

ng; N nz

Z, mesure donc les écarts entre les fréquences empiriques et les fréquences théoriques, propre-
ment normalisés. Le test repose sur le résultat suivant, que nous admettrons.

Proposition 12.4. Soit (Ny,..., Ng) un vecteur aléatoire suivant une loi multinomiale de
paramétres (p1,...,D0k,n). Alors la variable aléatorire

k

Z B npz

=1

suit asymptotiquement la loi du x?> a k — 1 degrés de liberté, X%—l: dont nous rappelons
que la densité est
1 k/f2-1,-2/2 1

Wm 0,00)(T)-

Remarque 12.3. La raison pour laquelle on a k — 1 degrés de liberté et non k est qu’une
contrainte lie les N; : Ny +---+ N =n.

Ainsi, sous Hy, Z, suit asymptotiquement une loi x%_l.
D’autre part, sous Hy, il existe j € {1,...,k} tel que

lim < Nn(5)

n— o0 n

2
- Qj> = (p; —g;)* >0,

ce qui implique que Z, diverge.
On peut donc prendre une région de rejet de la forme

D={Z, > C},
en choisissant C' de sorte que

lim Py(Zn > C) =P(xi_, > C) = a.

Remarque 12.4. Il est important de réaliser qu’il s’agit d’une approzimation asympto-
tique. Pour qu’elle soit applicable en pratique, il faut que les effectifs théoriques ng; soient
supérieurs a 5.
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Ezemple 12.12. Le 8 février 1865, le moine autrichien Gregor Mendel ® publie ses « Expérien-
ces sur les plantes hybrides » ou il expose les lois de I’hérédité qui portent aujourd’hui son
nom. Ces lois, il les a découvertes en étudiant la transmission des caractéres biologiques chez les
petits pois. En particulier, il s’est intéressé aux caractéres « couleur » et « forme ». Ces caractéres
sont tous deux codés par un géne avec deux alléles. Le caractére « couleur » est soit C' (jaune),
dominant, soit ¢ (vert), récessif. Le caractére « forme » est soit R (rond), dominant, soit r (ridé),
récessif. En croisant deux individus de génotype CcRr, il y a 16 génotypes équiprobables pour
les descendants, et les phénotypes devraient étre distribués de la fagon suivante : pois jaune et
ronds avec une fréquence 9/16, jaune et ridé avec une fréquence 3/16, vert et rond avec une
fréquence 3/16, et vert et ridé avec une fréquence 1/16. Le tableau suivant contient les résultats
de Mendel :

Jaune, rond | Jaune, ridé | Vert, rond | Vert, ridé
Effectifs 315 101 108 32
Fréquence empirique | 315/556 101/556 108/556 32/556
Fréquence théorique | 9/16 3/16 3/16 1/16

On désire alors tester I'hypothése Hy : les fréquences d’apparition des différents caractéres sont
bien données par les prédictions de Mendel, contre I’hypothése alternative. C’est un exemple
typique de I'usage du test d’adéquation du x2. On obtient,

(315 — 556 %)2 (101 - 556 %)2
556 - %

3
15 556 - =%
~ 0,47.

(108 — 556 13—6)2
556 - =

(32 —556-%)2

1
556 -

+

Zgge =

Pour un seuil de 5%, on obtient que Pg,(x% > C) = 0,05 pour C ~ 7,82. Puisque 0,47 < 7,82,
les observations sont compatibles avec I’hypothése nulle.

En fait, les résultats sont trop bons, et il est généralement admis aujourd’hui que Mendel a
di « améliorer » ses données pour les faire mieux coller aux prédictions.

Le test d’indépendance du x?

Nous allons a présent briévement décrire comment des idées analogues peuvent étre utilisées
afin de déterminer si deux propriétés sont indépendantes ou liées. Nous nous contenterons de le
faire sur un exemple.

On désire déterminer si la couleur des cheveux et celle des yeux sont indépendantes ou liées.
Nous nous baserons sur les données suivantes.

ch. blonds | ch. bruns | ch. roux | ch. noirs | total | fréquence
y. bleus 25 9 7 3 44 44/124
y. gris 13 17 7 10 47 47/124
y. marrons | 7 13 5 8 33 33/124
total 45 39 19 21 124
fréquence | 45/124 39/124 19/124 | 21/124

On veut donc tester I’hypothése nulle Hy :
pothése alternative.

Sous Hy, les fréquences d’observations d’une paire donnée de caractéres devraient étre don-
nées par le produit des fréquences de chacun des caractéres. Bien entendu, on ne connait pas ces

ces deux caractéres sont indépendants contre 1’hy-

3. Johann Gregor Mendel (1822, Heinzendorf — 1884, Briinn), moine et botaniste Autrichien. Il est commu-
nément reconnu comme le pére fondateur de la génétique.
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fréquences, donc on utilise les fréquences empiriques. Par exemple, la fréquence théorique pour
« cheveux bruns, yeux bleus » est de (44/124)(39/124), et doit étre comparée avec la fréquence
empirique 9/124. Ce probléme est donc tout a fait similaire au précédent. La seule subtilité est
qu’il faut observer que sur les 4-3 = 12 fréquences empiriques, seules 3-2 = 6 sont indépendantes.
On doit donc considérer une variable de loi x2.

En procédant comme précédemment, on arrive & la conclusion qu’avec un seuil de 5%,
I’hypothése nulle (d’indépendance) doit étre rejetée.
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