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ou     

 
 
 

LES OUTILS MATHEMATIQUES  
 

 

La modélisation de l’espace réel, considéré dans le cadre de la mécanique classique comme 

étant à trois dimensions, homogène et isotrope suppose l’introduction d’outils mathématiques 

tel que les vecteurs, et les notions sur les torseurs. Dans cette partie nous présenterons les 

rappels et l’ensemble des opérations mathématiques sur les vecteurs. Nous développerons 

aussi l’étude sur les torseurs qui sont des outils mathématiques très important en mécanique 

classique, notamment en mécanique des solides. L’utilisation des torseurs en mécanique 

permet de simplifier l’écriture des équations relatives aux grandeurs fondamentales de la 

mécanique. 

1.   Opérations sur les vecteurs  

Dans tout ce qui suit, on s’intéressera à l’ensemble E des vecteurs V   de l’espace usuel. E est 

un espace Euclidien à trois dimensions. 

→

2. Définition 

Un vecteur est un segment de droite OA  sur lequel on a choisi une origine O et une extrémité 

A ; il est défini par : 

- son origine ; 
O

A 
- sa direction ;  

- son sens ; 

- son module. 

Par convention on adopte la notation suivante : vecteur : V  
→−−→

OA

3. Classification des vecteurs 

Il existe plusieurs types de vecteurs : 

- Vecteur libre : la direction, le sens et le module sont donnés mais la droite support et le 

point d’application (origine du vecteur) ne sont pas connues ; 

- Vecteur glissant : le point d’application (origine du vecteur) n’est pas fixé ; 

- Vecteur lié : tous les éléments du vecteur sont déterminés ; 

- Vecteur unitaire : c’est un vecteur dont le module est égal à 1. 
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4. Composantes d’un vecteur  

Considérons une base de l’espace 3R   notée :  .  Cette base est orthonormée 

si :       e  

),,,( 3210

→→→

= eeeOR

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
→

•

→

  ji   si    0
ji   si    1

ji e

→

1e  

→

2e

→

3e  

 
La base    est dite directe si un observateur se plaçant à 

l’extrémité du vecteur  e  verra le vecteur    tourner vers le 

vecteur e  dans le sens contraire des aiguilles d’une montre. 

0R
→

3

→

1e
→

2

 

 

 

Dans cette base un vecteur V   de composantes (   s’écrirait :  
→

3),, Rzyx ∈

→→→→

++= 321 ezeyexV  

Les quantités réelles  x, y, z  sont appelées composantes du vecteur V  dans la base 
→

3R . 

La notation adoptée est la suivante :   V  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

→

z
y
x

R0

∈+=
→→→

321 aaa

5.  Loi de composition interne : Somme vectorielle 

La somme de deux vecteurs V   et  V   est un vecteur W   tel que :  
→

1

→

2

→

3
21    ,   RVV ∈∀

→→

    nous avons   W  3
21 RVV

Soit  (  les  composantes du vecteur V  d’où : V   et  

 les  composantes du vecteur V  d’où : V  

),,
→

1

→→→→

++= 3322111 eaeaea

),,( 321 bbb
→

2

→→→→

++= 3322112 ebebeb

Le vecteur somme est défini par la relation :  
→→→→→→

+++++=+= 33322211121 )()()( ebaebaebaVVW  

L’élément neutre ou vecteur nul, est noté :  )0,0,0(0 =
→

 

5.1   Propriétés de la somme vectorielle  

- la somme vectorielle est commutative : V  ; 
→→→→

+=+ 1221 VVV

 

 



                     

 4

 
 

- la somme vectorielle est associative :  ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→→→→→→

321321 VVVVVV

- l’élément neutre est défini par :  ; 
→→→

=+ VV 0

- A tout vecteur  correspond un vecteur opposé noté  tel que :  
→

V
→

−V
→→→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+ 0VV

5.2  Multiplication par un scalaire  

Si  λ  est un nombre réel et  un vecteur, leur produit est un vecteur. 
→

V

R∈∀λ   ,    ========>   3  RV ∈∀
→

3RVW ∈=
→→

λ

Le vecteur   est colinéaire au vecteur .  
→

W
→

V

Si le vecteur  a pour composantes (a, b, c) tel que :  ; le vecteur  

s’écrirait :  

→

V
→→→→

++= 332211 eaeaeaV
→

W

  332211

→→→→

++= eaeaeaW λλλ

La multiplication d’un vecteur par un scalaire vérifie les propriétés suivantes : 

a) Distribution par rapport à l’addition des scalaires :     ; 
→→→

+=+ VVV 2121 )( λλλλ

b) Distribution par rapport à la somme vectorielle :     ; 
→→→→

+=+ 2121 )( VVVV λλλ

c) Associativité pour la multiplication par un scalaire :  
→→

= VV 2121 )( λλλλ

6. Combinaison linéaire des vecteurs 

Soit les  n  vecteurs : de l’espace 
→→→→→

ni VVVVV ..................,.........,, 321
3R   et  nλλλλ ,........,, 321  des 

nombres réels. Les vecteurs     sont aussi des 

vecteurs de l’espace 

→→→→→

nnii VVVVV λλλλλ ..................,.........,, 332211

3R  ainsi que leur somme  défini par : 
→

W

∑
→→→→→→

=++++=
n

i
iinn VVVVVW λλλλλ .............332211   

Le vecteur  est appelé combinaison linéaire des vecteurs :  
→

W
→→→→

nVVVV ...,.........,, 321

6.1. Dépendance et indépendance linéaire entre les vecteurs 

6.1.1. Définition 

On dit que les  n  vecteurs : de l’espace 
→→→→→

ni VVVVV ..................,.........,, 321
3R  sont linéairement  
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indépendant si et seulement si, ils vérifient la relation suivante :  entraîne que  
→→

=∑ 0
n

i
ii Vλ

tous les iλ   sont nuls. 

→→→→→→

=++++=∑ 0.............332211 nn

n

i
ii VVVVV λλλλλ   ⇔   01 =λ   ,  02 =λ   , …….. 0=nλ  

Si les iλ  ne sont pas tous nuls on dit que les vecteurs sont linéairement dépendant entre eux. 

6.1.2.  Propriétés sur l’indépendance des vecteurs 

a) Un vecteur    est à lui seul un vecteur linéairement indépendant ; 
→

V

b) Dans un système de vecteurs linéairement indépendants, aucun d’entre eux ne peut être un 

vecteur nul ;  

c) Dans un ensemble de vecteurs indépendants, tout sous ensemble prélevé sur ces vecteurs 

forme un système de vecteurs indépendants. 

 

6.1.3.  Propriétés sur la dépendance des vecteurs 

Si  n  vecteurs sont dépendants entre eux alors, au moins l’un d’entre eux est une combinaison 

linéaire des autres. Soit les  n  vecteurs : de l’espace 
→→→→→

ni VVVVV ..................,.........,, 321
3R   et  

nλλλλ ,........,, 321  des nombres réels, si ces vecteurs sont linéairement dépendants la relation : 

 
→→

=∑ 0
n

i
ii Vλ

Implique qu’il existe des iλ  non nuls, de telle sorte que la relation puise s’écrire : 

→→→→→

=++++ 0.............332211 nn VVVV λλλλ   qui donne par exemple :  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++−=

→→→→

nn VVVV λλλλ .............332211  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++−=

→→→→

nn VVVV λλλ
λ

.............1
3322

1
1  

On dit alors que  dépend linéairement des vecteurs :  
→

1V
→→→

nVVV .........,........., 32

Remarque : 

a)  Si     sont linéairement indépendant,  alors les vecteurs 

  le sont aussi quel que soit les vecteurs    

→→→→

nVVVV .........,.........,, 321

,...,,.........,.........,,
       

2

      

1321

→

+

→

+

→→→→

nnn VVVVVV ,...,,
      

2

     

1

→

+

→

+ nn VV
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Dans un ensemble de vecteurs linéairement indépendants, chaque vecteur est une 

combinaison unique des autres vecteurs. 

b)  Soit   W     et      U   deux vecteurs indépendants: ∑
→→

=
n

i
ii V ∑

→→

=
n

i
ii V

L’égalité entre les deux vecteurs indépendants est équivalente à  n égalités entre les nombres 

réels :    Si   W     
→→

= V ⇔ ii βα =  

7. Produit scalaire de deux vecteurs 

On appelle  produit scalaire de deux vecteurs  V   et  V   une loi de composition externe qui 

associe aux  deux vecteurs, un scalaire (nombre réel)  noté : V   tel que :  

→

1

→

2

→

•

→

21 V

RVVRVV ∈⇒∈∀
→

•

→→→

21
3

2    ,1          

)cos(  2,12121

→→→→→

•

→

= VVVVVV  ;    le résultat d’un produit scalaire est un scalaire. 

Le produit scalaire  est  nul, si : 

 Les deux vecteurs sont orthogonaux ; 

 L’un des vecteurs est nul. 

7.1  Propriétés du produit scalaire  

a) linéarité :  ⎜⎛      2  12  1

→

•

→

+

→

•

→→

•

→

+

→

=⎟
⎠
⎞

⎝
WVWVWVV

                           ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→

•

→→

•
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →

WVWV λλ

b) symétrie par rapport aux vecteurs :  V  donc : V   si   V  
→

•

→→

•

→

= VWW 0>
→

•

→

V
→→

≠ 0

Le produit scalaire est une forme linéaire symétrique associée aux vecteurs V   et  W . 
→ →

7.2  Expression analytique du produit scalaire  

Considérons une base b de l’espace 3R  notée : b .  Cette base est orthonormée si : ),,( 321

→→→

= eee

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
→

•

→

  ji   si    0
ji   si    1

ji ee  

→

1e  

→

2e

→

3e  

La base  b  est dite directe si un observateur se plaçant à l’extrémité  

du vecteur  e  verra le vecteur  e   tourner vers le vecteur   
→

3

→

1

→

2e
dans le sens contraire des aiguilles d’une montre. 
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Soient deux vecteurs   et  . Leurs expressions dans cette base sont : 
→

1V
→

2V

→→→→

++= 3322111 eaeaeaV  

→→→→

++= 3322112 ebebebV  

Le produit scalaire des deux vecteurs est donné par : 

33221133221133221121 bababaebebebeaeaeaVV ++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

→→→

•

→→→→

•

→

 

 

7.3.  Norme ou module d’un vecteur  

On appelle norme ou module d’un vecteur , noté : 
→

V
→

V   la racine carrée positive du produit 

scalaire du vecteur par lui-même. 
→→

•

→→

== 2VVVV    

Nous avons en particuliers : 
→→

= VV λλ  

                                         
→→→→→→

+≤+≤− 212121 VVVVVV  :  appelé inégalité triangulaire. 

7.4.  Vecteurs orthogonaux  

Deux vecteurs sont dits orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul : 

Si     
→→

•

→→→

=⇔⊥ 0           WVWV

Si trois vecteurs non nuls sont orthogonaux deux à deux, ils sont alors linéairement 

indépendant et ils constituent une base orthogonale dans 3R . 

 

7.5.  Base orthonormée   

Une base est dite orthonormée si les vecteurs qui la constituent sont perpendiculaires deux à 

deux et si leurs normes sont égales à 1. Si   est orthonormée nous avons alors : ),,( 321

→→→

= eeeb

021 =
→

•

→

ee            ,               ,          031 =
→

•

→

ee 032 =
→

•

→

ee

12
111 ==
→→

•

→

eee     ,       ,      12
222 ==
→→

•

→

eee 12
333 ==
→→

•

→

eee
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8. Produit vectoriel de deux vecteurs 

Le produit vectoriel de deux vecteurs V   et  V  de l’espace 
→

1

→

2
3R   est un vecteur W   

perpendiculaire à  V   et  V    , défini par : 

→

→

1

→

2

→→→→→→→→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∧= nVVVVVVW    ,sin   212121

ou   : est un vecteur unitaire perpendiculaire à V  et  V  
→

n
→

1

→

2

→

1V  

→

2V  

→

W

→

n

Le produit vectoriel est  nul si : 

- Les deux vecteurs sont colinéaires ; 

- L’un des vecteurs, est nul. 

 

8.1.  Propriétés du produit vectoriel 

a) Le module du produit vectoriel est égal à l’aire du parallélogramme formé par V  et  V  ; 
→

1

→

2

b) Le produit vectoriel est distributif à gauche et à droite pour la somme vectorielle :  

              )( 2121

→→→→→→→

∧+∧=∧+ WVWVWVV

       
→→→→→→→

∧+∧=+∧ 2121         )(   VWVWVVW

c) Le produit vectoriel est associatif pour la multiplication par un nombre réel : 

      )     (     )( 
→→→→

∧=∧ WVWV λλ

       )    ( )   
→→→→

∧=∧ WVWV λλ

d) Le produit vectoriel est antisymétrique (anticommutatif) 

       
→→→→

∧−=∧ 1221         VVVV

Si on applique cette propriété au produit vectoriel d’un même vecteur, nous aurons : 

     
→→→→→

=∧−=∧ 0)    (    VVVV

On déduit à partir de cette propriété que : deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et 

seulement si leur produit vectoriel est nul.  

Si     alors    
→→

21 //   VV
→→→

=∧ 0    21 VV

En effet si    on peut écrire :   ⇒  
→→

21 //   VV
→→

= 21     VV λ
→→→→→

=∧=∧ 0)   (    2221 VVVV λ
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8.2.  Produit vectoriel des vecteurs unitaires d’une base orthonormée 

Si   est orthonormée nous avons : ),,( 321

→→→

= eeeb

Sens direct :        e            ,       e         ,      e  
→→→

=∧ 321 ee
→→→

=∧ 132 ee
→→→

=∧ 213 ee

Sens opposé :              ,      e       ,      
→→→

−=∧ 312 eee
→→→

−=∧ 123 ee
→→→

−=∧ 231 eee

8.3.  Expression analytique du produit vectoriel dans une base orthonormé direct 

Le produit vectoriel de deux vecteurs   de composantes respectives dans une base 

orthonormée direct  R:         

→→

21 et    VV

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

→

1

1

1

1

Z
Y
X

R

V       et    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

→

2

2

2

2

Z
Y
X

R

V  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
−
−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
∧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=∧

→→

2121

2121

2121

2

2

2

1

1

1

21           
XYYX
ZXXZ
YZZY

Z
Y
X

Z
Y
X

VV  

 

8.4.  Produit mixte 

On appelle produit mixte de trois vecteurs  V  pris dans cet ordre, le nombre réel défini 

par : V  

→→→

321 ,, VV

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧

→→

•

→

321 VV

Le produit mixte est donc un scalaire égal au volume  

→

3V

→

1V  

→

2V

du parallélépipède formé par les trois vecteurs. 

Le produit mixte est nul, si : 

- les trois vecteurs sont dans le même plan ; 

- deux des vecteurs sont colinéaires ; 

- l’un des vecteurs, est nul. 

 

On montre facilement que, dans une base orthonormée directe, le produit mixte est un variant 

scalaire par permutation circulaire direct des trois vecteurs car le produit scalaire est 

commutatif:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧

→→

•

→→→

•

→→→

•

→

132213321 VVVVVVVVV  
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⎝

→→→

32,1 ,VVV

⎝

→→→→→→→→→

13,221,332,1 ,,, VVVVVVVVV

 

Remarque : 

Une notation simplifiée, dans laquelle les opérateurs n’apparaissent pas, est adoptée dans ce 

cas pour faciliter l’écriture des équations vectorielles :  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧

→→

•

→

321 VVV  est équivalent à ⎜⎛  ⎟
⎠
⎞

nous avons alors :                   ⎜⎛  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

8.5.  Double produit vectoriel  

Le double produit vectoriel de trois vecteurs respectifs  V   est un vecteur W  exprimé 

par la relation : W .  Le vecteur W   est perpendiculaire au vecteur V  et au 

vecteur formé par le produit : V  , il est donc dans le plan formé par les vecteurs 

.      Le vecteur W   peut s’écrire : W  

→→→

32  1 ,, VV
→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧=

→→→→

321 VVV
→ →

1

→→

∧ 32 V

→→

32 et     VV
→ →→→

+= 32 VbVa

Nous pouvons présenter cette relation autrement par identification des scalaires  a et b, on 

obtient :  
→→

•

→→→

•

→→→→

−=∧∧ 321231321 )(        )( VVVVVVVVV  

Il faut faire attention à l’ordre des vecteurs car le produit vectoriel n’est pas commutatif. 

Pour retenir cette formule, il est plus simple de l’écrire sous la forme :  

)(        )(
→

•

→→→

•

→→→→→

−=∧∧ BACCABCBA  

9.  Projection des vecteurs 

9.1.  Projection orthogonale d’un vecteur sur un axe 

Soit  V   un vecteur quelconque, et  (
→

Δ ) un axe de l’espace défini par son vecteur unitaire  u . 

La projection orthogonale du vecteur V  est la composante V  de ce  vecteur du cet axe. 

→

→ →

u

 

→

u

→

V

→

uV

→→

•

→→

= uuVVu )(  
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9.2.  Projection orthogonale d’un vecteur sur un plan 

Soit  V   un vecteur quelconque, et  (
→

π ) un plan de l’espace défini par la normale  . La 

projection orthogonale du vecteur V  est la composante V  dans le plan. 

→

n
→ →

π

Le vecteur V  a deux composantes l’une dans le plan et l’autre perpendiculaire au plan. On a 

ainsi : V  

→

→→

•

→→→→→

−=−= nnV(    VV    V
→

nV

→

n

→

V  

→

πV  
π(

n )π

)(    )(π

π

Qui s’écrit aussi sous la forme : V  
→→

•

→→→

•

→→

−= nnVVnn

On retrouve la relation du double produit vectoriel  

entre les vecteurs V   et   :     V  
→ →

n )(
→→→→

∧∧= nVn
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11. Règle des sinus dans un triangle 

Soit un triangle quelconque  ABC  nous pouvons établir une relation entre les trois côtés et les 

trois angles du triangle. 

θ  

β  

α

C 

B A E 

D

θπ −  

Dans les triangles ABD  et CBD , nous avons : 

AB
DB

=αsin       et    
BC
DB

=βsin  

d’où : βα sinsin BCAB =  

On déduit :  
sinsin βα
ABBC

=  

De même pour les triangles AEC  et  BEC  , nous avons : 

AC
EC

=αsin       et    
BC
EC

=− )sin( θπ     d’où  θθπα sin)sin(sin BCBCAC =−=  

On déduit : 
θα sin

ACBC
=

sin
 

On déduit finalement une relation appelée règle des sinus dans un triangle:  

θβα sin
AC 

sinsin
==

ABBC  

12. Opérateurs et vecteurs 

12.1  Opérateur gradient dans un repère orthonormé   ),,,(
→→→

kjiOR

On défini l’opérateur vectorielle noté :  
→→→→

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ k
z

j
y

i
x

  comme étant la dérivée dans 

l’espace suivant les trois directions des vecteurs unitaires. 

Le gradient d’un scalaire U  est défini comme étant la dérivée vectorielle suivant les trois 

directions respectives   par rapport aux variables : x, y, z . 
→→→

kji ,,

→→→→−−−−−

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= k
z
Uj

y
Ui

x
UzyxgradU ),,(   ou    UUgrad

→→−−−

∇=

Exemple :    

yzzxxyU 523 +−=  :   zy
x
U 23 −=
∂
∂

  ,   zx
y
U 53 +=
∂
∂    ,   yx

z
U 52 +−=
∂
∂  

→→→→−−−−−

+−+++−= kyxjzxizyzyxgradU )52()53()23(),,(  

Le gradient d’un scalaire est un vecteur. 
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12.2  Opérateur divergence dans un repère orthonormé   ),,,(
→→→

kjiOR

La divergence d’un vecteur    est définie comme étant le produit scalaire  
→→→→

++= kVjViVV zyx

de l’opérateur :  
→→→→

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ k
z

j
y

i
x

   par le vecteur   ; noté :  
→

V
→

•

→→

∇= VVdiv

z
V

y
V

x
V

kVjViVk
z

j
y

i
x

Vdiv zyx
zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
→→→

•

→→→→

)(  

La divergence d’un vecteur est un scalaire. 

12.3  Opérateur rotationnel  dans un repère orthonormé   ),,,(
→→→

kjiOR

Le rotationnel d’un vecteur    est définie comme étant le produit  
→→→→

++= kVjViVV zyx

vectoriel de l’opérateur :  
→→→→

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ k
z

j
y

i
x

  par le vecteur   ;   
→

V

→→→→−−

∧∇= VVrot  ;         ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++∧⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
→→→→→→→→−−

kVjViVk
z

j
y

i
x

Vrot zyx)(  

Le rotationnel d’un vecteur est aussi un vecteur.   

Sous la forme matricielle nous aurons :

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂

−
∂

∂
∂
∂

−
∂
∂

∂

∂
−

∂
∂

=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∧

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=
→→−−

y
V

x
V

x
V

z
V

z
V

y
V

V

V

V

z

y

x
Vrot

xy

zx

yz

z

y

x

    )(  

Remarque : 

Si   f  est un champ scalaire  et   et  
→

A
→

B  deux vecteurs quelconques, les relations suivantes 

sont vérifiées : 

-  
→−−−−→→→

+= gradfAAfdivAfdiv        )(  ;

-    ,     avec  
→→→−−−−→

Δ−= AAdivgradArotrot        )()( 2

2

2

2

2

2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=Δ  ; 

-  ; )(      ))(
→→−−→→−−−−→→−−

+∧= Arot  fAgradfAfrot

-   ; 
→→−−−−→−−

= 0)( gradfrot

-  ; 0)( ( =
→→−−

Arotdiv

-  )()() (
→→−−

•

→→→−−

•

→→→

−=∧ BrotAArotBBAdiv
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EXERCICES ET SOLUTIONS 
 

Exercice 01 : 

Deux points A  et  B, ont pour coordonnées cartésiennes dans l’espace : A(2,3,-3), B(5,7,2) 

Déterminer les composantes du vecteur ainsi que son module, sa direction et son sens. 
→−

AB

Solution : 

Le vecteur est donné par :   
→−

AB
→→→→−→−→−

++=+= iiiOAOBAB 543

Son module : 50543 222 =++=AB  

Sa direction est déterminée par les angles ),,( θβα qu’il fait avec chacun des axes du repère. 

Ses angles se déduisent par le produit scalaire du vecteur par les vecteurs unitaires du 

repère orthonormé :   

→−

AB

),(
→→−

= iABα  :    αcos.1.ABiAB =•
→→−

⇔   424.0
50
3cos        ==

•
=

→→−

AB
iABα ⇒ °= 89.64α  

),(
→→−

= jABβ  :    βcos.1.ABjAB =•
→→−

⇔   565.0
50
4cos ==

•
=

→→−

AB
jABβ      ⇒ °= 54.55β  

),(
→→−

= kABθ  :    θcos.1.ABkAB =•
→→−

⇔   707.0
50
5cos ==

•
=

→→−

AB
kABθ     ⇒  °= 99.44θ  

son sens :  comme le produit scalaire du vecteur   avec les trois vecteurs unitaires est 

positif alors, il a un sens positif suivant les trois axes du repère. 

→−

AB

 

 
→

k

 A

 B

 
→

i  

 
→

j  
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Exercice 02 : 

La résultante de deux forces    et    est égale à 50 N  et fait un angle de 30° avec la 

force  . Trouver le module de la force   et l’angle entre les deux forces. 

→

1F  2

→

F

 151 NF =
→

2F

 

Solution : 

R = 50 N   ;   V  ;   N °= 30α   , n ous avons :  
→→→

+= 21 FFR
Dans le triangle rectangle:  ACD  rectangle en D, nous avons : 

222 DCADAC +=  
θcos21 FFBDABAD +=+=  

θsin2FDC =  

 

On obtient alors :   θθθ cos2)sin()cos( 21
2

2
2

1
2

2
2

21
2 FFFFFFFR ++=++=

θcos2 21
2

2
2

1
2 FFFFR ++=          (1) 

Nous avons aussi :  
θθ

αα

sin      sin

sin      sin

2
2

 F CD
F
CD

 R CD
R

CD

=⇒=

=⇒=
      (2) θα sinsin 2FR =⇒

⎭
⎬
⎫

 

et        
R

FF
R

AD θ
α

coscos 21 +==    ⇒     
2

1coscos               (3) 
F

FR −
=

α
θ

en remplaçant l’expression (3) dans (1), on aboutit à : 

 

)cos(2cos2 11
2

2
2

1
2

1
21

2
2

2
1

2 FRFFF
F

FRFFFFR −++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
++= α

α
 

 

d’où :  )cos(2 11
2

1
2

2 FRFFRF −−−= α  

 

NxF 44,44)1530cos50(1521550 22
2 =−°−−=  

L’expression (3) nous donne : 566,0
50

1530cos50cos =
−

=θ   ⇒   °= 528,55θ  

 

α

→

2F  

→

1F
A 

C 

D B 
θ  

→

R
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Exercice 03 : 

Soient les vecteurs suivants :   et    
→→→→

++= kAjAiAU 3211

→→→→

++= kBjBiBU 3212

1)  Calculer les produits scalaires :   ,   ,    , 221121

→

•

→→

•

→→

•

→

UUUUUU

      On donne :   ,    ,     
→→→→

+−= kjiV 521

→→→→

−+−= kjiV 5.75,132

→→→→

++−= kjiV 453

2) Calculer   ;  et          2121

→→→

•

→

∧VVVV

3) Sans faire de représentation graphique que peut-on dire du sens et de la direction du 

vecteur  par rapport à  ;  2

→

V   1

→

V

4) Calculer les produits suivants   et     ; )  ( 321

→→

•

→

∧ VVV )  ( 321

→→→

∧∧ VVV

5) Déterminer la surface du triangle formé par les vecteurs  
→→

32 et       VV

 

Solution : 

1)   ,      ,      33221121   BABABAUU ++=
→

•

→
2
3

2
2

2
111   AAAUU ++=

→

•

→
2
3

2
2

2
122   BBBUU ++=

→

•

→

2)  455,375,16  21 −=−−−=
→

•

→

VV

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
+−
−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−
∧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−=∧

→→

0
0
0

33
5,15,1
5,75,7

5,7
5,1
3

5
5,1

2
  21 VV

3) Comme le produit vectoriel des deux vecteurs est nul, alors ils sont parallèles 

                 
→→→

=∧ 0  21 VV ⇒    //   21

→→

VV

      De plus leur produit scalaire est négatif ,  alors les vecteurs  sont 

parallèles et de sens opposés 

45  21 −=
→

•

→

VV
→→

21 et      VV

4)  05,225,4063
5,4
5,40
5,31

5
1

2

1
4
5

5,7
5,1
3

5
1

2
)  ( 321 =−−=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
•

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−
∧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−
•

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−=∧

→→

•

→

VVV

on peut retrouver ce résultat par la méthode vectorielle : 

Nous avons   soit       //   21

→→

VV   32

→→→

∧= VVW ⇔     ,   calculons 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⊥

⊥
→→

→→

 

 

3

2

WV

WV →

•

→

WV1  
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→→→→→→

⊥⇒⊥ WVVVWV 1212          //  et          ⇔         0 1 =
→

•

→

WV

    V  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−
=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
∧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−
∧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−
∧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−=∧∧

→→→

5,112
5,166

198

5,4
5,40
5,31

5
1

2

1
4
5

5,7
5,1
3

5
1

2
)  ( 321 VV

    V  
→→→→→→

++−=∧∧ kjiVV 5,112166198)  ( 321

5) La surface du triangle formé par les vecteurs V  est donnée par la moitié du 

module du produit vectoriel des deux vecteurs : 

→→

32 et       V

      Nous avons :   alors : 
→→→→→

−+=∧ k,ji,VV 545,40531  32

50,51)54(5,40531  222
32 =−++=∧

→→

,,VV  

→

2V

→

3V

       75,25
2
50,51

2

 
 

32

==
∧

=

→→

VV
S  

c’est la demi surface du parallélogramme : 

 

Exercice 04 : 

Soient les vecteurs :    
→→→

+= kiU 62  , V  , , 
→→→→

++= kzjyi8

et      

et    

→→→→

+−= kjiP 243
→→→→

++−= kjyiQ 122  

1) Déterminer  y et z  pour que les vecteurs  U  soient colinéaires ; 
→→

V

2) Déterminer  la valeur de y   pour que les vecteurs   soient perpendiculaires; 
→→

QP et      

 

Solution : 

1)  Si U  sont colinéaires alors:U     
→→

V
→→→

=∧ 0   V
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
+−

−
=∧⇔

0
0
0

2
482

68

6
0
2

   
y

z
y

z
y ⇒

⎩
⎨
⎧

=
=

24
0

z
y

2) Si     sont perpendiculaires alors :  
→→

QP et      0   =
→

•

→

QP

         0    
12

2

2
4

3
      0   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

−
−⇔= •

→

•

→

yQP ⇔     02446 =+−− y    
2
9

=y  
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Exercice 05 : 

Trouvez le volume d’un parallélépipède dont les cotés sont les vecteurs : U  tel que : ,   ,  ,
→→→

QP

→→→

+= jiU 62  ,  ,    53
→→→

+= kjP  ,
→→→→

−+= kjiQ 24

 

Solution : 

Le volume d’un parallélépipède est un scalaire positif. On doit utiliser une opération 

vectorielle dont le résultat est un scalaire positif : c’est le module du produit mixte des trois 

vecteurs :  )   (
→→

•

→

∧= QPUv  

223025    
3

5
26

  
0
6
2

      
2

4
1

5
3
0

  
0
6
2

)   ( −=+−=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

−
∧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=∧ •

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

•

→→

•

→

QPU  ;    ⇒

2222)   ( =−=∧=
→→

•

→

QPUv  

 

Exercice 06 : 

La trajectoire d’un mobile dans un repère orthonormé directe est donnée par les 

équations paramétriques suivantes :   ,  

),,,(
→→→

kjiOR

24tx = )
3

(4
3tty −=   ,    33 ttz +=

Montrer que le vecteur vitesse  V   fait un angle constant avec l’axe oz. Quelle est la valeur de 

cet angle. 

→

Solution : 

xV
yV

xyV  

zV  
θ  

→

V  

→

k  

→

j

→

i

La vitesse du mobile est donnée par : V  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=

=
=

→

)
)1(3

1(4
      8

2

2

tV
tV

tV

z

y

x

Nous avons en effet : 

z

yx

z

xy

V

VV

V
V

tg
22 +

==θ  

)1(3
16321664

)1(3
)1(1664

2

242

2

222

t
ttt

t
tt

tg
+

+−+
=

+
−+

=θ  
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3
4

)1(3
)1(4

)1(3
)1(16

)1(3
)12(16

2

2

2

22

2

22

=
+
+

=
+
+

=
+

++
==

t
t

t
t

t
tt

tgθ  

 
3
4

=θtg       ⇒ °= 13,53θ     la valeur de l’angle est bien constante. 

 

Exercice 07 : 

La ligne d’action d’une force   de  800 N ,  passe par les points      et    

dans un repère orthonormé. Déterminer les composantes de cette force  

→

F
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

74,2
0
22,1

 A
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

61,0
22,1
0

  B

 

Solution : 

Nous avons :    
     

  
→→−

= ABuABAB ⇒
AB
ABuAB

→−
→

=
     

     vecteur unitaire porté par la ligne d’action. 

 

  
74,2

13,222,122,1
)13,2()22,1()22,1(

13,222,122,1 
222

     
→→→→→→→−

→ −+−
=

−++−

−+−
==

kjikji
AB
ABu AB  

 
→→→→

−+−= kjiu AB 777,0445,0445,0 
     

 

La force    s’écrira :  
→

F

  )6,621356356)777,0445,0445,0(800
     →→→→→→→→

−+−=−+−== kjikjiuFF AB

 

Les composantes de la force sont ainsi connues suivant les trois axes du repère. 

 

Exercice 08 : 

Soit  un repère orthonormé direct  dans l’espace vectoriel Euclidien ),,,( 321

→→→

eeeOR 3R   à trois 

dimensions dans le corps des nombres réels.  Soit un axe  passant par le point O et de 

vecteur unitaire  tel que :  , et un vecteur quelconque   

),(
→

Δ uO

→

u
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

→

3

2

1

u
u
u

u
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

→

3

2

1

V
V
V

V
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On note  uπ   un plan orthogonal à l’axe  ),(
→

Δ uO

1) Calculer les produits scalaires suivants : ; 
→

•

→→

•

→→

•

→

VuVVuu            ,       ,    

2) Déterminer les composantes du vecteur     dans le repère  ; En 

déduire dans cette base la matrice représentant l’opérateur produit vectoriel noté : 

 ; 

→→→−

∧= VuW ),,,( 321

→→→

eeeOR

[ ]uu *    =∧
→

3) Trouver l’expression du vecteur  : projection orthogonale du vecteur  sur l’axe  

 ;  En déduire la matrice 

  →

uV
→

V

),(
→

Δ uO [ ]Pu  représentant l’opérateur projection orthogonale sur 

l’axe  ; ),(
→

Δ uO

4) Trouver l’expression du vecteur  : projection orthogonale du vecteur  sur le plan 
  →

πV
→

V

uπ  ;  En déduire la matrice [  représentant l’opérateur projection orthogonale sur sur le 

plan 

]πu

uπ  ; 

5) Déterminer l’expression de la distance d  d’un point 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

z
y
x

R

P    à l’axe  ; En déduire 

l’expression matricielle représentant la distance au carrée :   dans le repère R. 

),(
→

Δ uO

2d

 

Solution : 

1) Calcul des produits scalaires : 

       ,      ,    2
3

2
2

2
1    uuuuu ++=

→

•

→
2

3
2

2
2

1    VVVVV ++=
→

•

→

332211    VuVuVuVu ++=
→

•

→

2)   dans le repère  
→→→−

∧= VuW ),,,( 321

→→→

eeeOR

       , sous forme matricielle l’expression s’écrira : 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=∧=

→→→−

1221

3113

2332

3

2

1

3

2

1

VuVu
VuVu
VuVu

V
V
V

u
u
u

VuW

              
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

→−

3

2

1

12

13

23

0
0

0

V
V
V

uu
uu

uu
W ⇔

→→−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
= V

uu
uu

uu
W

0
0

0

12

13

23
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[ ]
→→−

= VuW *    avec :  [ ]    opérateur produit vectoriel. 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

0
0

0
*

12

13

23

uu
uu

uu
u

3)  Expression du vecteur , projection de  sur l’axe   dans  R 
→

uV
→

V ),(
→

Δ uO

     Nous avons :   
→→

•

→→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= uuVVu     

      ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++=++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→→→→→→

•

→→

332211332211332211    eueueuVuVuVuuVuVuVuuuVVu

     ( ) ( ) ( ) →→→

++++++++= 33
2
323213123322

2
212113312211

2
1 eVuVuuVuueVuuVuVuueVuuVuuVu  

      ( ) [ ][ ] →→

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= VuuVuuu

u
u
u

T    321

3

2

1

       Nous avons donc : [ ]  [ ][ ] ( )
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

2
33231

32
2
221

3121
2
1

321

2

2

1

uuuuu
uuuuu
uuuuu

uuu
u
u
u

uuu T
P

4)  Expression du vecteur , projection de  sur le plan  
→

πV
→

V )(π orthogonal à  
→

u

Le vecteur   a  deux composantes, l’une perpendiculaire au plan elle est portée par l’axe 

et l’autre dans le plan

→

V

)(Δ )(π . 

Nous avons alors :  
→→→

•

→→→→

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+= ππ VuuVVVV u          

→→

•

→→→

•

→→→

•

→→→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= uuVVuuuuVVV                π    , on retrouve la forme du double produit 

vectoriel d’où :   .    Le produit vectoriel est anticommutatif, alors : 

 ,  ce qui donne :         

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧=

→→→→

uVuVπ  

[ ]
→→→→→

−=∧−=∧ VuVuuV * [ ] [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−=

→→

VuuV **
  

π

mais nous savons que : [ ]    on a finalement :  [ uu T ** −= ]

[ ] [ ] [ ][ ]{ } [ ]
→→→→

==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= VuVuuVuuV P

TT ****
  

π  
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−=+ −=+ −=+

]

 

 

avec   [ ] [ ][ ]TP uuu **=

Développons cette expression : 

[ ] [ ][ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−
−+−
−−+

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
==

2
2

2
13231

32
2
3

2
121

3121
2
3

2
2

12

13

23

12

13

23

0
0

0

0
0

0
**

uuuuuu
uuuuuu
uuuuuu

uu
uu
uu

uu
uu

uu
uuu T

P  

sachant que :   u  alors : u    , u    , u  12
3

2
2

2
1 =++ uu 2

1
2
3

2
2 1 uu 2

2
2
3

2
1 1 uu 2

3
2
2

2
1 1 uu

La matrice [   s’écrira : Pu

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

−
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−
−−−

=
2
33231

32
2
221

3121
2
1

2
33231

32
2
221

3121
2
1

100
010
001

1
1

1

uuuuu
uuuuu
uuuuu

uuuuu
uuuuu
uuuuu

uP  

[ ] [ ] [ ][ ]Tp uuu −= 1  

or nous avons [      ] [ ][ ]TP uuu **= ⇒ [ ][ ] [ ] [ ][ ]TT uuuu −= 1**  

finalement :                                        [ ][ ] [ ][ ] [ ]1        ** =+ TT uuuu  

5)  Expression de la distance d  du point  P à l’axe   ),(
→

Δ uO

 
→−

= HPd  

H

O  

)(Δ  

→

u
P  

Calculons le produit vectoriel :  OP  
→→−

∧ u

Le vecteur  a pour composantes : 
→−

OP
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
==

→→−

z
y
x

R

rOP  

→→−→→−→−→→−

∧=∧⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∧ uHPuHPOHuOP  

dHPuHPuHP ==°=∧
→−→→−→→−

90sin  

nous avons alors : 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧=

→→−

•

→→−

uOPuOPd 2   nous allons utiliser la règle du produit mixte afin de développer 

cette expression.     
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧=

→−→→−→→→−→→−→→−

•

→→−

OPuOPuuOPuOPuOPuOPd ,,,,2  

      qui s’écrit sous forme : ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧=

→−→→−

•

→→−→→−→

OPuOPuOPuOPu ,,

→

•

→

= Vud 2      avec    ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧=

→−→→−→

OPuOPV

D’après ce que l’on a vu précédemment, nous pouvons écrire : 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ →

0
0

0
*

xy
xz

yz
r  

[ ][ ]( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=∧−∧=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧−∧=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧=

→→→→→

•

→→→−→−

•

→→−→→−

•

→

urruurruuOPOPuOPuOPud
T

**)((2  

or nous avons [ ] [ ]Trr ** =−  

 

[ ][ ]( ) [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

→→→→

uIuurrud O

T
T

T

**2    avec    [ ][ ]( ) [ ]O
T Irr =**  

 

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−
−+−
−−+

=
22

22

22

yxyzxz
yzzxxy
xzxyzy

IO  

en faisant intervenir la masse du solide, nous obtenons une matrice de la forme : 

  

[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−

−+−

−−+

=

∫∫∫
∫∫∫
∫∫∫

SSS

SSS

SSS

dmyxyzdmxzdm

yzdmdmzxxydm

xzdmxydmdmzy

J

)(

)(

)(

22

22

22

0    

 

qui est  une matrice très particulière que l’on retrouvera dans les chapitres sur la cinétique et 

la dynamique des solides. 

Elle est appelée matrice d’inertie du solide. 
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Exercice : 09 

Résoudre l’équation vectorielle :     où    sont deux vecteurs non nuls. 
→→→

=∧ bxa
→→

ba et     

Solution : 

L’équation n’admet de solution que si   sont orthogonaux.  Soit  (
→→

ba et     )π   un plan 

contenant les vecteurs    , alors le vecteurs    est perpendiculaire à ce plan 
→→

xa et     
→

b )(π . 

On cherche d’abord une solution particulière avec un vecteur   tel que :   soient 

deux vecteurs perpendiculaires entre eux :  

→

0x
→→

0et     xa

0              00 =⇒⊥
→

•

→→→

xaxa

Alors on a aussi :   Multiplions vectoriellement  à gauche cette équation par le 

vecteur  , on obtient :     

     0

→→→

=∧ bxa

 
→

a          0

→→→→→

∧=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧ baxaa ⇔           00

→→→

•

→→→

•

→→

∧=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ baaaxxaa

200
                 

a
abxbaaax
→→

→→→→

•

→→ ∧
=⇒∧=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  

nous avons ainsi :    en faisant la différence entre ces deux équations, nous  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=∧

=∧
→→→

→→→

     

     0

bxa

bxa

obtenons la solution générale   :   
→

x
→→→→→→→→→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∧⇔=∧−∧  0            0        00 xxaxaxa

Comme le produit vectoriel est nul alors  alors   d’où :  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→→→

0    //    xxa       0

→→→

=− axx λ

On a finalement :    ⇒        0

→→→

+= axx λ          2

→
→→

→

+
∧

= a
a

abx λ  

 

Représentation géométrique : 

 

→

aλ

→

0x

→

b

→

a →

x
π
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Exercice : 10 

On dispose de deux forces l’une de 9 N  l’autre de  7 N . Comment doit-on les disposer pour 

obtenir une résultante de : 16 N ;   11,40   ;    3 N 

Exercice 11 : 

Calculer la surface du triangle  ABC,  où les sommets ont pour coordonnées dans un repère 

orthonormé : )4  ,2  ,3(  , )2 ,2  ,2(  ,  )2 ,3 ,1( CBA −−−−  

Exercice 12 : 

Déterminer la résultante des trois forces concourantes au point  : )3,2,2(A

→→→→

+−= kjiF 5,271    ;      ;    
→→→→

+−= kjiF 522

→→→→

++−= kjiF 433

Calculer :   
→→

− 21 FF  ,    
→→

∧ 21 FF    ,   
→→

+ 21 FF  

En déduire le module, la direction et le vecteur unitaire porté par la résultante 

Que peut-on dire de   et    . 
→

1F
→

3F

Exercice 13 : 

Soit le système d’équations vectorielles dans un repère orthonormé direct , 

déterminer les deux vecteurs    tels que : 

),,,(
→→→

kjiOR

→→

Yet      X

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=∧

=+
→→→

→→→

(2)        

(1)        

2

1

VYX

VYX      avec      →→→→

→→→→

+−=

++=

kjiV

kjiV

2158

247

2

1

On multiplie vectoriellement à gauche l’équation (1) par le vecteur  
→

X   puis on applique la 

règle de division vectorielle qu’on vient de voir dans l’exercice (09). 
→→→→→

∧=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∧ 1VXYXX      , on remplace cette expression dans l’équation (2) 

d’où :      on déduit d’après ce que l’on a vue dans l’exercice (9) que : 

⇒
→→→→

∧=∧ 1VXYX

→→→

=∧ 21 VVX

           12
1

12
→

→→
→

+
∧

= V
V

VVX λ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

→→→→

kjiX 247
2
4
7

2
15
8

69
1 λ       247

137
2

38

69
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
→→→

kjiλ  
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→→→→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−

= kjiX λλλ 2
69

1374
69

27
69
38  

On déduit  
→

Y   facilement par : 

  2
69

1374
69

27
69
38 2471

→→→→→→→→→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=−= kjiiiiXVY λλλ  

  )1(2
69
137)1(4

69
2)1(7

69
38 

→→→→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= kjiY λλλ  

 

Exercice 14 : 

Dans un repère orthonormé  on donne trois points A, B, C de l’espace ayant pour 

coordonnées : ,  ,  . Soit  

),,,(
→→→

kjiOR

)4,3,1(A )2,4,1( −−B )1,1,0(C )(π   un plan défini par ces trois points et 

la normale  à celui-ci.   
→

n

Déterminer les composantes du vecteur    dans le plan 
→→→→

−+= kjiV 43 )(π  et suivant la 

normale à ce plan. 

Solution : 

Le vecteur   s’écrirait :   
→

V
→→→

+= πVVV n

 Où       et     )(  π⊥
→

nV )(  ππ ∈
→

V

Le vecteur unitaire  est perpendiculaire au plan et aussi aux vecteurs    
→

n
→−→−→−

BCACAB ,,

Alors :     ,      ,    0=
→−

•

→

ABn 0=
→−

•

→

ACn 0=
→−

•

→

BCn

Nous avons :    ,    ,  
→→→→−

−+−= kjiAB 62
→→→→−

−−−= kjiAC 32
→→→→−

+−= kjiBC 33  

 Soit     
→→→−→−→−

+−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=∧= kiACABW 515

5
0
15

3
2
1

6
1
2

Le vecteur   est perpendiculaire au deux vecteurs    donc aussi au vecteur , 

alors il est perpendiculaire au plan 

→−

W
→−→−

ACAB et    
→−

BC

)(π formé par ces trois vecteurs.  On déduit le vecteur 

unitaire normal au plan )(π  par :  
106

515
→→→−

→ +−
==

ki
W
Wn  
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On peut vérifier facilement :  

  0303062
106

515
=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ +−
=

→→→

•

→→
→−

•

→

kjikiABn  

0151532
106

515
=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ +−
=

→→→

•

→→
→−

•

→

kjikiACn  

    0151533
106

515
=+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ +−
=

→→→

•

→→
→−

•

→

kjikiBCn  

La composante, du vecteur, suivant la normale au plan s’écrirait : 
→→→→

•

→→→→→

•

→→

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= nnkikjinnVVn 106

65515
106
143  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ +−
−=−=

→→
→→

→→

kikinVn 325975
106

1
106

515
106
65

106
65  

La composante dans le plan )(π se déduit par : 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=−=

→→→→→→→→→→→

kjikikjiVVV n 99657
106

1325975
106

143π  

Exercice 15 : 

Déterminer l’expression générale des vecteurs    orthogonaux aux vecteurs : 

   et  .  En déduire les vecteurs unitaires porté par  . 

→

W
→→→→

++−= kjiV 321

→→→→

−+= kjiV 532

→

W

 

Exercice 16 : 

Soient trois vecteurs libres     ; montrer qu’il vérifient la relation suivante : 
→→→

WVU   ,  ,

→→→→→→→→→→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧ 0          UWVVUWWVU  

 

Solution :  

On utilise la formule de développement du double produit vectoriel. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧

→→→→→→→→→

VUWWUVWVU            
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧

→→→→→→→→→

UWVVWUVUW            

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧∧

→→→→→→→→→

WVUUVWUWV            

La somme des trois termes donne : 

→→→→→→→→→→→→→→→→→→→

→→→→→→→→→→→→→→→→→→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •

0                        

                        

WVUVWUUVWVUWUWVWUV

WVUUVWUWVVWUVUWWUV
 

Comme le produit scalaire est commutatif alors : 
→→→→→→→→→→→→→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ •⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 0             WVUUUVWWUWVV  

Exercice 17 : 

Soient deux forces   et     faisant chacune respectivement un angle de 25°  et  35°  avec 

la résultante 

→

1F
→

2F

→

R   qui a une valeur de 400 N . Déterminer les modules des deux forces. 

Solution : 

B 

A 

α  
°35  °25

°35

→

2F

→

1F

→

R  
C 

Utilisons la règle des sinus : 

αsin35sin25sin
ACABBC

=
°

=
°

 

°=°+°−°= 120)3525(180α  

or nous avons :    ,    et   1FAB = 2FBC = RAC =  

D’où :  NRF 195    
120sin
25sin  2 =

°
°

=          et      NRF 265    
120sin
35sin  1 =

°
°

=  

 

Exercice 18 : 

Soit      ,    Q  
→→→→

−+= ktjtitP 32 752
→→→→

−+−= ktjtit 2104 23

1)  Vérifier les relations suivantes :  
dt
QdPQ

dt
PdQP

dt
d

→

•

→→

•

→
→

•

→

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛      

                                                     
dt
QdPQ

dt
PdQP

dt
d

→
→→

→
→→

∧+∧=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧      
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2)  Calculer les produits suivants :     et     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →→

•

→

∧QPP
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →→→

∧∧ QPP

Soit un vecteur  ;  quelle est la valeur de 
→→→→

−+= kjtiU 2α α   pour que le vecteur  soit 

perpendiculaire à  

→

U

→

P . 

3)  Déterminer le volume du parallélépipède formé par les vecteurs    
→→→

QPU ,,  ;

4) Déterminer la composante de   sur l’axe 
→

Q Δ  passant par les points A(0,0,1)  et  B(1,2,1) 

Exercice 19 : 

Soit  f  un scalaire et    trois vecteurs quelconques, vérifier les relations suivantes : 
→→→

CBA    ,   ,

1)  
→−−−

•

→→→

+= gradfAAfdivAfdiv  )(  ;

2) 
→→→−−−→→

+∧= ArotfAgradfAfrot  )(  

3)  ; ) () (
→

•

→→→

•

→→→→→

−=∧∧ BACCABCBA

4)  
→→→−−−→−−→−

Δ−= AAdivgradrotArot )()(  ;

5)    ;   0)(
→→−−−→

=gradfrot

6)  
→→→

= 0) Arotdiv(

7) 
→−−→→−−

•

→→→

−=∧ rotBArotABBAdiv   )(  

Solution : 

1) )()()()( zyx fA
z

fA
y

fA
x

Afdiv
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
→

 

                    
z
fA

y
fA

x
fA

z
A

y
A

x
A

f zyx
zyx

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=  

                    =  
→−−−

•

→→

+ gradfAAfdiv        

2) 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

+
∂

∂
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

+
∂
∂

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

−
∂

∂
∂
∂

−
∂
∂

∂

∂
−

∂
∂

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=
→→

y
fA

y
A

f
x
fA

x
A

f

z
fA

x
Af

z
fA

z
A

f

z
fA

z
A

f
y
fA

y
Af

y
fA

x
fA

x
fA

z
fA

z
fA

y
fA

fA

fA

fA

z

y

x
Afrot

x
x

y
y

z
z

x
x

y
y

z
z

xy

zx

yz

z

y

x

)(  
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

=

y
fA

x
fA

y
A

x
A

f

z
fA

z
fA

x
A

z
A

f

z
fA

y
fA

z
A

y
A

f

xy
xy

zx
zx

yz
yz

  =  
→→→−−−

+∧ ArotfAgradf   

3)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=∧∧

→→→

xyyx

zxxz

yzzy

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

CBCB
CBCB
CBCB

A
A
A

C
C
C

B
B
B

A
A
A

CBA

                    
( ) ( )
( ) (
( ) ( )⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−
−−−

=

yzzyyzxxzx

xyyxxyzzyz

zxxzzxyyxy

CBCBACBCBA
CBCBACBCBA
CBCBACBCBA

)  

                       

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−++−−
−++−−
−++−−

=

zzzzzzyzyzyyzxxxzx

yyyyyyxyxyxxzxzxzz

xxxxxxzxzxzzxyyyxy

CBACBACBACBACBACBA
CBACBACBACBACBACBA
CBACBACBACBACBACBA

                  
( ) ( )
( ) (
( ) ( ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++−++
++−++
++−++

=

zzyyxxzzzyyxxz

zzyyxxyzzyyxxy

zzyyxxxzzyyxxx

BABABACCACACAB
BABABACCACACAB
BABABACCACACAB

)
)

 

                  ) () (
→

•

→→→

•

→→

−= BACCAB

4)  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂

∂
∂

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

−
∂

∂
∂
∂

−
∂
∂

∂

∂
−

∂
∂

∧

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=
→−−→

z
A

y
A

yx
A

z
A

x

y
A

x
A

xz
A

y
A

z

x
A

z
A

zy
A

x
A

y

y
A

x
A

x
A

z
A

z
A

y
A

z

y

x
rotArot

yzzx

xyyz

zxxy

xy

zx

yz

)(  

                      
→→→−−−

Δ−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

= AAdivgrad

A
zyxz

A
y

A
x

A
z

A
zyxz

A
y

A
x

A
y

A
zyxz

A
y

A
x

A
x

z
zyx

y
zyx

x
zyx

)(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2
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5) 
→→−−−→−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂∂
∂

−
∂∂

∂
∂∂

∂
−

∂∂
∂

∂∂
∂

−
∂∂

∂

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
∂
∂
∂
∂

∧

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
∂
∂
∂
∂

= 0
0
0
0

)(
22

22

22

yx
f

yx
f

xz
f

xz
f

zy
f

zy
f

x
f

yy
f

x

z
f

xx
f

z

y
f

zz
f

y

z
f
y
f
x
f

z

y

x
 fgradrot  

D’une autre manière :  
→→→→→→−−−→−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇∧∇=∇∧∇= 0)( ff fgradrot  

6)  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

−
∂

∂
∂
∂

−
∂
∂

∂

∂
−

∂
∂

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=∧∇∇= •
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →→

•

→→→

y
A

x
A

x
A

z
A

z
A

y
A

z

y

x
AArotdiv(

xy

zx

yz

      )  

                                              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

=
y

A
x

A
zx

A
z

A
yz

A
y

A
x

xyzxyz  

                                              0
222222

=
∂∂

∂
−

∂∂

∂
+

∂∂
∂

−
∂∂

∂
+

∂∂

∂
−

∂∂
∂

=
yz

A
xz

A
xy

A
zy

A
zx

A
yx

A xyzxyz  

D’une autre manière :  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →→

•

→→→

∧∇∇= AArotdiv( )     soit        les  vecteurs   sont perpendiculaires au 

vecteur résultat 

→

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →→

=∧∇ BA
→→

∇ Aet     

→

B .  Nous avons alors :   
→

•

→→→

∇= BArotdiv( )

      Comme            d’où :  
→→

⊥∇ B    ⇒ 0        =∇
→

•

→

B 0) =
→→

Arotdiv(

 

7)   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧ •

→→

xyyx

zxxz

yzzy

BABA
BABA
BABA

z

y

x
BAdiv        

                         ( ) ( ) ( )xyyxzxxzyzzy BABA
z

BABA
y

BABA
x

−
∂
∂

+−
∂
∂

+−
∂
∂

=  
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                          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

=
y

A
x

A
B

x
A

z
A

B
z

A
y

A
B xy

z
zx

y
yz

x  

                         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

−
y

B
x

B
A

x
B

z
B

A
z

B
y

B
A xy

z
zx

y
yz

x  

 
→−−→→−−

•

→→→

−=∧ rotBArotABBAdiv   )(  

 

Exercice 20 : 

Soit   un vecteur    exprimé dans un repère orthonormé . 
→→→→

++= kzjyixr ),,,(
→→→

kjiOR

1) Calculer     et     ( )
     →−−−

rgrad ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛→−−−

r
grad 1  ; 

2) Si  U(r)  est un champ scalaire à symétrie sphérique, montrer que   est un 

vecteur radial ; 

( )(rUgrad
→−−−

)

3) Calculer     et en déduire que pour un champ électrique Coulombien : )(
→

rdiv
r
rkE
→

→

=  on a 

 ; 
→→

= 0Ediv

4) Montrer que  01
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ

r
     avec    0≠r  ; 

5) Calculer    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛→→−−

rrot

 

Solution : 

1) Nous avons :  ( )2
1

222222 zyxzyxr ++=++=     et    ( ) 2
1

2221 −
++= zyx

r
 

( ) ( ) ( ) ( ) →−→−→−→→→→−−−

++++++++=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= kzyxzjzyxyizyxxk
z
rj

y
ri

x
rrgrad 2

1
2222

1
2222

1
222  

              
( ) r

r

zyx

kzjyix
→→→→

=
++

++
=

2
1

222
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→→→→−−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ k

rz
j

ry
i

rxr
grad 1111  

               ( ) ( ) ( ) →−→−→−
++−++−++−= kzyxzjzyxyizyxx 2

3
2222

3
2222

3
222  

               
( )

3
2
3

222 r
r

zyx

kzjyix
→→→→

−=
++

++
−=  

2) ( )
→→→→→→→−−−

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
= k

z
r

r
rUj

y
r

r
rUi

x
r

x
rUk

z
rUj

y
rUi

x
rUrUgrad )()()()()()()(  

r
r

r
rUk

z
rj

y
ri

x
r

r
rU

→
→→→

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
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Car   x ,  y  , z :  sont des variables indépendantes 


