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LES OUTILS MATHEMATIQUES

La modélisation de I’espace réel, considéré dans le cadre de la mécanique classique comme
étant a trois dimensions, homogene et isotrope suppose I’introduction d’outils mathématiques
tel que les vecteurs, et les notions sur les torseurs. Dans cette partie nous présenterons les
rappels et I’ensemble des opérations mathématiques sur les vecteurs. Nous développerons
aussi I’étude sur les torseurs qui sont des outils mathématiques trés important en mécanique
classique, notamment en mécanique des solides. L’utilisation des torseurs en mécanique
permet de simplifier I’écriture des équations relatives aux grandeurs fondamentales de la
mécanique.

1. Opérations sur les vecteurs

Dans tout ce qui suit, on s’intéressera a I’ensemble E des vecteurs \7 de I’espace usuel. E est
un espace Euclidien a trois dimensions.

2. Définition

Un vecteur est un segment de droite OA sur lequel on a choisi une origine O et une extrémité
A ; il est défini par :

son origine ; A_—

- sadirection ; /

- Sonsens

- son module.

—

Par convention on adopte la notation suivante : vecteur : \7 ou OA

3. Classification des vecteurs

Il existe plusieurs types de vecteurs :

- Vecteur libre : la direction, le sens et le module sont donnés mais la droite support et le
point d’application (origine du vecteur) ne sont pas connues ;

- Vecteur glissant : le point d’application (origine du vecteur) n’est pas fixe ;

- Vecteur lié : tous les éléments du vecteur sont déterminés ;

- Vecteur unitaire : c’est un vecteur dont le module est égal a 1.



4. Composantes d’un vecteur

- o> -
Considérons une base de I’espace R® notée: R, =(O,e,,e,,e,). Cette base est orthonormée

) - - 1 sii=]j

SI : el.eJ = . . . —
0 si i#] e,

La base R, est dite directe si un observateur se plagant a

- —
I’extrémité du vecteur e, verra le vecteur e, tourner vers le

R
vecteur e, dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.

Dans cette base un vecteur V. de composantes (x,y,z) € R® s’écrirait :

- -

- -
V =xe+ye,+1ze,

N
Les quantités réelles x,y, z sont appelées composantes du vecteur V dans la base R*.

X
La notation adoptée est lasuivante: V= <y

Ro Z
5. Loi de composition interne : Somme vectorielle

- - -
La somme de deux vecteurs V, et V, estunvecteur W tel que:

- - > -

vV V,,V, eR® nousavons W =V,+V, e R®

- - - - -
Soit (a;,a,,a,) les composantes du vecteur V, d’ou:V, =a,e+a,e,+a,e, et

- -

(b,,b,,b,) les composantes du vecteur V, d’ou:V, =b,e,+b,e,+b,e,

Le vecteur somme est défini par la relation :
W =V,+V, =(a, +b)e+(a, +b,)e,+(a;, +b;)e,

L’élément neutre ou vecteur nul, est noté : 0 = (0,0,0)

5.1 Propriétés de la somme vectorielle

- > o

R
- la somme vectorielle est commutative : V,+V, =V,+V, ;



B Lo - - — - - -
- la somme vectorielle est associative : (V1+V2j+v3 =V, + (V2+V3j ;

> -

- I’élément neutre est définipar: V+0=V ;
- Atout vecteur V correspond un vecteur oppose noté —V tel que : V+(—Vj =0

5.2 Multiplication par un scalaire

Si A estun nombre réel et \7 un vecteur, leur produit est un vecteur.

VAeR , ¥V eR® ========> W = AV R’

Le vecteur VT/ est colinéaire au vecteur \7 .

Si le vecteur V a pour composantes (a, b, c) tel que : V= a, ej+ a, e:+ a, ez ; le vecteur w
s*écrirait: W = Aa, ej+ Ja, e:+ Aa, ez

La multiplication d’un vecteur par un scalaire vérifie les propriétés suivantes :

a) Distribution par rapport a I’addition des scalaires : (4, + /12)\7 = /11\7+ /12\7 ;

b) Distribution par rapport a la somme vectorielle : /1(\71+V:) = /1\71+ /1\72 ;

c) Associativite pour la multiplication par un scalaire : 4,(4,V) = 4,4,V

6. Combinaison linéaire des vecteurs

Soit les n vecteurs : V,;,V,,V, i Vi V, de I’espace R® et A,,4,, 5, 0. A, des
nombres réels. Les vecteurs A4, V,, 4, V,, 4, Vs, AV, AV, sontaussi des

- - - - - n -
W = AV, + 4, V,+ AVt + 4.V, =D 4V,
1
Le vecteur W est appelé combinaison linéaire des vecteurs : V,,V, ,V;,............ V,

6.1. Dépendance et indépendance linéaire entre les vecteurs
6.1.1. Définition

On dit que les n vecteurs: V,,V,,V,,.oiineene, Vi V_ de I’espace R® sont linéairement



n - -
indépendant si et seulement si, ils vérifient la relation suivante :Z/li V, = 0 entraine que
i

tous les A, sont nuls.

Si les A, ne sont pas tous nuls on dit que les vecteurs sont linéairement dépendant entre eux.

6.1.2. Propriéetés sur I’'indépendance des vecteurs

a) Un vecteur V est a Iui seul un vecteur linéairement indépendant ;

b) Dans un systéeme de vecteurs linéairement indépendants, aucun d’entre eux ne peut étre un
vecteur nul ;

c) Dans un ensemble de vecteurs indépendants, tout sous ensemble prélevé sur ces vecteurs

forme un systeme de vecteurs indépendants.

6.1.3. Propriétés sur la dépendance des vecteurs

Si n vecteurs sont dépendants entre eux alors, au moins I’un d’entre eux est une combinaison

L, B -> > - — - 3
lineaire des autres. Soit les n vecteurs: V,,V,,V,,.ccoooernnn, Vi V, de I’espace R et
A Ay Ag e A, des nombres réels, si ces vecteurs sont linéairement dépendants la relation :
n - -
> AV, =0

Implique qu’il existe des A, non nuls, de telle sorte que la relation puise s’écrire :

ANV + ALV, + Vo + +A4,V, =0 quidonne par exemple :
zlvl_—(/zzv2+/13v3+ ............. mnvnj
1:--(,12v2+/13v3+ ............. +,1nvnj

1
On dit alors que V, dépend linéairement des vecteurs : V,,V,,...cccco..... Vv,
Remarque :
a) Si V,V, Ve, V. sont linéairement indépendant, alors les vecteurs
VoV V,.V,.1:V,.,.. lesontaussi quel que soit les vecteurs ,V,,,,V, ., ...



Dans un ensemble de vecteurs linéairement indépendants, chaque vecteur est une

combinaison unique des autres vecteurs.

b) Soit VT/ = iai\z et J = iﬂi\z deux vecteurs indépendants:

L’egalité entre les deux vecteurs indépendants est équivalente a n égalités entre les nombres
réels: Si W=V < a;, =

7. Produit scalaire de deux vecteurs

On appelle produit scalaire de deux vecteurs V, et V, une loi de composition externe qui

- -
associe aux deux vecteurs, un scalaire (nombre reel) noté: V..V, tel que:

diz

Le produit scalaire est nul, si :

VV,.V, eR® =V.V,eR

- - - -
V.V, = cos(V,.V,) ; lerésultat d’un produit scalaire est un scalaire.

= Les deux vecteurs sont orthogonaux ;
= L’un des vecteurs est nul.

7.1 Propriétés du produit scalaire

—

a) linéarite : (V1+V2 j.W =V, W.V,.W

[N].vT/ =z(ﬁ.v7/j

N

b) symeétrie par rapport aux vecteurs : \7\/T/ =VT/\7 donc : \7\7 >0 si V ¢6

- -
Le produit scalaire est une forme linéaire symétrique associée aux vecteurs V. et W .

7.2 Expression analytique du produit scalaire

Considérons une base b de I’espace R® notée : b = (e,,e,,e,). Cette base est orthonormée si :
> - 1 sii=]j
ei o ej = .. . -

0 si i#] e
La base b est dite directe si un observateur se plagant a I’extrémité

- - —
du vecteur e, verrale vecteur e, tourner vers le vecteur e,
dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.

)

D
=



- -

Soient deux vecteurs V, et V, . Leurs expressions dans cette base sont :
- - - -
V,=ae+a,e,+a,e,

- - - -

V,=b,e+b,e,+b,e,

Le produit scalaire des deux vecteurs est donné par :

- - — - - - - -
V.V, =|ae+a,e,+a,e, |-|be+b,e,+b,e, |=ab, +a,b, +a,b,

7.3. Norme ou module d’un vecteur

- -
On appelle norme ou module d’un vecteur V , noteé : ’v la racine carrée positive du produit

Nous avons en particuliers : H1\7H = ||l||”JH
i - < e i <

Deux vecteurs sont dits orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul :

scalaire du vecteur par lui-méme.

- < <V + . appelé inégalité triangulaire.

7.4. Vecteurs orthogonaux

- -

A - - -
Si VIW < V.W =0
Si trois vecteurs non nuls sont orthogonaux deux a deux, ils sont alors linéairement

indépendant et ils constituent une base orthogonale dans R?®.

7.5. Base orthonormée

Une base est dite orthonormée si les vecteurs qui la constituent sont perpendiculaires deux a

- > -
deux et si leurs normes sont egales a 1. Si b = (e, e,,e;) est orthonormée nous avons alors :

- - - - - -

1+, =0 , €.6,=0 ,  ©€,.8,=0

-> - ”2 - - 92 - - —E
e,-¢ =6 =1 , e,ee,=e,=1 , e;.e,=¢;=1



8. Produit vectoriel de deux vecteurs

Le produit vectoriel de deux vecteurs V, et V, de I’espace R® est un vecteur W

sin(\Z,VZj n

- -

perpendiculairea V, et V, ,définipar: W =V,AV, =

g

‘

- - -
ou n :estun vecteur unitaire perpendiculaire a V, et V,
Le produit vectoriel est nul si :

- Les deux vecteurs sont colinéaires ;

- L’un des vecteurs, est nul.

8.1. Propriétés du produit vectoriel

a) Le module du produit vectoriel est égal a I’aire du parallélogramme formé par \71 et \72 ;
b) Le produit vectoriel est distributif a gauche et a droite pour la somme vectorielle :
(\Z+\72)/\VT/:\Z/\VT/+\72/\VT/
W A (\Z+\7;)=VT//\ \Z +VT//\\7;
c) Le produit vectoriel est associatif pour la multiplication par un nombre réel :
(AV) AW =A(V A W)
VAIW)=A(VA W)
d) Le produit vectoriel est antisymétrique (anticommutatif)
VAV, ==V, AV,
Si on applique cette propriété au produit vectoriel d’un méme vecteur, nous aurons :
\7/\ \7:—(\7/\ \7)=6
On déduit a partir de cette propriété que : deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et

seulement si leur produit vectoriel est nul.

- - - -

Si V.//V, alors V.AV,=0

Eneffetsi V,// V, onpeutécrire: V=1V, = V,AV,=AV,AV,)=0



8.2. Produit vectoriel des vecteurs unitaires d’une base orthonormée

-> > -
Si b =(e,e,,e;)est orthonormée nous avons :

. - - - - - - - - -
Sens direct : e AR, =6 , e,ANE =€ . E3AR =6,

B - — - - — - — - -
Sens opposé:  e,Ae, =—g, . EAE,=—8 , B AE=-8,

8.3. Expression analytique du produit vectoriel dans une base orthonormé direct

Le produit vectoriel de deux vecteurs V, et V, de composantes respectives dans une base

Xl X2
orthonormée direct R: \71: Y, et \72: Y,
R 141 R 22
X1 Xz Y122_21Y2
VAV, =4Y, A1Y, = 1Z,X,-X,Z,
Zl Zz X1Y2 _lez

8.4. Produit mixte
On appelle produit mixte de trois vecteurs V,,V,,V, pris dans cet ordre, le nombre réel défini
par : Vl.(VZ/\V3j

Le produit mixte est donc un scalaire égal au volume

du parallélépipéde formé par les trois vecteurs.

Le produit mixte est nul, si : £

{

\:

- les trois vecteurs sont dans le méme plan ;

- deux des vecteurs sont colinéaires ;

- I’un des vecteurs, est nul. Vi

On montre facilement que, dans une base orthonormée directe, le produit mixte est un variant
scalaire par permutation circulaire direct des trois vecteurs car le produit scalaire est

commutatif:

Vlo(Vz/\V3j = 30(V1/\V2) =V20(V3/\Vlj



Remarque :
Une notation simplifiée, dans laquelle les opérateurs n’apparaissent pas, est adoptée dans ce

cas pour faciliter I’écriture des équations vectorielles :

Vl.[ 2/\V3j est équivalenta[)
nous avons alors : (vl,vz, 3j = ( 3,Vl,sz =( ».\Vs, 1)
8.5. Double produit vectoriel

Le double produit vectoriel de trois vecteurs respectifs V,,V,,V, estun vecteur W exprimé

- -

par la relation : W =V, A (VZ/\VSJ. Le vecteur W est perpendiculaire au vecteur V, etau

- -
vecteur formé par le produit : V, AV, , il est donc dans le plan formé par les vecteurs

V, et V,. Levecteur W peuts’écrire: W =aV,+bV,
Nous pouvons présenter cette relation autrement par identification des scalaires a et b, on
obtient :

ViAVoAV, = (Vi Vo)V, = (Ve V,)V,
Il faut faire attention a I’ordre des vecteurs car le produit vectoriel n’est pas commutatif.

Pour retenir cette formule, il est plus simple de I’écrire sous la forme :

9. Projection des vecteurs

9.1. Projection orthogonale d’un vecteur sur un axe
Soit V un vecteur quelconque, et (A) un axe de I’espace défini par son vecteur unitaire u .

La projection orthogonale du vecteur V est la composante V, de ce vecteur du cet axe.

10



9.2. Projection orthogonale d’un vecteur sur un plan
Soit V un vecteur quelconque, et () un plan de I’espace défini par lanormale n. La

projection orthogonale du vecteur V est la composante V_ dans le plan.

IR
Le vecteur V a deux composantes I’'une dans le plan et I’autre perpendiculaire au plan. On a

> o> o

ainsi:V, =V -V, =V - (V.n)n

- o> o - > >

Qui s’écrit aussi sous la forme : V_ =(n.n)V — (V.n)n

On retrouve la relation du double produit vectoriel

- - - - - -
entre lesvecteursV et n: V_=nA(MAn)

11



11. Regle des sinus dans un triangle
Soit un triangle quelconque ABC nous pouvons établir une relation entre les trois cotés et les
trois angles du triangle.

Dans les triangles ABD et CBD , nous avons :
sina:% et sin ,B_ DB

AB
g
d’ou: ABsina = BCsin g a

BC _ AB
sine  sing

On déduit :

De méme pour les triangles AEC et BEC , nous avons :

sina _EC et sin(zr-0) _EC d’ou ACsina = BCsin(z —8) = BCsiné
AC BC

On deduit : o= = AC

sinae sing

On déduit finalement une relation appelée régle des sinus dans un triangle:
BC AB AC
sinae sinfg sin@

12. Opérateurs et vecteurs

12.1 Opérateur gradient dans un repere orthonormé R(O, i ﬁ, ,E)

On défini I’opeérateur vectorielle noté : V = § i+— j+§ k comme étant la dérivée dans
X z

oy
I’espace suivant les trois directions des vecteurs unitaires.

Le gradient d’un scalaire U est défini comme étant la dérivée vectorielle suivant les trois

—

directions respectives i, j,k par rapport aux variables : x, y, z

éa(]U(x Y, z)_a—UT+%T+%—UE ou é?éau VU
X

%y

Exemple :
U =3xy—-2zx+5yz : a—U:3y—22 , a—U:3x+52 , Q:—2x+5y
OX oy 0z

gradU(x y,z) =3y —-22) |+(3x+52) j+( 2x+5y)k

Le gradient d’un scalaire est un vecteur.

12



12.2 Opérateur divergence dans un repére orthonormé R(O, i ﬁ, ,E)

La divergence d’un vecteur V =V, i+V, j+V, k est déefinie comme étant le produit scalaire

de I’opérateur : 3 :£T+—T+ QE par le vecteur \7 ; note : div\7 = %\7
ox oy oz
— - - - - - 6V
d|v(V) —I+£j+£k (in+vyj+vZ kj=6VX+ y+aVZ
oy = oz ox oy oz

La divergence d’un vecteur est un scalaire.

12.3 Opérateur rotationnel dans un repére orthonormé R(O, i ﬁ, ,E)

Le rotationnel d’un vecteur V =V, i+V, j+V, k est définie comme étant le produit

vectoriel de I’opérateur : V_£|+ET+£E par le vecteur v ;
ox oy oz
— > - — = - o~ 07 - - -
rotV = VAV ; rot(V) = —I+—j+—k AV, i+V, j+V, K
oy oz
Le rotationnel d’un vecteur est aussi un vecteur.
o (v v, Ny
x | |y @
. — v
Sous la forme matricielle nous aurons : rot(V) = i/\ vV, = Ny _ OV,
oy 0z OX
0 oV, oV,
— V — —
0 z ox oy

Remarque :

- -
Si f estun champ scalaire et A et B deux vecteurs quelconqgues, les relations suivantes

sont vérifiées :

_ div(f A)= fdivA + Agradf :
—— 62 82 62
- rot(rot A) grad(dlvA) — AA , avec A= +

+ ;
ox* oy oz°
— — — >

- rot(fA) gradeA) + frot(A) ;

—_

- rot(gradf ) = 0
- div(rot(A)=0'

> — > > —o >

- div( A/\ B) = B.rot(A) — A. rot(B)

13



EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01 :

Deux points A et B, ont pour coordonnées cartésiennes dans I’espace : A(2,3,-3), B(5,7,2)

-
Déterminer les composantes du vecteur AB ainsi que son module, sa direction et son sens.

Solution :

Le vecteur ATB est donne par : ATB = C_)EJF C_)TA = 37+ 4T+ 5?

Son module : AB =+/32 + 4% +5% = /50

Sa direction est déterminée par les angles («, £,60) qu’il fait avec chacun des axes du repére.

-
Ses angles se déduisent par le produit scalaire du vecteur AB par les vecteurs unitaires du

repére orthonormé :

o =(AB,1) : ABei=ABlcosa < cosa=0ol_ 3 _0a4 = o-=6489°
AB 50
B=(AB,]) : ABej=ABLlcosf < cosﬂ—ﬁ—i—OSGS — =5554°
e 1 = Jes =" |
0= (AB,K) : ABek = AB.LcosO < cos@=22K_ 5 _0707 = 0-4499°
AB 50

-
son sens : comme le produit scalaire du vecteur AB avec les trois vecteurs unitaires est

positif alors, il a un sens positif suivant les trois axes du repere.

N

K4

»

14



Exercice 02 :

- -

La résultante de deux forces F, et F, estégalea50N et fait un angle de 30° avec la

force F, =15N . Trouver le module de la force F, et I’angle entre les deux forces.

Solution :

- >

R=50N ; V,=15N; a=30° ,nousavons: R=F+F, C
Dans le triangle rectangle: ACD rectangle en D, nous avons : 5
AC? = AD? + DC?

AD=AB+BD=F, +F, cosé

DC =F,siné A

On obtient alors : R’ = (F, + F, cos@)® + (F,sin#)* = F’ + F} + 2F,F, cos#

R?=F2+F2+2FF,cos0 (1)

sinozzc?D = CD= Rsina
Nous avons aussi : cD }: Rsina =F,singd (2)
sinH:F— = CD= F,sind

2

F+F R -F
AD _F + , COs@ 050 — cosa—F, 3)

= C
R F,

et COSa =

en remplacant I’expression (3) dans (1), on aboutit a :

Rcosa— F
R? = F2 + F2 +2F1F2(%] — F2+F/+2F,(Rcosa—F,)

2

d'ou: F,=R?*-F2-2F(Rcosa—F,)

F, = /502 —15% — 2x15(50c05 30° — 15) = 44,44N

L’expression (3) nous donne : cosé = % =0,566 = @ =55,528°

15



Exercice 03 :
Soient les vecteurs suivants : U, = A i+ A, j+ Ak et U,=B,i+B, j+B;k

1) Calculer les produits scalaires : U,.U,, U,.U,,

- -

j+5Kk , V., =-3i+15]-75k , V.=-5i+4j+k

N
I_

Ondonne:V, =2
2) Calculer V,.V, et V,AV, ;
3) Sans faire de représentation graphique que peut-on dire du sens et de la direction du

vecteur V, parrapporta V, ;

4) Calculer les produits suivants V,« (V,A V;) et V.AV,A V,) ;
5) Determiner la surface du triangle forme par les vecteurs V, et V,

Solution :

—

1) U,.U,=AB,+AB,+AB, , U.U=A>+A’+A’ , U,.U,=B>+B+B;

2) V..V, = 6-15-37,5= 45

2 (-3 (75-75 [0
VAV, =1-15A] 15 ={-15+15=40
5 |-75 | 3-3 |0

3) Comme le produit vectoriel des deux vecteurs est nul, alors ils sont paralleles

> o -

AV,=0 = V, IV,

De plus leur produit scalaire est négatif V,.V, =—-45, alors les vecteurs V, et V, sont

paralleles et de sens opposés

2 -3 -5 2 |315
4) Vie(V,A V,)=1—-1e|< 15 A4 4 |=1-1e440,5=63-405-225=0
5 -75 1 5 |-45

on peut retrouver ce résultat par la méthode vectorielle :

- -

Nousavons V, /[ V, soit W =V,AV, < lew , calculons V,.W

—

V, LW

16



- - -

V,IW et V. IV, = V.IW < V.W=0

2 -3 [-5 2 315 [-198
VIANV,AV;)=<=1A]4 15 A3 4 |=9-1A440,5=4166,5
5 -75 1 5 |-45 (1125

VA (VA V,) =-198i+166 j+112,5k
5) Lasurface du triangle formé par les vecteurs V, et V, estdonnée par la moitie du
module du produit vectoriel des deux vecteurs :

Nous avons : \72 /\\73 = 31,57+ 40,57— 4,5E alors :

VZA\/: = /3157 + 40,57 + (—-45)? =51,50 /v\
ARV
S _'VZA )| 5150
2

c’est la demi surface du parallélogramme :

= 25,75

Exercice 04 :

Soient les vecteurs :
U=2i+6k ,V=8i+yj+zk,P=3i-4]+2Kk, Q=—2i+y j+12k

— -
1) Déterminer y etz pour que les vecteurs U et V soient colinéaires ;

- -

2) Déterminer lavaleur dey pour que les vecteurs P et Q soient perpendiculaires;

Solution :
2 |8 ~6y 0 0
1) SiU etV sontcolinéairesalorssU AV =0 < <0Aqy=1-22+48=<0 = {zy—_24
6 |z 2y 0 B

-

2)Si P et (3 sont perpendiculaires alors : |3 6:0

P.Q=0 < {-4.]y =0 & —6-4y+24=0 yzg

17



Exercice 05 :

-> > >
Trouvez le volume d’un parallélépipéde dont les cotés sont les vecteurs : U, P, Q, tel que :

—

U=2i+6],P=3]+5k ,Q=i+4]j-2k,

Solution :
Le volume d’un parallélépipéde est un scalaire positif. On doit utiliser une opération
vectorielle dont le résultat est un scalaire positif : ¢’est le module du produit mixte des trois

vecteurs : v=J.(|3A(3)
2 [0 |1 2 [-26
U(PAQ)=46+/{3A74 | = <6.9 5 =-52+30=-22; =
0 |5 |-2 0 | -3
v=J.(BA5)‘=|—22|=22

Exercice 06 :
La trajectoire d’un mobile dans un repére orthonormé directe R(O, i, j, k) est donnée par les

A " : t?
équations paramétriques suivantes : x = 4t> | y=4(t —3) , 7=3t+t°

N
Montrer que le vecteur vitesse V fait un angle constant avec I’axe oz. Quelle est la valeur de

cet angle.
Solution :
V, =8t
La vitesse du mobile est donnée par : V =<V, =4(1-t*)
V, =3(1+1t?)
Nous avons en effet :

2 4Vv? 2
tg¢9=VXy =3 7 J
V V

z z

) J64t2 +16(L-t%)7  J6at® +16t* — 32t +16
3(1+1t?) 3(1+t%)
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1B +2tP +1)  J16(1+11)2  4(1+t?) 4

tgo = = .
J 3(1+1t?) 3(1+t%) 31+t%) 3

tgo :% = ¢ =5313° lavaleur de I’angle est bien constante.

Exercice 07 :
1,22 0
La ligne d’action d’une force F de 800 N, passe par les points Aq 0 et B {122
2,74 0,61

dans un repere orthonormé. Déterminer les composantes de cette force

Solution :

-
- -

- AB o ) . :
Nousavons: AB=AB U,; = U, = AB vecteur unitaire porté par la ligne d’action.

o _AB_ -122i+122j-213k _-122i+122 j-213K
®AB [(-122)? + (122) +(-213)? 2,74

—

U, = 0,445+ 0,445 |- 0,777k
La force E s’écrira :

F = FU,, =800(-0,445 i+ 0,445 j—0,777K) = —356 i + 356 |- 621,6 k)
Les composantes de la force sont ainsi connues suivant les trois axes du repere.

Exercice 08 :

> o >

Soit un repére orthonormé direct R(O, e, ,e,,e,) dans I’espace vectoriel Euclidien R® a trois

dimensions dans le corps des nombres réels. Soit un axe A(O,u) passant par le point O et de

u1 Vl

L - - —
vecteur unitaire u tel que : u =-<u, , etun vecteur quelconque V =4V,
u3 V3

19



Onnote 7z, un plan orthogonal a I’axe A(O,u)

1)

2)

3)

4)

5)

. . . - - - - - -
Calculer les produits scalaires suivants: u.u , V.V , u.V ;

-

- - -> > -
Déterminer les composantes du vecteur W =uaAV dans le repére R(O,e;,e,,e,) ; En

déduire dans cette base la matrice représentant I’opérateur produit vectoriel noté :
e

Trouver I’expression du vecteur \7u . projection orthogonale du vecteur \7 sur I’axe
A(O,J) ; En déduire la matrice [up] représentant I’opérateur projection orthogonale sur
I’axe A(O,J) ;

- -
Trouver I’expression du vecteur V_ : projection orthogonale du vecteur V sur le plan

7, ; En déduire la matrice [u,[] représentant I’opérateur projection orthogonale sur sur le

plan 7, ;

X
Déterminer I’expression de la distance d d’un point P <y al’axe A(O,u) ; En déduire
R z

I’expression matricielle représentant la distance au carrée : d dans le repére R.

Solution :

1)

2)

20

Calcul des produits scalaires :
- - 2 2 2 - - 2 2 2 - 4
UeU=U; +Uy +Uy, V.V=V "+VS +VS" |, u.V=uV,+uV,+uV,

> > >

W =UAV" dans le repere R(O,e,,e,,e,)

B U V1 U2V3 - U3V2

— - -
W =uaAV =|u, |A|V, |=| uV,-uV, | ,sous forme matricielle I’expression s’écrira :
Us V3 l'|1V2 _uzvl

0 -u; wu, [V 0 -u; wu,
W= u, 0 —-u [V, < W= u, 0 -u |V
-u, U 0 ||V, -u, u 0



-

W =[*u]V avec: [fu]=| u, 0 —u,| opérateur produit vectoriel.

3) Expression du vecteur V, , projection de V sur I’axe A(O,u) dans R

- - -\ >
Nous avons : V, :(V . uju
- - o\ - - - -
V, =V «ulu=(uV, +u,V, +uV;)u =V, +u,V, +uV, ) u,e,+u,e,+Uu,e,

- - -
= (usl +U,U,V, +U,U.V, )e1+ (uluzvl +U2V, +U,U,V, )e2+ (u1u3V1 +U,U,V, +UlV, )e3

ul
“luy (0 U, uV =[ulu]V
u3
ul u12 ulu2 ulu3
Nous avons donc : [u, ]=[u]u™]=|u, [(u, u, u)=|uu, uZ u,u,
u2 ulu3 u2u3 u§

4) Expression du vecteur V_, projection de V sur le plan (z)orthogonal a u

Le vecteur V a deux composantes, I’une perpendiculaire au plan elle est portée par I’axe
(A) et I’autre dans le plan ().

Nous avons alors : V =V, +V :(V . uju + V,

\/Z =\7—(\7 . UJJ =(UJ)\7—(\7 . J)J , on retrouve la forme du double produit

vectoriel d’ou: V, = U/\(V/\ uj . Le produit vectoriel est anticommutatif, alors :

> o -

VAU=—-UAV =-[*u]V , cequidonne:  V :[*u]{—[*u]\7}

T

mais nous savons que : [*u]" = —[*u] on a finalement :
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avec [up ]=[ul*uf

Développons cette expression :

0 -u, u, [0 u -u,| |ui+ul -uu, -uu,
uo]=Ful*u] =| u;, 0 -—ul-u, 0 u |=|-uu, ul+ul -u,u,
-u, u 0 fu =-u O —ul;  —Uu,uy U +ul

sachantque : u/ +u? +uf=21alors: u; w2 424’ ,u? wf 4 42 ,u’ 4l 4

La matrice [u,] s’écrira :

u12 —UuU, _ulus

0 0
1 0|—|-uu, u: -—uu,
0 1| |-uu, -uu, u’

2
1-u/ -uu, -uu, 1
[u.]=|-uu, 1-u? -u,u,|=|0
-uu, —uu, 1-ul 0

Ju, J= ]~ [TuT
ornous avons [u, |=Ful*u] = [Fu]*u] =[]-[u]u]

finalement : Furu] + [uu] =[]
5) Expression de la distance d du point P a I’axe A(O,J)
d =HP]

Calculons le produit vectoriel : OPA U

Le vecteur OP a pour composantes : OP=r=

R

N < X

é%AL(csﬁmEjAJ:A%AJ

N

I:|T3/\J I:rP ul|sin 90° = I:|T3' =d

nous avons alors :

d? = ((57% Jj . (C_)E/\ Jj nous allons utiliser la régle du produit mixte afin de développer

cette expression.
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/\JJ[C_)_F)’/\ uj (OP/\J C_)_IE’ J) (J,C_)_IE’/\ J,(S_lsj

(¢
i

u,OP,un O j = J (OE’/\ (U/\ OTDD qui s’écrit sous forme :

d2=u.V  avec V= (673/\ (J/\ (TPD

D’aprés ce que I’on a vu précédemment, nous pouvons ecrire :

0 -z vy
[*r}: yA 0 -xX
_y O

47 = . [OEA(JA oajj .. [OBA(_ omjj (AT = H ([*r][_*r]m

or nous avons [-*r]=[*r[

d2:F}T([*r][*r]T{J}:[JT[IO{ } avec (* I* r]T) [1,]

y2+z2  —xy — Xz
[I,]=] —-xy x*+22 —yz
- Xz —yz  XP+y?

en faisant intervenir la masse du solide, nous obtenons une matrice de la forme :

_j(yz +2%)dm —'[xydm —szdm
[3,]= S —J'xydm J'(x23+ z%)dm —iyzdm
—ixzdm S —_[yzdm _[(xzs+ y?)dm

S S S a

qui est une matrice tres particuliére que I’on retrouvera dans les chapitres sur la cinétique et
la dynamique des solides.

Elle est appelée matrice d’inertie du solide.
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Exercice : 09

N

- - - -
Résoudre I’équation vectorielle: aanx=b ou a et b sontdeux vecteurs non nuls.

Solution :

- -
L’ équation n’admet de solution que si a et b sont orthogonaux. Soit (z) un plan
- - - B B .
contenant les vecteurs a et x , alors le vecteurs b est perpendiculaire a ce plan (r).
R . . - e e d .
On cherche d’abord une solution particuliere avec un vecteur x, tel que: a et x, soient
- -

- -
deux vecteurs perpendiculairesentreeux: al X, = a. x, =0

- — -
Alorsonaaussi: a A X, =b Multiplions vectoriellement a gauche cette equation par le

- . - - - - - - - -> - - -
vecteur a ,onobtient: a A| a AX,|=a Ab <& ala.x,|-x|a.al=a Ab

en faisant la différence entre ces deux équations, nous

- -

B L, - - - — - - - -
obtenons la solution générale x : a A x—a A X, =0 < a Al X=X, |=0

- - -
Comme le produit vectoriel est nul alors alors a //( X— xoj dou: x-x,=4a

i — - - - B /\_) -
Onafinalement: x=x,+1a = X=———+41a
a
Représentation géométrique :
A ¢
b
N
XO
— -
a 2 Aa
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Exercice : 10

On dispose de deux forces I’'une de 9 N I’autre de 7 N . Comment doit-on les disposer pour
obtenir une résultante de : 16 N; 11,40 ; 3N

Exercice 11 :

Calculer la surface du triangle ABC, ou les sommets ont pour coordonnées dans un repére
orthonormé : A(-1,-3,-2) , B(2, 2,-2), C(3, 2, 4)

Exercice 12 :

Déterminer la résultante des trois forces concourantes au point A(2,2,3) :

7i+25K 3 F,=2i-j+5K ; F,=-3i+j+4K

N
| —

F -

-

Calculer: |[Fi—F,|, |[FiaF,| , [Fi+F,

En déduire le module, la direction et le vecteur unitaire porté par la résultante

Que peut-ondirede F, et F, .

Exercice 13 :

-> >

Soit le systéme d’équations vectorielles dans un repere orthonorme direct R(O, i, j, k),

- -
déterminer les deux vecteurs X et Y telsque:

)_()+\_(>=_; @ avec \Z:7|+4j+2k
XAY =V, (2 / =8i-15+2k

On multiplie vectoriellement a gauche I’équation (1) par le vecteur X puis on applique la

regle de division vectorielle qu’on vient de voir dans I’exercice (09).

- > o

;(/\ ()?H?j = ;(A\Z = XAY = XAV, ,onremplace cette expression dans I’équation (2)

- -
d’ou: XAV, =V, ondéduitd’apres ce que I’on a vue dans I’exercice (9) que :

)_(>=V2 A21 +/1\Z
Vl
. 8 7 . -38
ng -15|A| 4 +/1(7i+4j+2kj :@ -2 +/1(7i+4j+2kj
2 2 137
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X =[ =8 )i 22 aa 1+ [ B 22 |k
69 69 69
On déduit \7 facilement par :
Y =V.— X =(7T+4?+ 2?)—[_—%+MJT—(_—2+MJT—[E+zzjﬁ
69 69 69

> (38 2 137 o
Y=[@+7(1 /1))|+(E+4(1 /1)) ( 69 +2(1—/1)jk

Exercice 14 :

> o >

Dans un repére orthonormé R(O, i, j,k) on donne trois points A, B, C de I’espace ayant pour

coordonnées : A(1,3,4), B(-14,-2), C(0,11). Soit () un plan défini par ces trois points et

N
la normale n a celui-ci.

- o

Déterminer les composantes du vecteur V 3i+ - 4k dans le plan () et suivant la
normale a ce plan.
Solution :

— L. — — —
Le vecteur V s’écrirait: V =V, +V,_

ol V.L(x) et V. e(n)

- - -

Le vecteur unitaire n est perpendiculaire au plan et aussi aux vecteurs AB, AC,BC

-> - -> - -> -

Alors: n.AB=0 , n.AC=0 , n.BC=0

Nous avons : AE:—ZTJFT—GE , AE::—T—ZT—BE , I§E=T—3T+3E

—

Soit W =ABAAC=| 1 |An|-2|=| 0 |=-15i+5k

Le vecteur W est perpendiculaire au deux vecteurs AB et AC donc aussi au vecteur BC :

alors il est perpendiculaire au plan () formé par ces trois vecteurs. On déduit le vecteur

unitaire normal au plan () par : ﬁ_@ M
W 106
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On peut Vérifier facilement :

neAB =| Z121+5K .(_zTJ—eEj:so—sozo
J106

. AC =| T1o1+5k .[_T—zf—3§)=15—15=0
J106

n.BG = | 191+5K .(T—3T+3Ej=—15+15=0
J106

La composante, du vecteur, suivant la normale au plan s’écrirait :

- e > - - 1 - -\ \—> 65 -
V., =|Ven|n=||3i+ j—4k |. -15i+5k [[n=———n
e (C  Ea—

S 65 > 65 |-15i+5k | 1 ( S e)
VAR _ = [9757-325k
J106 J106| /106 106

La composante dans le plan () se déduit par :

V. =V-V, = (3?+ T—4Z)—i(975?— 3252) _ L(_ 657 i+ j— 99?)
106 106

Exercice 15 :

N
Déterminer I’expression générale des vecteurs W orthogonaux aux vecteurs :

V,=-i+2j+3k et V,=i+3j-5k. Endéduire les vecteurs unitaires porté par W .
Exercice 16 :

> o o

Soient trois vecteurs libres U, V, W ; montrer qu’il vérifient la relation suivante :
U/\(VAW)+W/\( j+ /\( /\Uj

Solution :
On utilise la formule de développement du double produit vectoriel.

JA(GAW/}V(J. vT/j_vT/(J. \7j
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\X//\(J/\VJZJ(VY/O \7)—\7(\K/A Jj
W(MG):W (\7. Jj_J(V. ij
La somme des trois termes donne :
\7(6. vT/)—vT/( U \7}6(\&. GJ_G(W/. ijﬁ (\7. J]_J(V. vﬂ=
\7(6. wj_v(w. JJ-W(J. \7j+vT/ (\7. Jjﬂj(\ﬁ. GJ_J(G. ij:B
Comme le produit scalaire est commutatif alors :

j=6

[V ) e ] (vi-wd Ve U )4 G- ) Ve
Soient deux forces I?1 et FZ faisant chacune respectivement un angle de 25° et 35° avec

=

Exercice 17 :

IR
la résultante R qui a une valeur de 400 N . Déterminer les modules des deux forces.

Solution :
Utilisons la regle des sinus : F,
BC  AB _ AC ~35° R

sin25°  sin35°  sing
a =180°—(25° + 35°) =120°

ornousavons: AB=F , BC=F, et AC=R

Dod: F, =R SM2° _ 95N et F =R M _ o5
sin120° sin120°

Exercice 18 :

N

Soit P=2ti+5t2 j—7t°k , Q=-4t3i+10t? j—2tk

1) Verifier les relations suivantes : %[P.Q
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2) Calculer les produits suivants : 5{5/\5} et B/\[B/\ 6}

Soit un vecteur U = o i +t* j—k ; quelle est la valeur de o pour que le vecteur U soit

N
perpendiculairea P.

- o> >

3) Déterminer le volume du parallélépipéde formé par les vecteurs U,P,Q ;

4) Déterminer la composante deQ sur I’axe A passant par les points A(0,0,1) et B(1,2,1)

Exercice 19 :

> o5 o

Soit f unscalaireet A, B, C trois vecteurs quelconques, vérifier les relations suivantes :

——

1) div(f A)_ fd|VA+A gradf ;

-—

2) rot(f A) = gradf A A+ f rot A

> > o

3) AABAC = B(A.C)~C(A.B) ;

-—  — -—

4) rot(rotA) grad(dlvA)

—

5) rot(gradf) = ;

N

6) div( rot K) -0

— - —>

7) dIV(A/\ B)_B rotA— ArotB

Solution :

1) div(fZ\)=§(fAX)+%(fAy)+§(fAZ)

oA
:f[an+ y+8AZJ+A of of of

T A —+A —
oXx oy oz OX oy 0z

- -—

= fdivA + gradf

P A, ofA,  OfA, oA, Ag_fai_Aq
ox oy oz oy oy 0z Y oz
2) rot(f Ay =| 2 [a] ta || TAC_ A | g OA g O pOA O
oy Y 0z  0oX az oz oX 0z
5 oA, oA | | fOA , of (oA, o
oz) A, ox oy ox  Yox oy Moy
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OA
([ ) 2 g
oy oz ‘ oy 0z
=| f A _ A, +Aaf Ag —g_r_a_laf/\A+frotA
0z OX * oz 0z
8A
(| D AN T ﬁ
X oy ) Tox
A, -B,C,
3) AABAC = Ay/\B /\C A /\BC—BC
A, B,C, - B,C,
(Bny - Bycx) Az( % BXCZ
= ( y Z_Bzcy) Ax( x y )
( z X_BXCZ) Ay( y>z )
AB.C,-ABC, —-ABC,+ABC,+ABC,-AB,C,
= AZBZCX A,B,C,-ABC,+ABC, +ABC, -ABC,
AB,C,~AB,C,-ABC,+ABC, +AB,C, - AB,C,
B,(AC,+AC,+AC,)-C,(AB +AB,+AB,)
| B,(AC,+AC, +AC,)-C,(AB +AB, +AB,)
B,(AC,+AC, +AC,)-C,(AB +AB, +AB,)
_B(A.C)-C(A.B)
o) (oA, OA)) [O[OA OA | 0(0A OA
x oy Y oyl ox oy ) oz\ 0z  oX
-— OA oA
4) rot(rotA)— 9 A OA, _OA |_| 0|0A ) Of%h OA
oy oz ox oz\ oy oz OX\ ox oy
L e T R S T
o) \ X ) \xlaz ox) eyloy a
of(oA, OA BA ) (07 +az 0* A
ox\ ox oy oz ox* oy* or* )"
oA 2 2 2 N
_| 2 6AX+ v O 82+82 82 A, _grad(dlvA) AA
oyl ox oy oz ox° oy® oz
O(0A 9N OA ) (0* & & A
ozl ox oy o1 ox* oy* o1*) °
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o) (o) (o[ _a(a)) (ot o
X X oy\oz) oz\oy oyoz oyoz 0
—_— 2 2 -
5) rot(gradf):iAi= o) ot = or _ot ) 0|=0
oy oy oz\ ox) ox\oz 00X 010X
o || |afaf) afef of ot | \0
oz oz) |ox\oy) oaylox oxoy  Oxoy
D’une autre maniere :
rot(grad f) = VAV f = f[%% -0
o) [0A A
ox oy oz
6) div( rotA):V.[V/\A]: O, |9 A
oy 0z  OX
0| | oA
0z ox oy

_ofoa A oA oA, (A oA,
ox\ oy oz oy\ oz oX oz\ ox oy
A, O°A, O’A, 0°A, O°A, A 0
OX0y OX0z 0yoz 0yox 010X  0Ozoy

D’une autre maniere :

—

VA AJ soit (V/\ A]= B les vecteurs V et A sont perpendiculaires au

N

div( rot A) = V.

- >

vecteur résultat B . Nous avons alors : div( rot A)=V.B

-

Comme VJ_g = §.§=0 d’ou : div(rotA)=0

0
ox| (AB,-AB,
7) div(A/\Bj: aﬁ .| AB, -AB,

y

5| \AB-AB,

0z
=£(AYBZ—AZBy)+i(AZBX—AXBZ)+£(AXBY—AyBX)
OX oy 0z
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OA oA
g [0 A, g (AR, o (A A
oy oz oz oOX ox oy

A8, By} (3B, 0B, ,(B, B
oy oz oz ox L ox oy

— > —>

div(AA B) = B.rotA— ArotB

Exercice 20 :

- - -

Soit unvecteur r =xi+Yy j+zk exprimé dans un repére orthonormé R(O,

i,3.K).
— — (1

1) Calculer grad(r) et grad(—j;
r

—

2) Si U(r) estun champ scalaire a symétrie sphérique, montrer que grad (U (r)) estun

vecteur radial ;

—

3) Calculer div(?) et en déduire que pour un champ électrique Coulombien : E = k% ona

—

divE=0 :

4) Montrer que A(1j=0 avec r=0;
r

5) Calculer ro?( rj

Solution :
1 1
1) Nous avons : r:m:(x2+y2+22)§ ot %:(Xz+yz+zz)—2
A e 2 = 1 1., 1.,
grad(r)=%i+%j+%kZX(X2+y2+22)2 i+y(x2+y2+zz)7 j+z(x2+y2+22)7§k

> 2 > 2
Xi+yj+zk _r
r

1
(x2 +y2+ 22)2
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2 o(ly> o(l)y> o(1l)>
il )=al)eale i)
r oX\ r oy\r oz\r
3> 3> 3
XX 4y 2?2 i—y(xXP +y2 2% ) 2 joz(x? + y2 + 22 )2 K
xi+yjrzk _ 1
o

3

(x2+y2+22)2

2 grad(u(r)= M7, DM, V@) a0 ory, aUlr) or 7, aU(r) or
0z OX 0OX or oy or oz

8U(r)[ar* or arkj au(r) r

or \ox 6yJ 0z o r

3) div(?]: ET+£T+EE .(x7+y7+zzj 8y a =3
ox oy oz ax ay oz

4) A(EJ - div(grad (ED - di\{— sz =L 3¢ Yegrad (— isj
r r r r r

o 1 o( 1\or 3r® x 3x
nousavons; —|—— |=—|-—|=—==_2=
OX or 3

de méme pour yet z: %(—%):3—3 , 3(_ij=3_z

alors, nous obtenons :

A(1j=—i3 (%Tﬁ—yT 329] e 3rr- 230

r r r r re r r r: r
) (x) [ ¥
OX oy oz 0
5) rot() i/\y:%—g:0=0
oy 0z OX
0 o _ox| \0
o) Vo oy

Car x, y ,z: sontdes variables indépendantes
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