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Remargue Les étapes nécessaires de la résolution seront prises en compte.
Exercice 1 (05 points).

1. Soit x € R. Ecrire I’expression suivante sans valeur absolue :
fx)=-2+|x-1].

2. Evaluer les expressions suivantes : E G) E(-m), E(m).
(ou E(x) la partie entiere de x).
Exercice 2 (08 points).
On considére la suite (U,),n € N définie par :

U0=2,

1 3

Un+1 = EUn + 2Un.

Calculer : Uy, U,.

Démontrer par récurrence que : Vn € N, U, > /3.

Montrer que (U,,) est décroissante.

Déduire que la suite (U,,) converge vers un réel A, déterminer cette limite A.
Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, SupE, InfE, MaxE, MinE de
I’ensemble suivant : E = { U,, n € N}.
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Exercice 3 (07points).
Soient a et b deux nombres réels. On considére la fonction f: R — R, définie par :
ax+b, si x<0

flx) = 1

, si x>0.
14+x

Déterminer Dy le domaine de définition de la fonction f.

Déterminer b pour que f soit continue sur Dy.

Déterminer a et b pour que f soit dérivable sur Dy.

En utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires, montrer que I'équation : x + e* =0
admet au moins une racine réelle sur ] — 1,0].
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Corrigé de ’Examen de Rattrapage - ;A’Analyse I

Exercice 1. Solution (05 points).

1) Ecrivons lexpression de: f(xz) = —2 + |z — 1| sans valeur absolue.

—z—1si z€|-o00, 1]

z—3 st z€[l, +oof \@

2) Evaluons les expressions:

@ g = = —-) = — = — — =
\\E(§>—E(1,5)—1, E(-7) = E(=3, 14) = —4, E(r) = E (3, 14)

Exercice 2. Solution (08 points). \ \@
1) Calculons U, et Uy: ‘ :
3 7 \
== R T .
Up Uo + YA +

1 3
U2—--2'U1+§—U—1—§(1)+2 @
z .

2) Montrons que : P(n): [Vn € N,U, > v/3].

Ona: flz)=

On utilise raisonnement par récurrence sur n € N.

- Pour n =0, on a: Uy = 2 > /3, donc P (0) est vraie.
- On démontre que: P (n) = P (n+ 1) est vraie. \
a dire;

On suppose que P (n) est vraie a un rang n € N fizé, c’est

U, > V3, (hypothése de la récurrence). '

et on démontre que P (n + 1) est vraie c’est & dzre Uni1 > V3.
3 U2+3  (Ua—+3) +2V3U, _ 2V3U,
o, -~ 2, 2U, U,

D’ow, Upy1 > V3. Donc, P (n+ 1) est vraie, d’ou limplication P (n)

On a: Upyq = 5U,,+ , car U, > /3
= P(n+1) est
vraie Vn € N,

Alors, Vn € N, U, > /3.

/



3) Montrons que (U,) est décroissante.

1 3 3-U? (\/_+U)
On a: Un+1_Un—§Un+m—Un— 2Un = 2U.

=)
(V3+U,) (V3-U, @
- 2U(n ),((\/i Un) <0,car: U>\/—> \

Alors, la suite (Uy,) est décroissante.

4) Déduisons que la suite (U,) converge vers un réel \.
On a: La suite (Uy,) est décroissante est minorée par v/3, donc la suite (Uy,) converge @

vers un réel \.

Calculons lim U,. \

n—-+o0o

1 3 : 1 .. 3
On a: n.l_l.r.,l.looU""'l = hm (EUn + ﬁ) =>nLH_,I_1°°Un+l - 5 (ng{i{looUn + lil}_l Un) @

1 3 2
=>/\—5(>\+X):A =3

d’ot A = /3 ou A = —\/3 rejeté car: U, > /3. Donc, lim Un = /3.
5) Déterminons (s’ils existent) : les majorants, les mznomnts sup E, inf £, maxFE,

min E de l’ensemble suivant: E = {U, , n € N}.

Ona: BE={U,, neN}={ ;U ;Us yiun: s ¥
La suite (U,) est décroissante et converge vers v/3, donc on a:

VYn € N: 3 > U, > V3.
0

Done, Les majorants de E sont : [2, 400 Les minorants de E fis ]—oo, \/ﬂ

o
% min E : n'e S \
Exercice 3. Solution (07 points). NN

1) Le domaine de définition de la fonction f est: Dy = ]—o00,0]U]0, 400 =R. (@

2) Continuité de f sur Dy : \

Sur |—00,0][, la fonction f est continue car x — ax + b est continue sur R, en

articulier f est continue sur|—oo,0].
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Sur |0,4+00[ , la fonction f est continue car z — est continue sur R — {—1},

+zx
en particulier f est continue sur |0,+oo[. Donc il nous réste d’étudier la continuité de f

en 0 :
O;za:f(0)=ax0+b=b. m @
L _\

hmf(x) hm——; = 1 hmf(:c) limaz +b b\

z30 30 14 =S50 20

f est continue en 0 si et seulement si: lim >/ f(z) =lim < f(z) = f(0) <= b=1. @

ZeS

Done, f est continue sur Dy si et seulement si b= 1.

3) Dérivabilité de f sur Dy :

/

Sur |—00,0[, la fonction f est dérwable car x — az + b est dérivable sur R, en
particulier f est dérivable sur ]—o0,0].

Sur |0, +o00[ , la fonction f est dérivable car x —> I——j: est dérivable sur R — {—1},
en particulier f est dérivable sur )0, +o0o[.Donc il nous réste d’étudier la dérivabilité de f
en0:

Dérivabilité de f en 0 :

Sib+# 1, f n’est pas dérivable en O car elle n’est pas continue en 0.

Donc Posons b= 1, donc f(0) = 1.
1
- e ] e
i ) g Abe g LELEE ~1= f.(0),
220 -0 20  Z 220 T(1+2) :r—>01+

MICES NPT v G g
=350 z-0 =30 z
Donc, f est dérivable en 0 si et seulement si f3(0) = f,(0), d’ota = —1. \

Alors, f est dérivable sur R si et seulement sib=1 eta = —

4) Montrons que: =+ ¢* =0 admet_agu-moins une racine réelle sur |]—1,0].

Posons : f (x) =z + €® sur [-1,0]

La fonction x +— x + € est continue sur |
1
f(=1)=-1+e’=-1+-=-0,63<0
f(0)=0+e"=1>0 \

La fonction x — f(z) est continue sur |—1,0[ et f(—1) f(0) < 0, d’aprés théoréme
des valeurs intermédiaires il exsite ¢ € |—1,0[ tel que f(c) = 0 c’est & dire, I’équation @
%\

z + €* =0 admet au moins une racine réelle sur |—1,0[.
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