Solution de la série d’exercices n°03

December 6, 2023
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Solution d’xercice 1 1. lim zsin (7)
x—0 z

Pour tout x € R*, on a 0 < |xsin(%)| < lz|, et lim |z| =0, donc lim |:17 sin (%)| =0, par conséquence
z—0 z—0

lim xsin (%) =0.

x—0

2. On va multiplier par la quantité conjugée.
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r—>—00 y—0

- lim ;:Zﬂ’,(a,n)ERxN. On a:
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alors

lim
r—a T — Q r—a

Solution d’xercice 2 1.
224z st x<0

filz) = sin st O<z<m
l4+cosz s1 z>m7

Dy, =R.

f1 est continue sur : ]—o0,0[U]0, [ U ]r, +00| car les foncions polyndme, sin et cos sont continues sur R.
lim fi(z)= lim (z2+2)=0= f1(0) et lim fi(z)= lim sinz =0= f1(0).

z—0~ x—0~ z—07F z—07F

Donc f1 est continue au point 0.

lim fi(z)= lim sinze=0= fi(n) et lim fi(z)= lim (14 cosz)=0= fi(m).
T——T T—TT z—rmt r—mt
Donc f1 est continue au point 7.
Conclusion : f1 est définie et continue sur R.
2 -1 st <0
fo(z) = ar+b si O<z<1
ve+3 s1 o x>1
Dy, =R.
f2 est continue sur : |—o00,0[U]0,1[U]1,+oo| car les foncions polynémes, sont continues sur R en particulier

sur ]—o0,0[U]0,1[ et la fonction racine est continue sur]—3,+oo[ en particulier sur]1, 4+o00].

lim fo(z) = lim (22 —1)=—1= f5(0) et lir%+ fo(x) = lim (ax +b) =0.

z—0— z—0~ z—0t



Donc fy est continue au point 0 si et seulement si b= —1.
lim fo(z)= lim (axz+d)=a+b= fa(1l) et lim fo(z)= lim az+3=2.
z—1— r—1— rz—1t r—1t
Donc fo est continue au point 1 si et seulement sia+b=2 .
Conclusion : fo est continue sur R sib=—1ceta+b=21ie a=3 etb=—1.
II.
Rappel,
Soit f une fonction réelle définie et continue sur D/{xo} et lim f(x) =1 (existe). Alors la fonction
r—>

o(z) = { f(x), sixze D/{xo}

Tl L, six =g
s’appelle prolongement par continuité de f.

On a f1 est définie sur R*.

et lim ——— =0
z—0t 1 +e=

et lim ——=1
z—0~- 1 4+ e=

Comme lim - # lim — alors lim — n'existe pas en 0, donc fi1 n’est pas prolongeable par
z—0t 1 + ez z—0~- 1 +e= z—01 4 ez
continuité. 5
z° 4+ 5 +6
P ="
La fonction fo n’est pas définie au point xy = —1 et continue sur R — {—1}, et
. . a3 +5r4+6
i folz) = Tim —a=— =5
34+5x+6 0
Car lim rAortb 9 (Forme indéterminée).
z*>371 1’3 +1 0 ) )
. 13 +5r+6 . (z4+1)(a*—2+6) . (z*—z+6) 8 ,
| _— = =1 — = .
e S N Ml (x+1)(22—2+1) P (x2—z+1) 3 (finie)
La prolonger de fy est :
2> +55+6
g@) =4 a1 TEET
%, st x = —1.

Solution d’xercice 3 Rappel (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit a,b € R et f une fonction définie sur [a,b]. Si

1. f est continue sur [a,b)].

2. f(a).f(b) <O0.

alors 3c €la, b] tel que f(c) = 0. Si de plus | est strictement croissante (strictement décroissante) sur [a,b] alors
c est unique.

Soit f(z) = x> — 12z + 1.

En effet,

f est une fonction polyndome donc elle est continue sur R en particulier sur [3,4] de plus on a f(3) = =8, f(4) =
17 et f est strictement croissante sur cet intervalle car f'(x) = 3x? — 12 > 0 pour tout x € [3,4].

f est continue et strictement croissante sur [3,4] et f(3).f(4) <0,

alors, d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires f(x) = 0 admet une unique solution ¢ € 13, 4].

Solution d’xercice 4 1. On étudie la dérivabilité de la fonction f définie par:

1 .
ew stx <0
flxy=4¢ 0 six=0

zlne—z six >0

D’abord: on a Dy =R, avant d’étudier la dérivabilité on va étudier la continuité, pour tout x € R*, f est
continue.

e lim f(z)= lim er =0= f(0) (car 1 — —o0 lorsque x — 07 ).
z—0~ z—0~

e lim f(x)= lim zlnz—2z= lim z(lnxz—1)=0= f(0) (car la limite de xInx en 0 est une
z—0t z—0t z—0t

forme indéterminée dont le résultat est connu et vaut 0).



Ces deux limites sont égales a f(0) donc f est continue en 0.
On a f est dérivable sur R*, on va étudier la dérivabilité en 0, on calcule la limite du taux de variation
en 0, donc ici on va calculer la limite a gauche et a droite de ce taux

e Pour x <0:

— f(0 0
lim f@) = 10) = lim &=~ (Forme indéterminée).
z—0— z—0 z—0~ T 0
poser t = %, ainst t —» —oo lorsque x — 0
— #(0 g
TG e ) B
z—0- xz—0 z—0- T t—>—00

1l s’agit encore d’une forme indéterminée mais le résultat est connu, ¢’est l’exponentielle qui ’emporte,
la limite est donc nulle

L f@) - F0)
x—0— xr—0
e Pourx >0
— Inx — Inz —1
fm L@ SO wleze o e@e oD e 1= e
r—0t r—0 z—0t xT z—0t xT z—0t

On en conclut que %{;(0) n’a pas de limite en 0, donc la fonction n’est pas dérivable en 0.

Rappel: la régle de ’'Hopital s’applique pour élever indétermination de la forme 2 ou 2 dans la calcule des

. . O
limites.

Solution d’xercice 5 1. la limite de 1;;381‘"’3 en 0 est indéterminée, on regarde la limite du quotient des

dérivées du numérateur et du dénominateur

(1 —-cosz) sinz

(6:6 _ 1)/ - er ’
donc .
. 1 —cosx . sin x
lim —— = lim = 0.
z—0 e% — 1 z—0 e¥
. In(sinz) |
2. xh;ng (r—22)% °
In(si In(1 0
lim n(sinz) = n(l) = —  (Forme indéterminée)
e—z (m—2x)2 (m—m2 0

Ccos T

= mh_an% ﬁ (En appliquant la régle de I’Hdpital)
0
= lim — % __~ ( (Forme indéterminée)

c—% —4sinz(r —2x) 0
On appliquant la régle de I’Hopital pour la 2°™° fois

—sinx -1 1

v—g —d(cosz(m — 22) — 2sinz)  —dx (-2) x (1) 8

3. Calcul de lim ==t
z—stoo xr+sin x

. T —sinx +00
lim = —

— = ( (Forme indéterminée)
z—+oo 20 +sinx  +o0

On applique la régle de I’Hépital

. (z —sinz)’ . 1—coszx
lim —— = lim ——.
z—r+oo (22 + sinx)’  z—+o00 24 cosx

l—cosz

. / .
On ne continue pas ! car Zgnioo STeocs

Pour calculer cette limite, on peut, cependant la calculer facilement comme suit :

n’existe pas. Donc on ne peut pas appliquer la régle de I’Hopital.

sin x 1_sinz
= lim —F == lim —F =

. T —sinx z(1—

im ——— , '

z—r+oo 2 +sinx  w—rtoo (2 4 L) z—foo 2 4 SIDL
X

N |



Solution d’xercice 6 Théoréme 1 Théoréme de Rolle
Soit a,b € R et f une fonction définie sur [a,b]. Si

1. f est continue sur [a,b].

2. f est dérivable sur]a,b|.

3. f(a) = f(b).

alors 3c €la, b] telle que f'(c) = 0.

L La fonction x — e®sin(x) — 1 est définie, continue et dérivable sur R.
(Comme | est la somme et produit de fonctions élémentaires définies sur R).

en particulier continue sur [0, 7], dérivable sur |0, x].

Comme f(0) = f(xw) = —1, Daprés Rolle il existe un réel ¢ €]0, x| tel que f'(c) = 0.

Donc e®(sinc + cosc) =0, c-ag-d sinc + cosc = 0 car e # 0.

Ainsi Uéquation sinx + cosx = 0 admet au moins une solution ¢ €]0, x|.

Théoréme 2 Théoréme des accroissements finis
Soit a,b € R et f une fonction définie sur [a,b]. Si
1. f est continue sur [a,b].

2. f est dérivable sur]a,b.

alors Ic €la, b[ telle que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

I1.) i) Posons g(t) = Int.

Pour t > 0, la fonction g est définie , continue et dérivable sur ]0,4o00].

Soit x > 0, g définie continue sur [z,z + 1] et dérivable sur |z, x + 1].

Daprés le théoréme des accroissements finis, il existe
c€lr,z+ 1] tel que g(x +1) —g(z) = ((x + 1) — 2)g'(c)

1 1
c’est a dire ln(z + 1) — In(z) = —. (carg’(t)zz)
c
1 1 1
Ona:0<z<c<z+l=—= ——<-<—
) z+1 ¢ 1x
D’ou: Vo > 0, —— o <ln(x+1) - 1n(x)<;.
(ii) VT >0, done x*fl < Va(in(z +1) — Inz)) < %
1
Comme lim v = lim @: lim —=0
z—rtoo 1 + 1 r—>+00 T z*>+oo\/§

Par le théoréme d’encadrement , on conclut que : lim +/z(In(z 4+ 1)
T —>+00

De la méme maniére pour x > 0, on obtient :
%H <.x(ln(at +1)—1In(z)) < g =1

d’ot wgrrioox(ln(m +1)—In(z)) = 1.

(iii)

1\* 1
lim In (1 + ) = lim xIn ( ) lim zln < * x) =
r—> 400 x xr—>400 r—> 400 x

o ()

T

Comme (1 +

1 xT
donc lim (1 + ) =el =e.
T

xr—+00

—In(z)) =0

lim z(ln(x+1)—

T —>+00

In(x)) = 1.



