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Exercice n̊ 1 .
1. On considère les ensembles :

B = {x ∈ Z/|x| < 3}, E = {x ∈ Z/− 5 < x ≤ 5} et A = E ∩ N∗.

On détermine A ∩B. On a
B = {x ∈ Z/|x| < 3}

= {x ∈ Z/− 3 < x < 3}
= {−2,−1, 0, 1, 2}

d’autre part, on a

E = {x ∈ Z/− 5 < x ≤ 5} = {−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}

donc
A = E ∩ N∗ = {1, 2, 3, 4, 5}

ensuite
A ∩B = {1, 2}

On détermine : {A∪BE .
{A∪BE = {x ∈ E/x /∈ A ∪B}

comme : A ∪B = {−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}, d’où

{A∪BE = {−4,−3}

On détermine : A\B.

A−B = {1, 2, 3, 4, 5}\{−2,−1, 0, 1, 2} = {3, 4, 5}

On détermine : (A ∩B) ∩ {A∩BE :

(A ∩B) ∩ {A∩BE = {1, 2} ∩ {−4,−3,−2,−1, 0, 3, 4, 5} = ∅

2. Soient E un ensemble non vide et A,B,C et D quatre parties de E.
a) Montrons que : A ∩B = ∅ ⇒ A ⊂ CEB.
On suppose que A ∩B = ∅ et on démontre que : A ⊂ CEB.
Soit x ∈ A.

x ∈ A⇒ x /∈ B carA ∩B = ∅
⇒ x ∈ CEB,

donc ∀x : x ∈ A⇒ x ∈ CEB, d’où A ⊂ CEB.
Alors, A ∩B = ∅ ⇒ A ⊂ CEB
b) Montrons que : (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D).
Soit (x, y) ∈ (A×B) ∩ (C ×D).
On a :

(x, y) ∈ (A×B) ∩ (C ×D)⇔ (x, y) ∈ (A×B) et (x, y) ∈ (C ×D)

⇔ (x ∈ A et y ∈ B) et (x ∈ C et y ∈ D)

⇔ (x ∈ A et x ∈ C) et (y ∈ B et y ∈ D)

⇔ x ∈ A ∩ C et y ∈ B ∩D
⇔ (x, y) ∈ (A ∩ C)× (B ∩D)



Donc, ∀(x, y) : (x, y) ∈ (A×B) ∩ (C ×D)⇔ (x, y) ∈ (A ∩ C)× (B ∩D).
Alors, (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D).
c) Montrons que : A ∩ (B − C) = (A ∩B) ∩ (A− C)
Soit x ∈ A ∩ (B − C), on a

x ∈ A ∩ (B − C)⇐⇒x ∈ A et x ∈ (B − C)

⇐⇒ x ∈ A et (x ∈ B et x /∈ C)

⇐⇒ (x ∈ A et x ∈ B) et (x ∈ A et x /∈ C)

⇐⇒ x ∈ (A ∩B) et x ∈ (A− C)

⇐⇒ x ∈ (A ∩B) ∪ (A− C).

Donc, ∀x : x ∈ A ∩ (B − C)⇐⇒ x ∈ (A ∩B) ∩ (A− C).
Alors, A ∩ (B − C) = (A ∩B) ∩ (A− C).

3 Soit E = {−1, 0, 1, 2}
a) Donnons l’ensemble E × E.

On a :
E × E = {(x, y)/x ∈ E et y ∈ E}

= {(−1,−1), (−1, 0), (−1, 1), (−1, 2), (0,−1), (0, 0), (0, 1),

(0, 2), (1,−1), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2,−1), (2, 0), (2, 1), (2, 2)}

b) Déterminons les ensembles A,B et C.

A = {(i, j) ∈ E × E/i < j}
= {(−1, 0), (−1, 1), (−1, 2), (0, 1), (0, 2), (1, 2)}

B = {(i, j) ∈ E × E/i > j}
= {(0,−1), (1,−1), (1, 0), (2,−1), (2, 0), (2, 1)}

C = {(i, j) ∈ E × E/i = j}
= {(−1,−1), (0, 0), (1, 1), (2, 2)}

c) Montrons que A,B et C forment une partition de E × E.
On a :
1. A 6= ∅, B 6= ∅ et C 6= ∅.
2. A ∩B = ∅, B ∩ C = ∅ et A ∩ C = ∅.
3. A ∪B ∪ C = E.
D’où A,B et C forment une partition de E × E.

Exercice n̊ 2 .
Soit E = {0, 1, 2, 3, 4}, et < la relation binaire définie sur E par :
x<y ⇐⇒ x+ y est pair.

1. Le graphe représentatif de < :je vais vous l’envoyer en photo après

2. Montrons que < est une relation d’équivalence :

i. < est réflexive car on a ∀x ∈ E, x<x

0<0, 1<1, 2<2, 3<3, 4<4.

ii. < est symétrique car on a ∀x, y ∈ E, x<y =⇒ y<x

0<0 =⇒ 0<0

0<2 =⇒ 2<0

0<4 =⇒ 4<0

1<1 =⇒ 1<1



1<3 =⇒ 3<1

2<0 =⇒ 0<2

2<2 =⇒ 2<2

2<4 =⇒ 4<2

3<1 =⇒ 1<3

3<3 =⇒ 3<3

4<0 =⇒ 0<4

4<2 =⇒ 2<4

4<4 =⇒ 4<4.

iii. < est transitive car on a ∀x, y, z ∈ E, x<y et y<z =⇒ x<z.

0<0 et 0<0 =⇒ 0<0, 0<0 et 0<2 =⇒ 0<2, 0<0 et 0<4 =⇒ 0<4,

0<2 et 2<0 =⇒ 0<0, 0<2 et 2<2 =⇒ 0<2, 0<2 et 2<4 =⇒ 0<4,

0<4 et 4<0 =⇒ 0<0, 0<4 et 4<2 =⇒ 0<2, 0<4 et 4<4 =⇒ 0<4,

1<1 et 1<1 =⇒ 1<1, 1<1 et 1<3 =⇒ 1<3,

1<3 et 3<1 =⇒ 1<1, 1<3 et 3<3 =⇒ 1<3,

2<0 et 0<0 =⇒ 2<0, 2<0 et 0<2 =⇒ 2<2, 2<0 et 0<4 =⇒ 2<4,

2<2 et 2<0 =⇒ 2<0, 2<2 et 2<4 =⇒ 2<4, 2<2 et 2<2 =⇒ 2<2,

2<4 et 4<0 =⇒ 2<0, 2<4 et 4<2 =⇒ 2<2, 2<4 et 4<4 =⇒ 2<4,

3<1 et 1<1 =⇒ 3<1, 3<1 et 1<3 =⇒ 3<3,

3<3 et 3<1 =⇒ 3<1, 3<3 et 3<3 =⇒ 3<3,

4<0 et 0<0 =⇒ 4<0, 4<0 et 0<2 =⇒ 4<2, 4<0 et 0<4 =⇒ 4<4,

4<2 et 2<0 =⇒ 4<0, 4<2 et 2<2 =⇒ 4<2, 4<2 et 2<4 =⇒ 4<4,

4<4 et 4<0 =⇒ 4<0, 4<4 et 4<2 =⇒ 4<2, 4<4 et 4<4 =⇒ 4<4.

(On est pas obligé de leurs écrire tout sur le tableau, mais on peut juste leurs expliquer sur le
graphe que c’est une relation d’équivalence)
Finalement, de i, ii et iii, < est une relation d’équivalence.

3. Déterminons la classe de 0, et l’ensemble quotientE/<. O na :

0 = {x ∈ E, x<0}
= {x ∈ E, x+ 0 est pair}
= {0, 2, 4} .

1 = {x ∈ E, x<1}
= {x ∈ E, x+ 1 est pair}
= {1, 3} .

2 = {x ∈ E, x<2}
= {x ∈ E, x+ 2 est pair}
= {0, 2, 4} = 0.

3 = 1, et 4 = 0.

d’où
E/< =

{
0, 1
}
.



Exercice n̊ 3 .

Soit τ une relation définie sur l’ensemble R comme suit :

∀x ∈ R,∀y ∈ R, xτy ⇐⇒ cos2 x+ sin2 y = 1

.

1. Montrons que τ est une relation d’équivalence sur R :

i. Réflexivité de τ : Soit x ∈ R. De la formule cos2 x + sin2 x = 1, on déduit que la relation est
réflexive.

ii. Symétrie de τ : Soient x, y ∈ R;xτy , alors on a :

sin2 x+ cos2 x+ cos2 y + sin2 y = (cos2 x+ sin2 y) + (cos2 y + sin2 x)
= 1 + (cos2 y + sin2 x)

mais, sin2 x+ cos2 x+ cos2 y + sin2 y = 1 + 1 = 2, d’où

cos2 y + sin2 x = 1

et donc τ est symétrique.

iii. Transitivité de τ : Soient x, y, z ∈ R : xτy et yτz . Montrons que xτz.
Si xτy et yτz, on a :

cos2 x+ sin2 y = 1 et cos2 y + sin2 z = 1

ce implique

cos2 x+ (cos2 y + sin2 y) + sin2 z = 2

d’où

cos2 x+ sin2 z = 1

Donc τ est transitive. Finalement, de i, ii et iii, τ est une relation d’équivalence.

2. Déterminons la classe d’équivalence de
π

6

¯(π
6

)
=
{
x ∈ R/xτ

π

6

}
=
{
x ∈ R/ cos2 x+ sin2 π

6
= 1
}

=

{
x ∈ R/ cos2 x+

(
1

2

)2

= 1

}

=

{
x ∈ R/ cos2 x =

3

4

}
=

{
x ∈ R/ |cosx| =

√
3

2

}

=

{
x ∈ R/ cosx = ±

√
3

2

}
=
{π

6
+ 2kπ,−π

6
+ 2kπ/k ∈ Z

}
.

Exercice n̊ 4.



1) Dans R, on définit la relation binaire R par :

∀x, y ∈ R, xRy ⇐⇒ x2 − y2 ≤ x− y.

a) Montrons que R n’est pas symétrique :

On a : 0R2, car 02 − 22 = −4 ≤ −2 = 0− 2. Mais, 2 6 R0, car 22 − 02 > 2 = 2− 0.

b) Montrons que R n’est pas antisymétrique :
On a 0R1 et 1R0, car

02 − 12 ≤ 0− 1 et 12 − 02 ≤ 1− 0.

Mais 0 6= 1.
2) On définit sur ]1

2 ,+∞[ la relation binaire S par :

∀x, y ∈]
1

2
,+∞

[
, xSy ⇐⇒ x2 − y2 ≤ x− y

a) Montrer que S est une relation d’ordre.
i) Réflexivité de S ? (∀x ∈]1

2 ; +∞[, xSx) ?
Soit x ∈]1

2 ,+∞ [ . On a : x2 − x2 = 0 = x− x.
Donc, x2 − x2 ≤ x− x.
Par la suite, ∀x ∈] 1

2 ; +∞[, xSx.
D’où, S est une relation réflexive.
ii) Antisymétrie de S ? (∀x, y ∈]1

2 ,+∞[, xSy et ySx =⇒ x = y) ?
Soient x, y ∈]1

2 ,+∞[. On suppose que xSy et ySx et on démontre x = y. On a
xSy
et

ySx
=⇒


x2 − y2 ≤ x− y
et

y2 − x2 ≤ y − x

=⇒


x2 − y2 ≤ x− y
et

x2 − y2 ≥ x− y

Par la suite, x2 − y2 = x− y.
On a :

x2 − y2 = x− y =⇒ (x− y)(x+ y − 1) = 0.

=⇒


x = y

ou

x = 1− y (impossible, car x, y ∈]1
2 ,+∞[).

Donc, ∀x, y ∈]1
2 ,+∞[, xSy et ySx =⇒ x = y.

D’où la relation S est antisymétrique.
iii) Transitivité de S : (∀x, y, z ∈]1

2 ,+∞[, xSy et ySz =⇒ xSz) ?
Soient x, y, z ∈]1

2 ,+∞[. On suppose xSy et ySz et on démontre xSz.
On a : 

xSy
et

ySz
=⇒


x2 − y2 ≤ x− y
et

y2 − z2 ≤ y − z
=⇒ x2 − z2 ≤ x− z.

Donc, ∀x, y, z ∈]1
2 ,+∞[, xSy et ySz =⇒ xSz.

D’où la relation S est transitive



De (i), (ii) et (iii), on a S est une relation d’ordre.
b) Cet ordre est total.
En effet, soient x, y ∈]1

2 ,+∞ [ .
On a : x2 − y2 ≤ x− y ou x2 − y2 ≥ x− y.
donc, x2 − y2 ≤ x− y ou y2 − x2 ≤ y − x.
d’où, xSy ou ySx.
Alors, ∀x, y ∈]1

2 ,+∞[: xSy ou ySx.

Exercice n̊ 5. Soient f et g deux applications définies de R dans R telles que :

f(x) = 2x+ 5 et g(x) =
1

x2 + 1
.

1. g n’est pas injective car : −1 6= 1 et g(−1) = g(1).
Elle n’est pas surjective car : pour y = −2;∀x ∈ R, g(x) 6= −2(g(x) est toujours positive).
Injectivité de f : f ′(x) = 2 > 0, ⇒ f est strictement croissante d’où l’injectivité de f .
Surjectivité de f :

∀y ∈ R,∃?x ∈ R : y = f(x)

Soit y ∈ R
y = 2x+ 5⇒ x = y−5

2 ,

Donc, ∀y ∈ R;∃x = y−5
2 ∈ R tel que : f(x) = y

D’où f est surjective.
2.On a :

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f

(
1

x2 + 1

)
=

2

x2 + 1
+ 5

et

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(2x+ 5) =
1

(2x+ 5)2 + 1
.

Alors, f ◦ g 6= g ◦ f.
3. Calculons : f({0, 1}), f−1({5}), f([0, 1]), f(R), f−1([5, 7]),

f({0, 1}) = {f(x)/x ∈ {0, 1}}
= {f(0), f(1)}
= {5, 7}.

f−1({5}) = {x ∈ R/f(x) = 5} = {x ∈ R/2x+ 5 = 5} = {0}

Comme f est une fonction croissante sur R. Alors :

f([0, 1]) = {f(x)/x ∈ [0, 1]} = [f(0), f(1)] = [5, 7].

f(R) = {f(x)/x ∈ R) =} =] limx→−∞ f(x), limx→+∞ f(x)[=]−∞,+∞[.

f−1([5, 7]) = {x ∈ R/f(x) ∈ [5, 7]}
= {x ∈ R/2x+ 5 ∈ [5, 7]}



2x+ 5 ∈ [5, 7]⇐⇒ 5 ≤ 2x+ 5 ≤ 7 ⇐⇒


2x+ 5 ≤ 7 . . . .(1)

et

2x+ 5 ≥ 5 . . . (2)

(1)⇐⇒ 2x+ 5 ≤ 7

⇐⇒ x ≤ 1⇐⇒ x ∈]−∞, 1]

(2)⇐⇒ 2x+ 5 ≥ 5

⇐⇒ x ≥ 0

⇐⇒ x ∈]0,+∞]

Donc f−1([5, 7]) =]−∞, 1]∩]0,+∞] = [0, 1]
4. Calculons g−1({1}), g([−4, 4]),, g−1([−4,−1]) et g−1([0, 4[).

– g−1({1}) = {x ∈ R/g(x) = 1} = {x ∈ R/ 1
x2+1

= 1} = {0}
g est une fonction décroissante sur R+ et croissante sur R−. en effet :

g′(x) = − 2x

(x2 + 1)2
,∀x ∈ R.

x −∞ 0 +∞
g′(x) + 0 −
g(x) 0 ↗ 1 ↘ 0

–

g([−4, 4]) = {g(x)/x ∈ [−4, 4]} = {g(x)/x ∈ [−4, 0]∪] 0, 4]}
= {g(x)/x ∈ [−4, 0]} ∪ {g(x)/x ∈]0, 4]}
= [g(−4), g(0)] ∪ [g(4), g(0)[

=

[
1

17
, 1

]
∪
]

1

17
, 1

]
=

[
1

17
, 1

]
.

– g−1([−4,−1]) = {x ∈ R/g(x) ∈ [−4,−1]} = ∅ car g(x) > 0.
– g−1

([
0, 4[) = g−1(]0, 1[) = R car : 0 < g(x) ≤ 1,∀x ∈ R.

Exercice n̊ 6.

Soit h l’application de R dans R définie par : h(x) = 4x
x2+1

.

1. Vérifions que pour tout réel a non nul on a : h(a) = h
(

1
a

)
.

h(a)− h
(

1

a

)
=

4a

a2 + 1
−

4 1
a(

1
a

)2
+ 1

= 0⇒ h(a) = h

(
1

a

)
.

On en déduit que h n’est pas injective car par exemple : pour x1 = 2 et x2 = 1
2 , x1 6= x2 mais d’après

la question précédente h(2) = h
(

1
2

)
.

2. Soit f la fonction définie sur l’intervalle I = [1,+∞[par f(x) = h(x).
a) Montrons que f est injective.

∀x1, x2 ∈ I, f (x1) = f (x2)⇒ x1 = x2.

Soient x1, x2 ∈ I : f (x1) = f (x2). on a :

f (x1) = f (x2)⇒ 4x1

x2
1 + 1

=
4x2

x2
2 + 1

⇒ (x1 − x2) (1− x1x2) = 0

⇒ (x1 = x2) ou

(
x1 =

1

x2

)



si x1 = 1
x2

et x1, x2 ∈ I ce ci entraine que x1 = x2 = 1. Donc f est injective.
b) Vérifions que : ∀x ∈ I, f(x) ≤ 2
Soit x ∈ I

f(x)− 2 =
−2(x− 1)2

1 + x2
≤ 0⇒ f(x) ≤ 2.

c) Montrons que f est une bijection de I sur ]0, 2] et déterminons f−1(x).
On a : f est injective, de plus f est surjective
∀y ∈]0, 2],∃x ∈ [1,+∞[ tel que : f(x) = y.
En effet :

4x

x2 + 1
= y ⇒ yx2 − 4x+ y = 0,

∆ = 16− 4y2 ≥ 0 car : y ∈] 0, 2].
Alors l’équation yx2 − 4x+ y = 0 admet deux solutions

x1 =
2 +

√
4− y2

y
ou x2 =

2−
√

4− y2

y

Comme y ∈]0, 2], donc on prend x1 ∈ [1,+∞[ et on rejette x2 car x2 /∈ [1,+∞[. En effet

x2 =
2−

√
4− y2

y
=

y

2 +
√

4− y2
=

1

x1
/∈ [1,+∞[.

Donc ∀y ∈]0, 2],∃x = x1 =
2 +

√
4− y2

y
∈ [1,+∞[ : tel que f(x) = y.

Conclusion : f est bijective car elle est injective et surjective.
De plus l’application réciproque est :

f−1 : ]0, 2]→ [1,+∞[

x→ f−1(x) =
2 +
√

4− x2

x
.


