Chapitre 1

Ensembles, Relations et

Applications
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1.1 Généralités sur les ensembles

1.1.1 Ensemble

Définition 1.1 Un ensemble est une collection d’objets qui ont la méme pro-

priété. Chaque objet est un élément de ’ensemble.

Remarque 1.1 Un élément x est distinct de l’ensemble {x} c’est a dire x #
{z}.
Exemple 1.1 Soit E l’ensemble des entiers qui divisent 20, on aura :

E ={1,2,4,5,10,20} .

: Uensemble des entiers naturels.
: Uensemble des entiers relatifs.
: Uensemble des nombres rationnels.

: Uensemble des nombres réels.

QO ® O N Z

: l’ensemble des nombres complexes..

Appartenance, Inclusion et Egalité

Soit F un ensemble non vide.

a) Si x est un élément de E on dit aussi que = appartient & E et on écrit
rekb.

Si z n’est pas un élément de F, on dit que z n’appartient pas & E et on écrit

b) Un ensemble E est inclus dans un ensemble F' si tout élément de E est un

élément de F' et on a
ECF<«<= Vr,o e E=2z¢cF].

On dit aussi que F est une partie de F' ou bien E est un sous ensemble de F'.
c) E et F sont égaux si E est inclus dans F' et F' est inclus dans E et on
écrit :
ECF
EF=F — et
FCFE

— [Vr,x € E<= 2z € F].
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L’ensemble vide noté () (ou {}) est un ensemble sans éléments et de plus il
est inclus dans tout ensemble E.
Réunion et intersection

a) L’intersection de deux ensembles F et F' est 'ensemble de leurs éléments

communs et on écrit
ENnF={z/re FetxecF}.

Etsi ENF =0, on dit que £ et F sont disjoints.
b) La réunion de deux ensembles E et F' est I’ensemble de leurs éléments

comptés une seule fois et on écrit

FEUF={x/re EouxeF}.

Différence de deux ensembles

On appelle différence de deux ensembles E et F' et on note E — F' I’ensemble

des éléments de E qui n’appartiennent pas a F' et on écrit
E—-—F={x/reFEetax¢F}.

Si F C E, alors E — F est dit complémentaire de F' dans F et il est noté CL ou

F ouCgF.Onnote ) = E — E.

Différence symétrique

On appelle différence symétrique de deux ensembles E et F' et on note EAF,

I’ensemble défini par :

EAF =(E—F)U(F —E).
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1.1.2 Propriétés

Soient E un ensemble non vide, A, B et C trois ensembles, alors les relations

suivantes sont vraies

1) ANB=BnNAet AUB=BUA, 2)AnND=0et AUD=A.

3) (ANB)NC=ANn(BNCOC), 4) (AUB)UC =AU (BUC).

5 (ANB)UC =(AuC)Nn(BUC), 6) (AuUB)NC=(AnC)u(BNCO).
VA—(BNC)=(A-—B)U(A—-C), 8 A—(BUC)=(A-B)N(A-C).

9) AN (BAC)=(ANB)A(ANC). 10) AAD = A et AAA = .
11) Si: A, B des parties de F, alors on a :

CE (AﬂB) = CEAUCEB et CE (AUB) = CEAQCEB

1.1.3 L’ensemble des parties d’un ensemble

Etant donné un ensemble E. On désigne par P (FE) 'ensemble de toutes les

parties de E et on note
P(E)={Atelque: AC E}.

Remarque 1.2 a) L’ensemble vide et E sont toujours des éléments de P (F).
b) Soit E = {1,2,3,4}, donc

(E) {@,{1},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},}.
{3,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}

1.1.4 Partition d’un ensemble

Définition 1.2 Soient E un ensemble non vide et B une famille des parties de
E.

On dit que B est une partition de E si

1) Tout élément de B n'est pas vide.

2) Les éléments de B sont deuz & deuz disjoints.

3) La réunion des éléments de B est égale o E.
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Exemple 1.2 Soit £ = {1,2,3,4}, on a : B = {{3},{4},{1,2}} est une par-
tition de E.

1.1.5 Produit cartésien

Définition 1.3 L’ensemble des couples (x,y) tels que v € A ety € B est appelé
produit cartésien de A et B et on le note A x B

AxB={(x,y)/ x € Aetyec B}.

Propriétés : Soient A, B, C et D des ensembles, alors les relations suivantes

sont vraies

1) AxB=0= A=0ouB=0.

2) AxB=BxA+=A=0ouB=0ouA=D0.
3) Ax(BUC)=(AxB)U(AXxC).

1) (AUC)xB=(AxB)U(C x B).

5) (AxB)N(CxD)=(ANnC)x(BND).

6) (AxB)U(CxD)#(AUC)x (BUD).
Remarque Si cardE = n fini, A, B des parties de E, alors on a :

card (P (E)) = 2¢ardt = gn A x B = cardA.cardB
card (AU B) = cardA + cardB — card (AN B)

card (AAB) = cardA + cardB — 2card (AN B)

Exemple 1.3 Soient E = {~2,-1,0,1,2,3,4}, A = {1,3,4}, B = {-2,0,1,2,3}
et C ={0,2}.

Déterminer

ANB, AUB, CpA, CxB, A—B, B—A, AAB, AxC, CxA
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On a:

ANB={1,3}, AUB={-2,0,1,2,3,4},  CpA={-2,-1,0,2},
CpB={-1,41, A—B=1{4}, B-A={-20,2}, AAB={-20,2,4},
AxC={(1,0),(1,2),(3,0),(3,2),(4,0),(4,2)},
CxA={(0,1),(21),(0,3),(2,3),(0,4),(2,4)}.

1.2 Exercices

Exercise 1.4 Soient E un ensemble non vide, A et B deux parties de ensemble

E.
Montrer que :
1) Ce(ANB)=CgAUCEB 2) Cg (AUB)=CgANCEgB.

Solution.

1) Montrons que
Cg(ANB)=CgAUCEB

Soit x € Cg (AN B).
Ona:

reCg(ANB) & z€FEetx¢ (ANB)
& zeFet(x¢d Aoux ¢ B)
& (xeFetx¢ A)ou(reF etx¢ B)
& e (CgAouxreCgB

~ CCGCEA UCEB

Donc,
VZL‘EOE(AQB)@ZEECEAUOEB
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Alors,
Cg(ANB)=CgAUCEB

2) Montrons que
Cg(AUB)=CgANCgB

Soit x € Cp (AU B).
Ona:

r€Cp(AUB) & xz€FEetx¢g (AUB)
& rzeFet(x¢Aeta ¢ B)
& (xeFetx¢ A et(xeFEetxé¢ B)
& rxeCgAetxeCgB

= T E CEA N CEB
Donc,

V.QfGOE(AUB)@ZEGCEAmOEB

Alors,
Cg(AUB)=CgANCgB

3) Montrons que :
(ACB)= CgBC (CgA

On suppose que A C B et on démontre que : Cp B C CEgA.
Soit x € CgB.

Ona :
re€CgB = xc€Fetzx¢B

= z€FEetx ¢ A (car:ACB)
= .CL’ECEA

donc on a : CgB C CEA.

Alors,
(AC B)=CgB CCgA (est vraie)
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4) Montrons que
ANB= @ = AC CEB

On suppose que AN B = () et on démontre que : A C CgB.
Soit © € A.

Ona:
r€A = x¢BcarANB=1
= ZL’GCEB
doncVr:x € A=xe€ CgB, dou AC CgB.
Alors,

ANB=0=ACCgB (est vraie)

Exercise 1.5 Soient A, B et C trois ensembles de l’ensemble E.

Montrer que :

1) A—(BNC)=(A-B)U(A-C).

9) A—(BUC)=(A—B)n(A—0).

Solution.

1) Montrons que
A—(BNC)=(A-B)U(A-20C)

Soitz € A—(BNCO).
Ona:

r€A—(BNC) & z€A et x¢(BNC)
& z€A et (1¢BouxdC)
& (€A et 1¢B)ou(w€A etx¢C)
& z€(A-—B) ouze(A-C)

& ze€(A-B)UA-C0)

Donc,
Ve:zxe A—(BNC)ere(A-B)U(A-C).
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Do,
A-—(BNC)=(A-B)u(A4-20C).
2) Montrons que
A—(BUC)=(A-B)n(A-C).
Soitzre A—(BUC).
Ona:
reA—(BUC) & €A e ¢ (BUC)

& zeA et (1¢BetaxdgC)
& (r€A et x¢B)et(zeA etxg(C)
& r€(A-DB) etxe(A-C)

& rze€(A-B)N(A-0)
Donc,
Vei:x e A—(BUC)<2ze(A-B)N(A-C).
D’ou
A—(BUC)=(A-B)n(A-0).

Exercise 1.6 Soient A, B,C' et D des ensempbles.

Montrer que :

1) ANB)xC=AxC)N(BxC).
2) Ax(BUC)=(AxB)U(AXxC(C).
3) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND).

Solution.
1) Montrons que : (ANB)xC=(AxC)Nn(Bx(C).
Soit (x,y) € (AN B) x C.

Ona: (r,y) € (ANB)xC & z€ANBetyel
& (x€AetzeB) etyecC
&S (reAetyeC) et (reBetyel)
& (r,y) € (AxO) et (x,y) € (Bx(C)
& (r,y) e (AxC)N(BxCO)
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Done, ¥ (z,y) : (z,y) € (ANB) x C < (z,y) € (AxC)N (B x C)
Alors, (ANB)x C=(AxC)N(Bx ()
2) Montrons que : A x (BUC) =(Ax B)U(AxC(C).
Soit (z,y) € Ax (BUC).
Ona:

(r,y) e Ax(BUC) & z€Aetyec(BUC)
& zeAet (yeBouyel)
& (x€eAetyeB) ou(xeAetyel)
& (z,y) € (Ax B) ou (x,y) € (AxC)

& (r,y) € (AxB)U(Ax ()
Donc,
V(z,y): (z,y) € Ax (BUC) < (z,y) € (Ax B)U(Ax ()

Alors,
Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C)

3) Montrons que : (Ax B)N(C x D)= (ANC)x (BND).
Soit (z,y) € (Ax B)N(C x D).
Ona:

(r,y) e (Ax B)N(C x D) & (z,y) € (Ax B) et (x,y) € (C x D)
& (reAetyeB) et (xeCetyeD)
& (reAetaxel) et (yeBetyeD)
& xeAnCetye BND

& (r,y) € (ANC) x (BN D)

Donc,

V(z,y): (z,y) €e (AXxB)N(C x D)< (ANC)x (BND).
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Alors,
(AXxB)N(CxD)=(ANnC)x (BND).

1.3 Relations binaires dans un ensemble

1.3.1 Définition et Propriétés

Définition 1.4 Soient E un ensemble, x ety deux éléments de E. S’il existe un
lien qui relie x et y on dit qu’ils sont reliés par une relation R et on écrit xRy

ou R (z,y).
Exemple 1.7 E =R, Vz,y € E, 2Ry < |z| — [y| =z — y.
Propriétés

1) Réfléxivité : On dit que R est réflexive dans F si :

Ve € E: xRx.
2) Symétrie : On dit que R est symétrique dans F si :
Vr,y € E: xRy = yRx.
3) Antisymeétrie : On dit que R est antisymétrique dans F si :
Ve,y € E: (zRy et yRz) —= = =y.
4) Transitivité : On dit que R est transitive dans E si :

Va,y,z € E: (xRy et yRz) = zR=.

1.3.2 Relation d’équivalence

On dit que R est une relation d’équivalence sur E si R est a la fois réflexive,

symétrique et transitive.
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Classe d’équivalence

Soient R une relation d’équivalence sur E et a € E. On appelle classe d’équi-
valence de a notée @ ou @, ’ensemble des éléments = de £ qui sont en relation

R avec a, c’est a dire :

{r € E:aRa}.

Q>
I

= {x € F:aRz}.

Ensemble quotient

Soit R une relation d’équivalence sur E. On définit ’ensemble quotient de F
par la relation 3 ’ensemble des classes d’équivalence de tous les éléments de F,
not¢ E/R et on a :

E/R ={a,a € E}.
Propriétés
Soit £ un ensemble et R une relation d’équivalence dans E. Soit x un élément

de E, alors on a :

1) Yaoe F:a€a
2) VYa,be E:aRb=a=>b (a€bea=Dh).
3) Va,beE:a#4bsanb=10

) E= Ua

acE

Exercise 1.8 Dans R, on définit la relation binaire R par :
Vo, y €R: aRy <= 2> — > =z —v.

1) Montrer que R une relation d’équivalence.
2) Soit a € R. Préciser la classe d’équivalence de a.
Solution.
1) Montrons que R une relation d’équivalence

R est réflexive ?

(Vz € R: 2Rx)?
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Soit x € R.

On a:
R 2 —*=x—z

< 0=0

donc, Vo € R : xRz, alors R est réflexive....... (1)
R est symétrique ?

(Vo,y € R: 2Ry = yRx)?
Soient x,y € R, on suppose xRy et on démontre que : yRx.

Ona:
Ry = 22—yP=x—y

= - -2*)=—(y—x)

= yY-r’=y—=z

= yRz.
Donc,
Vr,y € R: xRy = yRe,
alors N est symétrique....... (2)

R est transitive ?

(Vx,y,z € R: 2Ry et yRz = xR2)?

Soient x,y,z € R, on suppose xRy et yRz et on démontre que :

Ona:
Ry =22 —yi=x—y

et
YRz = 1> — 22 =y — 2.

(L) +(12) = -y’ +y* -l =a—y+y—=z
2 2

= " —2=x—-2z

= zRz.

zRz.
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Donc
Vr,y,z € R: xRy et yRz = 2Rz,

alors N est transitive....... (2)
De (1),(2) et (3), on a bien R une relation d’équivalence.
2) Soit a € R, on a

a = {reRaRa} ={reR, 2> —a*>=2—a}
= {zeR(z—a)(z+a)=z—a}={z R, (r—a)(z+a—-1)=0}

= {zeRr=aouxr=1-a} ={a,1—a}.

donce, a = {a,1 —a}.

1.3.3 Relation d’ordre

Une relation binaire R dans un ensemble E est dite relation d’ordre si elle

est a la fois réflexive, antisymétrique et transitive.

Ordre partiel, ordre total

Soient F un ensemble et i une relation d’ordre dans E. On dit que R est
d’ordre total si

Vr,y € E: xRy ou yRx.

Et on dit qu’elle est d’ordre partiel si elle n’est pas d’ordre total, c’est & dire :
Jx,y € E: x n’a pas de relation avec y et y n’a pas de relation avec x.
Exercise 1.9 On définit sur R* la relation binaire Ry par :
Ve,y e R*, 2Ryy<= JkeN:y=ku.

1) Montrer que Ry est une relation d’ordre.
2) L’ordre Ry est-il total ?

Solution.

1) Montrons que Ry est une relation d’ordre.
Réflexivité de R, : (Vz € R*, 2Rix)
Soit x € R*.
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On a
Ona: z=1lx
donc, dk=1€eN:zx=1x
d’ot, TRyx.
Donc Vx € R*,  aRyx, alors la relation Ry est réflezive....... (1)

Antisymétrie de R, :

(Vx,y e R*, 2Ry et yRix = = =1y)?

Soient x,y € R*.
On suppose TRy et yRix et on démonté v = y.

On a
TRy JkeN:y=kx
et - et
yRiz Jk' e N:x=Fy

— dk, K eN:y=Fk(ky)
— Tk K eN:y=(kK)y.

Donc kk' = 1 ce qui implique que k = k' =1 car k, k' € N et par suite x = y,
Finalement

Vr,y € R*, 1Ry et yRix = x =y.

D’ou la relation Ry est antisymétrie........ (17)
Transitivité de R, :

(Vr,y,z € R*, 2Ry et yR1z = xR12)?

Soient x,y, z € R*.

On suppose xRy et yRiz et on démontre xR, z.

On a
TRy JkeN:y=kx
et - et
yR1z ke N:z=1FkYy
— kK eN:z=F (kx)=(K'k)z
— dk'=kKkeN:z=Fx donc, zR:z.
Alors,

Vr,y,z € R, 2Ry et yR1z = xR, 2.
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D’ow la relation Ry est transitive........ (131)
De (i), (i) et (iii), on a Ry est une relation d’ordre.
2) L’ordre Ry est-il total :

L’ordre Ry est total si et seulement st :
Vr,y € R*, 2Ry ou yRqx.
Prenonsx =2 ety =3, on a

Ak € N tel que 3 = k.2 donc 2 n'est pas en relation avec 3
et
Ak € N tel que 2 = k.3 donc 3 nlest pas en relation avec 2

Donc, lordre Ry, n’est pas total, on dit que l’ordre R est partiel.

1.4 Exercices
Exercise 1.10 Soit [ l'application définie par :

f: R—R

B 1
1422

z — f(z)
1) Sur R, on considére la relation Ry définie par :
Yo,y €R, 2Ry < f(z) = f(y)

a) Montrer que Ry est une relation d’équivalence.

1
b) Déterminer la classe d’équivalence de 5

2) Sur R, on considére la relation Ry définie par :
Ve,y € R, 2Ray <= f(x) > f(y)

R4 est-elle une relation d’ordre ?
Solution.

1) Sur R, on considére la relation Ry définie par :
Y,y € R, aRyy <= f(v) = f(y)

a) Montrons que Ry est une relation d’équivalence.
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Réflexivité de R, :
(Vz € R,aRyx)?

Soitx € R, on a :
TRz <= f(x)= f(z) (est vraie)

Donc, Vr € R, 2Rz, d’ot R, est réflexive....... (1)
Symétrique de R, :

(Vz,y € R,aR1y = yRqix)?

Sotent x,y € R, on suppose que xRy et on démontre que yRx.

Ona:
tRiy = f(r)=f(y)

— le.’l?

Donc, Vr,y € R, 2Ry = yRqx, d’ot Ry est symétrique ....... (17)
Transitivité de R :

(Vz,y,z € R: 2Ry et yRiz = xR12)?

Soient x,y,z € R, on suppose que xRy et yRiz et on démontre que TR1z.
Ona:

Ry F@) = £(@)n ()
et = et
YR, ) = F(2)n(2)
(1)+(2) de (1) et (2) on a : f(x) = f(2), dou xRz
Alors,
Ve,y,z € R: 2Ry et yRiz = xR 2.
Donc, Ry est transitive....... (7i1) .

De (i), (ii) et (iii), on a Ry est une relation d’équivalence.
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b) Déterminons la classe d’équivalence de 3.

(%) — {zeR: leé} ={zeR: f(z) = f<%>}

1

= eR: ——
{z 1+ 22

4
:g}:{xeR:4+4x2:5}
1 1 1
= R:22=>-}= R:x=—= = —
{reR:zx 4} {reR:x 5 0uT 2}

11
= {55
2) Sur R, on considére la relation Ry définie par :
Vi,y € R, 2Roy <= f(x) > f(y)

Ro nest pas une relation d’ordre, car elle n’est pas antisymétrique. En effet, on
a 2R(-2) et (—2)R2, car

1 1
>
14227 14 (-2)2
et

1 o 1
14 (=2)2 = 1+22

mais 2 # —2.
Exercise 1.11 1) Dans R, on définit la relation binaire R par :
Ve, yeR, s Ry<= 2> —y* <z —y.

Montrer que :
a) R n’est pas symétrique.
b) R n'est pas antisymétrique.

2) On définit sur |3, +oo[ la relation binaire S par :

1
Vx,ye]é,—i—oo[, r Sy’ —y:<z—uy.

a) Montrer que S est une relation d’ordre.
b) Cet ordre-est il total ?
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Solution.

1) Dans R, on définit la relation binaire R par :
Vi, y R, s Ry<= 2> —y* <z —1.

a) Montrons que R n’est pas symétrique :

On a OR2, car
02-22=-4<-2=0-2.

Mais, 2R0, car
22 -02>2=2-0.

b) Montrons que R n’est pas antisymétrique : On a OR1 et 1RO, car

02-12<0-1
et
12-02<1-0.

Mais 0 # —1.

1
2) On définit sur ]5, +oo[ la relation binaire S par :

1
Vx,y€]§,+oo[, rSy<= 2’ -y’ <z—y.

a) Montrer que S est une relation d’ordre.
Réflexivité de S :

1
(Vx 6]5;—!—00[, me)?
_ 1
Soit x 6]5,—1—00[. On a

22— =0=u—1.

Donc,
2 — 22 <x-—uzx.
Alors,
Va E]%H—oo[, zS8x.
D’ou, S est une relation réflexive......... (1)

Antisymétrie de S :

1
(‘v’x,y 6]5, +ool, xSy et ySx —> x = y)?
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Sotent z,y €3, +00|.
On suppose que xSy et ySx et on démontre x = y.

On a )
xSy 22—y’ <z—y
et — et
ySx | - <y—=z
(22— <az-y
- et
| -y >r—y
Alors,
Py —z—y
On a

= ou
r=1—y (impossible, carx,y 6]%, +00l).

Donc )
Vo, y 6]5, +ool, xSy et ySx = x = y.

D’ot la relation S est antisymétrique .......... )
Transitivité de S :

1
<Vm,y, z 6]5, +oof, xSy et ySz —> sz)?

Soient x,y, z €], +o0|.
On suppose xSy et ySz et on démontre xSz.

On a:
xSy -yt <az—y
et — et
ySz -2 <y—=z
— 2 —-22<z-=z
Donc

1
Vo, y, 2 6}5, +ool, 28y et ySz = xSz.
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D’ou la relation S est transitive ......... (131)

De (i), (ii) et (iii), on a S est une relation d’ordre.
b) L’ordre est-il total ?
En effet, soient z,y €]3,+oc[. On a

x2—y2§x—y ou x2—y22x—y

— 22—y’ <r—youy—*<y—z
= 28y ou ySw.

Exercise 1.12 On définit sur R? la relation binaire Ry par :
Y (a,b),(c,d) € R? (a,b)Ry(c,d) <= a*+b*> =+ d°.

1) Montrer que Ry est une relation d’équivalence.
2) Déterminer la classe d’équivalence de (0,1).
Solution.

On a R, la relation binaire définie sur R? comme suit :
V(a,b),(c,d) € R*, (a,b)Ry(c,d) <= a*>+b*> = * + d°.

1) Montrons que Ry est une relation d’équivalence.
Réflexivité de R :

(V(a,b) € R* (a,b) Rs (a,b))?

Soit (a,b) € R2.

On a
a? + b = a® + b?
= (a,b) R2(a,b).
Donc,
VY (a,b) € R?, (a,b) Ry (a,b).
Alors, la relation Ry est réflexive sur R....... (1)

Symétrie de R, :
(v ((Z, b) ) (Ca d) < ]R27 (CL, b) RQ (C7 d) == (Cv d) 7?’2 <a7 b>)7

Soient (a,b) , (c,d) € R%, on suppose (a,b) Ry (c,d) et on démontre (¢, d) Rs (a,b) .



1. Ensembles, Relations et Applications 23

On a :
(a,b) Ry (c,d) = a®+1V* =c*+ d?
= A+ d=a>+
= (Ca d) R2 (a7 b) :
Donc
Y (a,b), (c,d) € R?, (a,b) R, (c,d) = (c,d) Rz (a,b).
D’ow la relation Ry est symétrique....... (17)

Transitivité de R, :
(V(a,b),(c,d), (e, f) € R*: (a,b) Ry (c,d) et (c,d)Ra(e, f) = (a,b) Ra (e, [))?

Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R2.
On suppose (a,b) Rz (c,d) et (¢,d) R (e, f) et on démontre (a,b) Ry (e, f).
Ona:

(a,b) Ry (c,d) a? 4+ b = c? + d?
et - et
(¢, d) Ry (e, f) 4 d? = e+ f?

= a®>+ b =e?+ f2
= (a7b>R2(eaf>‘

Alors,,
Y (a,b),(c,d), (e, f) €R?: (a,b) Ry (c,d) et (c,d)Rs (e, f) = (a,b) Ra (e, f).

D’ot la relation Ro est transitive........ (131)

De (i), (ii) et (iii), on a Ry est une relation d’équivalence.

2) Déterminons (0,1) la classe d’équivalence de (0,1).
On a:

0,1) = {(a,b) €R?:(a,b) R2(0,1)} = {(a,b) € R*: a®> + b* = 0> + 1%}
= {(a,b) eR?:a>+1? =1}.
Donc la classe d’équivalence de (0,1) est le cercle de centre (0,0) et de rayon 1.

Exercise 1.13 On définit sur R} la relation binaire Ry par :

Vr,y e RY, aRyy <= FkeN:y=2a"
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1) Montrer que Ry est une relation d’ordre.
2) L’ordre Ry est-il total ¢

Solution.

1) Montrons que Ry est une relation d’ordre.

Réflexivité de R, : (Vr € R, aRix)

Soit x € Rf.
On a
Ona: =21t
donc, Ik =1€N:z =2
d’ot xR x.
Donc Vr € RY, xRix, alors la relation Ry est réflexive....... (1)

Antisymétrie de R; :
(‘v’x, y RS, 2Ry etyRiz — 2= y)?

Soient x,y € R}
On suppose xRy et yRix et on démontre x = y.

On a
TRy Jk; €Ny =ah
et — et
yRix Jky € Nz = gy

— Jkiky eN:y=(y2)"
= ki, ky € Ny = ylrkz,

Donc k1ky = 1 ce qui implique que ki = ko = 1 car ki, ky € N et par la suite

x =vy. Finalement,
Vo,y € RS, 2Ry et yRix = x = .

D’ow la relation Ry est antisymétrie........ (17)
Transitivité de R, :

(vx7y7 KAS Ri_a 'IRly et lez — $R12)7

Soient x,y,z € R,
On suppose xRy et yRiz et on démontre xR, z.
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On a
TRy Jk; eN:y=ah
et S et
YRz Jky €N : 2z = g2
— k1, kh€N:z= (x’“)l€2 = ghike
— k3 = k1.ks € N: 2z = 2" donc, 2R,z
Alors,
Vo,y,z € RS, 2Ry et yRiz = 2R, 2.
D’ow la relation Ry est transitive........ (131)

De (i), (ii) et (iii), on a Ry est une relation d’ordre.
2) L’ordre R, est-il total ¢

L’ordre R4 est total si et seulement si :
Vo,y € RS, 2Ry ou yRz.
Prenons x =2 ety =3, on a

Ak € N tel que 3 = 2F donc 2 n'est pas en relation avec 3
et

Ak € N tel que 2 = 3* donc 3 n’est pas en relation avec 2

Donc, l'ordre Ry n’est pas total, on dit que l’ordre R, est partiel.

Exercise 1.14 Soit E = {1,2,3,4}, dans P (FE), on définit la relation binaire
R par :
VA, BeP(E): ARB<«<= AC B.

1) Montrer que R est une relation d’ordre.
2) Cet ordre est-il total ?
Solution.
Ona :

PE) = {w,{l},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},}.
{3,4},{1,2,3},{1,2,4} ,{1,3,4},{2,3,4} ,{1,2,3,4}

1) Montrons que R une relation d’ordre.
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R est réflexive ?

(VA € P (E) : ARA)?
Soit A € P (E).

On a:
ARA <& ACA
A C A est toujours vraie
donc,
VA e P(E): ARA,
alors R est réflexive....... (1)

R est antisymétrique ?
(VA,Be€ P (F): (ARB et BRA) = A= B)?

Soient VA, B € P (E), on suppose ARB et BRA et on démontre que : A = B.
On a :

ARB<«<—= ACDB (1.3)
et
BRA < B C A. (1.4)
de (1.3)4+(1.4) ona: AC BetBCA.
=BCACB.
= A=18B
Donc,
VA, Be€ P (F): (ARB et BRA) = A = B,
alors N est antisymétrique....... (2)

R est transitive ?
(VA,B,C € P(E) : (ARB et BRC) = ARC)?

Soient A, B,C € P (FE), on suppose ARB et BRC' et on démontre que : ARC.
Ona:
ARB <= ACB (1.5)

et
BRC <= BCC (1.6)
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(15)+(1.6) = ACBetBCC

= ACB CC

= ACC
= ARC.
Donc
VA, B,C € P(E): (ARB et BRC) = ARC,
alors, R est transitive....... (3)

De (1),(2) et (3), on a R est une relation d’ordre.
2) L’ordre est-il total ?

L’ordre R est total si et seulement si :
VA, B € P(E): ARB ou BRA.
Prenons : A ={1,3} et B={2,4} on a :

A nest pas en relation avec B car : AL B
et
B n’est pas en relation avec A car : B ¢ A

Donc, l'ordre R n’est pas total, on dit dans ce cas : R est d’ordre partiel.

Exercise 1.15 Dans C [’ensemble des nombres complexes on définit la relation
R comme suit :
Vz,2/ € C: 2R & |z —i| = |i — 7
1) Montrer que R est une relation d’équivalence dans C.
2) Déterminer, dans le plan complexe, la classe d’équivalence de 2 + 3i.

Solution.

Dans C, la relation R est définie comme suit :
Vz,2/ € C: 2R & |z —i| = |i — 2

1) Montrons que R une relation d’équivalence dans C
R est réflexive ? (Vz € C: zR2)?
Soitz€C. Ona: 2Rz & |z—i|=i—2/<0=0
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done, Vz € C: 2Rz, alors R est réflexive....... (1)
R est symétrique ¢  (Vz,2/ € C: 2R = 2/Rz2)7

Soient z,z" € C, on suppose 2Rz et on démontre que : 2'Rz.

Ona:z2R2 = |z—i|=|i—72|
= |i—2|=|z—1|
= [ —il=|i—z|, car |z—i|=]i—z| et |i — 2| =12 —1]
= 2Nz

Done, Vz, 2 € C: 2Rz = 2'Rz, alors N est symétrique....... (2)
R est transitive 2 (Vz,2/,2" € C: (2R et Z/R2") = 2R2")?

Soient z, 7', 2" € C, on suppose zRz" et 2/Rz" et on démontre que : zRz".

Ona: 202 <= |z—i|=]i—2...... (%)
et YR = | —i|=1]i—2"|..... (xx)
(%) + (xx) = |z—i|=1]i—=2"|, car |i—2'| =12 —i|

= |z—i|=i—2"| = 2R
Done, (Vz,2',2" € C: (2RZ et 2/RZ") = zR2"), alors R est transitive....... (2)

De (1),(2) et (3), on a bien R une relation d’équivalence dans C.

2) Déterminons la classe d’équivalence de 2 + 3i.

Ona:2+3i ={2€C, 2R(1+i)}={2€C, |z—i|=i— (243},
={z€C, |z—i|=|-2-2i|=v8=2V2},
={z€C, |z—i|=2V2}.

L’ensemble des points M (x,y) est le cercle de centre A(0,1) et de rayon

r:2\/§.

1.5 Applications

Définition 1.5 Soient E, F' deux ensembles.

- On appelle application de EE dans F une relation de E dans Fdont a tout
élément x de E on lui correspond un et un seul élément y de F'. x est dit an-
técédent, E [’ensemble de départ ou des antécédents, y est appelé ['tmage, F
l’ensemble d’arrivée ou des images.

- Deuz applications sont égales si leurs ensembles de départ sont égaux, leurs

ensembles d’arrivée sont égaux et leurs valeurs également.



1. Ensembles, Relations et Applications 29

En général, on schématise une fonction ou une application f par
f: B — F
x — y=f(z).
I'={(z, f(x)),z € E} est appelé graphe de f.

Exemple 1.16

f: R — R g: R-{1} — R
T

X —

x

r—1

Dans cet exemple g est une application mais [ est une fonction et n’est pas une
application car ’élément 1 n’a pas une image dans R.

T | —
rz—1

1.5.1 Restriction et prolongement d’une application

Soit £’ un sous ensemble de F et f : E — F une application. L’application
g: E'— F telle que Vx € F' g (x)

f (z) est appelée la restriction de f a F’
et on écrit g = f/p et on dit aussi que f est le prolongement de g a E.

1.5.2 Composition des applications

Soient E, F' et GG trois ensembles et et f : F — F, g : ' — (G deux
applications. On définit ’application composée de f et g notée g o f par

Vee E:(gof)(z)=g(f(x)).

1.5.3 Injection, surjection et bijection

Soit f : E — F une application.

a) On dit que f est injective si et seulement si :

Ve,o' e B: f(x)=f(2)) = ax=2

ou d’une maniére équivalente

Ve, e E:a#a = f(x) # f(2).

b) On dit que f est surjective si et seulement si :

Vye F,3r e E:y= f(x).
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c¢) On dit que f est bijective si f a la fois injective et surjective.

Propriétés

a) [ est injective si et seulement si ’équation y = f (z) admet au plus une
solution.

a) f est surjective si et seulement si ’équation y = f (z) admet au moins une
solution.

a) f est bijective si et seulement si I’équation y = f (z) admet une et une

seule solution.

Proposition 1.1 Soient f : E — F et g : FF — G deux applications, alors
on a

1) go f estinjective = f est injective.

2) go f est surjective => g est surjective.

3) go f est bijective => [ est injective et g est surjective.

Preuve : 1) On suppose que go f est injective et on montre que f est injective.
Soient z,2’ € E : f(x) = f(2') qui est dans F. On compose par g aux deux

membres de ’égalité, on obtient

g9(f(x)) =g(f (")) gof)(x)=(gof)()

—
= x =21 car go [ est injective.
Ce qui montre que f est injective.

2) On suppose que g o f est surjective et on montre que f est surjective.

go f surjective = Vze G,Izr € E:z=(go f) ()
= drxeFE:z=g(f(x)).

En posant y = f(z) € F alors Vz € G,3y € F': z = g (y), ce qui montre que g
est, surjective.

g o f est injective

3) go f est bijective <= { = [ est injective et g est

g o f est surjective
surjective.
1.5.4 Applications réciproques

Définition 1.6 Soit f : E — F une application bijective, alors il existe une

application notée f=' définie par {1 : F — E

y=f@)=az=1"@),
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appelée application réciproque de f.

Théoréme 1.17 Théoréme : Soit f : E — F une application bijective, alors
son application réciproque f~ vérifie fof~' = Idp et f~tof = Idg. On rappelle
Ildp: EF — FE
r +— Ildg(x)==x.

Proposition 1.2 Proposition : Soient f : E — F et g : F' — G deux appli-
cations, alors on a

a) f et g sont injectives => go f est injective.

b) f et g sont surjectives => go f est surjective.

c) [ et g sont bijectives =—> go [ est bijective et (g o f)_1 = flog L

Preuve : a) On suppose que [ et g sont injectives et on montre que go f est

injective. Soient z,z’ € E, alors on a

(gof)(x)=(gof) (@) = g(f(2))=g(f())
= f(x) = f(a') car g est injective

— x =1’ car [ est injective.
Ce qui montre que 'application g o f est injective.
b) On suppose que f et g sont surjectives et on montre que g o f est
surjective.
Soit z € G, on a :

z2€G = JyeF:z=g(y) carg estsurjective

yelF = dxeFE:y=f(xr) car f est surjective

Donc, on obtient

z=gy)=g(f(x)=(g0f) ().
Ce qui montre que I'application g o f est surjective.
¢) On suppose que f et g sont bijectives, donc f et g sont surjectives et
f et g sont injectives. D’aprés a) et b) on déduit que g o f est injective et est
surjective, c’est a dire g o f est bijective.
Remarque 1.3 1. Les graphes d’une application bijective f et de son inverse

f~1 sont symétriques par rapport a la premicre bissectrice d’équation y = x.

2. Notons que si [ est bijective alors f~! est aussi bijective et (]“1)_1 = f.
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1.5.5 Image directe

Soit f : E — F une application et A un sous-ensemble de F.
On définit I'image directe de A par 'application f le sous-ensemble de F' noté
f(A):
fA) = {yeFIxeAy=[(2)}

= {f(2),zeA}.
Exemple 1.18 Soit
f: R — R
r — f(x)=2a"
et A=1[-2,1].
On a:

fA) = {f@),zeA}={axel-21]} =[0,4].

1.5.6 Image réciproque

Soit f : E — F une application et B un sous-ensemble de F'.
On définit I'image réciproque de B par 'application f le sous-ensemble de £
noté [~ (B) :
FH(B) = {x € B, f(2) € B}.

Exemple 1.19 Soit

et B =10,4].
On a

F7H[0,4]) = {zeR, f(z)€]0,4]} ={r e R, z*€]0,4]}
= {zeR0<2*<4}={reR,2?-4<0}

= {(2eR,(z-2) (x+2) <0} =[-22.
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Propriétés
Soit f : E — F une application. Soient A;, As deux parties de E et By, B>

sont deux parties de F. Alors on a :

1) Ay CAy= f(A) C f(A2). 2) f(ALUAy) = f(A)Uf(A2).
3) f(AiNAy) C f(A)Nf(A2). 4) By CBy= f"'(B)) C f'(Bs).
5) [H(B1UBy) = fH(B)Uf 1 (By). 6) fH(BiNBy)=f"1(B)Nf(By)

7) f—l (Clgl) _ 0;2:1(31)'

1.6 Exercices

Exercise 1.20 Soit f : E — F une application. Soient Ay, Ay deux parties de
E. Montrer que :

1) AiCAy= [(A1) C f(A2). 2) f(ALUA) = f(A)Uf(Az).

3) f(A1NAy) C f(A)Nf(A2)

Solution.
1) Montrons que
Al C Ay — f(Al) C f(Ag)

On suppose que Ay C Ag et on montre que f (Ay) C f(Az).
Soit y € f(Ay) :

yef(A) = FweA:y=[f(z)
— drecAy:y=f(r) car Ay C Ay

— y€ f(Ay).

Dot f (A1) C f(As).
2) Montrons que

f(A1UAg) = f(A) U f(A2).
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SOZty S f(AlLJAQ)
ye f(AAUA) <= Tz ec(AUA) y=f(x)

e [Bred oudreA):y=f()

— [Fred: y=Ff(@)] ou[Freds:y=f(z)
— yE[f(A) ouye f(A)
—

y € (f (A1) U f(A2)).
Alors,
f(ALU Ag) = f (A1) U f(A2).
3) Montrons que :
f(AINAz) C f(A)N f(Ar).
Soit y € f (A1 N Ag)

yef(ANA) = dre(AinA):y=f(x)
— [@reA etIredy) y=Ff(z)
— [Fredi: y=[f()] et [Fr e :y=f(z)
— ye [(A4) etye f(A)

= Yy (f(A)Nf(4)).
Alors,
fATNAg) C f(A)N f(Ay).

Supposons que f est injective et montrons la deuxiéme inclusion.
Soity € (f (A1) N f(Az))

ye(f(A)N[f(A2)) = yef(d) etye f(A)

dzy € Av: y=f(x)
- et

Jdug € Ay 1y = f(22)
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Donc y = f(x1) = f(x2) et f est injective, ce qui implique que 1 = x93 = .
Donc x € (A1 NAy) ety= f(x), c’est a direy € f (A1 N Ap).

Exercise 1.21 Soit f : E — F une application. Soient By, By sont deux

parties de F'. Montrer que :

1) B C B, = f_l (Bl> C f_l (BQ) . 2) f_l (Bl @) Bg) = f_l (Bl> U f_l (Bg) .
3) f(BiNBy) = f (BN f(By) 1) fH(Cp) =cf .
Solution.

1) Montrons que :
By C By == [ (B1) C [ (B).

On suppose que By C By et on montre que f~(B;) C f~1 (Bsy).
Soit x € f~1(By)

ref1(B) = fx)eB
—> f(x) € By car By C By

— z€ [ (B).

Ce qui montre que f~'(B;1) C [~ (Ba).
Alors,
B, C B, = f_l (Bl) C f_l (BQ) .

2) Montrons que :
fH(BIUBy) = fTH(B) U f (By).
Soit x € f_l (Bl U Bg)

r€ fTH (B UBy) <= f(x)€ (BUBy)
< f(x) € Biou f (z) € By

x € f7H(B1) ouw € [ (By)

[

!

rel[f7H(B1) U fTH(B)].
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Alors,
JTH(BIUBs) = fTH(B) U f(By).

3) Montrons que :
[ BN By) = [ (B) N [T (By).
Soit z € f~1(B; N By)

T e f_l (Bl ﬂBQ) <~ f(SC) € (Bl mBg>

!

f(z) € Biet f(x) € By

!

z€ f~H(By) etx € [T (By)

!

v e [fTH(B) N fTH(By)].

Alors,
J7H(BiNBy) = f(B1) N f(Ba).

4) Montrons que :
7 (ep) e

Soit x € f~1(CE)

zefH(CR) & f(z)eCy
& f(x)eFetf(x)é B
& wveFBetxd f7H(B)

o zecl P

Alors,
ffl (051) — C{?_l(Bl).

Exercise 1.22 On considére I’application

f:-1,1] — R
1

o — f(a:):1+$2.
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1) Calculer f~*({2}) et f71 ({3})-
2) FEtudier linjectivité et la surjectivité de f.

Solution.

DI () =

ve fr{i}) &= zel[-1,1 etf(x):%
— ze[-1,1] etljﬁ_%
— xel[-1,1] etz?*—1=0
— zel-1,1] etx=+1
< x=1oux=-—1.
D"“f ({%})—{—1,1}-
({2h) =
zef1({2}) <= ze[-L1] et f(z)=
— we[-1,1] et ! =2

1+ 2?2
— we[-1,1] eta?= 5 impossible.

Doupz € [~ ({2}) = ' ({2}) = 0.
2) Injectivité de f7
De la premiére question, on a f (1) = f(—1) = 3 Donc f n’est pas injective.
Surjectivité de f7?
De la premiére question, flz € [~1,1] : f (x) = 2. Donc f n'est pas surjective.

Exercise 1.23 Soit f l'application définie par :

f: R—R

v fl@)=

14 22

1) Calculer f({—1,1}) et f~1({—1}).
2) f est-elle injective ? surjective ? bijective ¢
3) Donner des intervalles I et J, tels que lapplication f : I — J soit

bijective.
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4) Dans ce cas, déterminer son application réciproque f=1.
Solution.
Soit f Uapplication définie par :

f: R—R
1
14 a2

v f()=
1) Calculons f({—1,1}) et f71({-1}).
FA-11}) = {f(2)/r e {-1,1}} = {f(=1), F()} = {5}

done, F({-1,1}) = {5).
S = {reR/f(@) € {~1}} = {z e R/f(x) = —1}

= (s R/ =1} = {reR/? = —2} =0,

done, f7H({-1}) = 0.
2) [ est-elle injective ? surjective ? bijective ?

- Injectivité de f :
(Voy, 20 € R: f(21) = f (22) = 11 = 22)7?

, mais 1 # —1

e.

Ona: f(1)=f(-1)=

donc, f n’est pas injecti

SN =

- Surjectivité de f :
VyeRIxeR:y=f(x))?

On a :y = —1 n'a pas d’antécédent (d’aprés la question précédente).

donc, f n'est pas surjective.

- Byectivité de | :

f n’est pas bijective car elle n’est pas surjective.

3) Donnons des intervalles I et J, tels que Uapplication f : I — J soit

bijective :
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Résolvons l'équation y = f(x) ovy € J et x a déterminer d’une maniére
unique dans 1.
Ona :

A=4(y—y?) = A>0&y€0,1]
les racines de ’équation (1) sont

— 1 — 1 —
V2 | et ) RPNV [l )

) Y
Donc, des intervalles I et J sont : I =]0,+o0o[ et J =]0,1[ . 1l est facile de

vérifier que
f:1I=]0,4+o00[— J =]0,1]

est une une application bijective.

Remarque : on peut aussi considérer la bijection f : I =] — c0,0]— J =
10, 1[.
4) Déterminons, dans ce cas, l'application réciproque f=1.

L’application réciproque de la bijection f :] — oo, 0[—]0, 1] est la suivante :

7t )01 — ]—o00,0]

y o gy = Y

Exercise 1.24 On considére les deux applications suivantes :

f: R — R g: R — R

r — f(z)=3-2x r — g(x) =22

1) f est-elle injective ? surjective ?
2) Caleuler f({—4,3}), f(J1,400]) et f~(] — 00, 0]).
3) Déterminer lapplication gof et calculer (gof)(0), (gof)(3) et (gof) 1 ({—1}).
4) gof est-elle injective ¢ surjective ? bijective ?
5) Donner des intervalles I et J, tels que Uapplication gof : I — J soit
bijective. Déterminer, dans ce cas, l’application réciproque (gof)™1.

Solution.
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On consideére les deux applications suivantes :

f: R — R g: R — R
2

r — f(r)=3-2z r — g(z)=2%

1) f est-elle injective ? surjective ¢

Injectivité de f :
(Vzy, 29 € R: f(x1) = f(22) = 1 = 29)7?

Soient x1, s € R :on suppose f(x1) = f(x2) et on démontre x1 = xs.

On a:
f(l’l) = f(l’g) = 3—2x1=3— 219

— —21’1 = —2132

— I1 = X2.
Alors
(Vop, 20 € R f (21) = f (22) = 71 = 29) .

Donc f est injective.

Surjectivité de f :
VyeRIAreR:y= f(x))?

Soity e R, 3%z e R:y = f(x).

On a:
y=fz) = y=3—-2
3—vy
) = —
Ty
Donc
3—y

VyGR,EI:U:TER:f(a:):y.

D’ou f est surjective, on conclut que f est bijective,
2) Calculons f({—4,3}), f(]1,+o0[) et f~1(] — o0, 0]).
Ona:
f{=4.3}) = {f(2)/z € {-4,3}}

= {f(=4), f(3)} = {=3,11}.
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Alors,
f({=4,3}) = {-=3,11}.
Ona :
fL00]) = {f(z)/z €]1,00[}
= | —o00,1[ ( car f est décroissante).
Alors,
f(1, 00[) =] = 00, 1].
Ona:

[ =000)) = {zeR/ f(x) €] -00,0} ={z R/ f(z) <0}

= {reR/ 3-2x<0}={reR/ x>;}:]ga+00[

Donc,

£71 = 00,00 =13, +oo].

3) Déterminons lapplication gof et calculons (gof)(0), (gof)(3) et (gof) 1 ({—1}).
Déterminons ’application gof :
Soit x € R.
(gof)(z) = g(f(z)) = (3 —2x)?

= 422 —12x+09.

Donc
gof : R — R

r — (gof)(z) = 42% — 122 +9.
Calculons (gof)(0), (gof)(3) et (gof) " ({—1}) :

(gof)(0) = 4(0)2—12x0+9 =09.

(gof)(3) = 4(3)*—12x(3)+9 =09.
et

(gof)'({=1}) = {zeR/(gof)(x) € {~1}} = {z € R/(gof)(z) = —1}

= {zeR/42* - 122+ 9= -1} = {2z € R/22% — 62+ 5 = 0}
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Ona:A=36—40 = —4 < 0, donc l’équation n’admet pas de racine dans
R.

Alors, (gof)~'({—1}) = 0.

4) gof est-elle injective ¢ surjective ¢ bijective ?

Injectivité de gof :
(Va1, 22 € R:gof (21) = gof (z2) = @1 = 22)7

On a : (gof)(0) = (gof)(3) =9 mais 0 # 3, donc gof n’est pas injective car
y =9 admet deux antécédents (d’aprés la question précédente).

Surjectivité de gof :
(Vy e R3x e R:y=gof (x))?

On a :y = —1 n'a pas d’antécédents dans R (d’aprés la question précédente).

Donc gof n’est pas surjective.

Bijectivité de gof :

gof m'est pas bijective car elle n’est pas surjective (ou car elle n’est pas injec-
tive).

Donnons des intervalles I et J, tels que ['application gof : I — J soit
bijective : Résolvons l'équation y = (gof)(x) ouy € J et x a déterminer d’une
maniére unique dans 1.

Ona:
y=42> =122+ 9 422 — 122+ 9 —y =0..... (1)

A =144 — 4 x 49 — y) = 16y

A>0 ssi y>0=yel0,+o00]

les racines de [’équation (1) sont :

12 + /16y 3 \/§
r=——" = -4
8 2 2

et
12 — /16y 3 \/ﬂ
=g T Ty

Le tableau de variation

3
Il est facile de vérifier que gof : I = [§,+oo[—> J = [0,400] est une

bijection.
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Remarque : on peut aussi considérer la bijection gof : I =] —o00, =] — J =
[0, +o00].

Déterminons, dans ce cas, lapplication réciproque (gof)™t : L’application

réciproque de la bijection gof : I = [5, +oo[— J = [0, +o0] est la suivante :

3
(gof)_l : [07 +OO[ - [57 +OO[
Yy % + ﬂ
2
Remarque : L’application réciproque de la bijection gof : I =] — o0, =] — J =
[0, 400[ est

3
(gof)_l : [07 +OO[ - ] — 00, 5]
y % —
Exercise 1.25 Considérons application f définie par :
f: R — R
2z
v F@ =
1) Etudier Uinjectivité, la surjectivité et la bijectivité de f.
2) Montrer que f (R) =[-1,1].
Corrigé de l’exercice
Considérons application f définie par :
f: R — R
2z
1422

v — f(z)

1) Etudions Uinjectivité, la surjectivité et la bijectivité de f.

Injectivité de f :

(Vor, 20 €R: f(21) = f (22) = 21 = 22)7
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1 1
Donc f n’est pas injective car f (2) = f (5) mais 2 # 5
Surjectivité de f :

VyeRAxreR:y= f(x))?

f n’est pas surjective car y =2 (par exemple) n'a pas d’antécédent. En effet,

2z

f(x)=2 @:»1+m2:2

— 2x=2(1+2?%

«— -z +1=0

et léquation 2 — x + 1 = 0 n’admet pas de solutions réelles.
Bijectivité de f : f n’est pas bijective car elle n’est pas injective (ou bien car
elle n’est pas surjective).

2) Montrons que f (R) =[-1,1].

On a : f(R) ={yeR/FxeR:y=f(x)}

2z
= ceR/dxeR:y=
[remmen.y-525)

={yeR/Ix € R: ya? — 2z + y = 0}
A=4—4y* donc, A>0siye[-1,1]

Alors f(R) =[-1,1].

Exercise 1.26 Soit [’application f : R — R, définie par f (z) = 2* — z.

1) f est-elle injective ? f est-elle surjective ?

2) Déterminer f([—1,2]), f(R) et f~*([0,1]).

3) Donner des intervalles I et J, tels que lapplication f : I — J, soit
bijective. Puis déterminer ’application réciproque f='.

Solution.

Soit Uapplication f: R — R, définie par f () =22 —x

1) [ est-elle injective ? [ n’est pas injective car f (0) =0 = f (1) mais

0# 1.
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f est-elle surjective ?

f nlest pas surjective car siy = —4 on aura x> — v = -4 =22 —x+4=0
n‘admet pas de racine dans R car A\ = —15 < 0 c’est & dire y = —4, Az dans R
tel que f (z) = —4.

2) Déterminons [ ([—1,2]), f(R) et f~1([0,1]).

F(-1,2) = f ([—1%] g EQD
e[

car f décroissante sur |—1, 5] et f croissante sur {— 2] .

2’
f(R) = {—i,—i—oo{.
F7H(0,1]) = 1_2\/3,0]U 1,14_2\/S car f(x)=0=x=0o0uz=1
etf(:v):1:>9c:1_2\/5ouazzlj;\/S

(Utiliser le tableau de variation de l’application f)

3) Les intervalles I et J, tels que ’application f : I — J, soit bijec-
tive. ) . )

On prends I = {5,%—00[ et J= [_Z’+OO[ . L’application f : {5,+oo[—>
[—i, 400 [, est bijective.

4) Déterminons ’application réciproque 1.

Soit y € T +o0o| , on calcule x en fonction dey. Ona:y=12?—1=
1 1—-y1+4+4
?’—x—y=0, A=1+4y >0, (cary € {_Z’—i_oo{)' Donc,x:%.

Alors, Uapplication réciproque f~' est

o] = o]
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