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2.1 Introduction

L’équation z? + 3 = 0 dans R n’admet pas de solution. Donc, il faut ici

considérer I’ensemble plus large C des nombres complexes, on a :

NcQcZcRcC

2.2 L’ensemble des nombres complexes C

2.2.1 Définition d’'un nombre complexe

Définition 2.1 Un nombre compleze est un couple (z,y) € R?, que l’on notera
par z = x + iy ou i’ = —1. Cette écriture du nombre complexe z est unique et
est appelée forme algébrique ou cartésienne de z, de plus

xr = Rez : est appelée la partie réelle de z.

y =Imz : est appelée la partie imaginaire de z.

On écrit aussi z = Rez + iIm z.

On note C l’ensemble des nombres complexes.

Siy =0, alors z =x. Dans ce cas on dira que z est réel.

Six =0, alors z =y. Dans ce cas on dira que z est imaginaire pur.

Exemple 2.1 2 =2+43i, 2= —2i, 2=0, 2 =7+ %i, z =9 sont des nombres

complexes.

2.2.2 Opérations dans C

Soient z = = + iy et 2/ = 2’ + iy’ deux nombres complexes, alors on définit
les opérations suivantes :
Addition :

z+ = (v +iy)+ @ +iy) = (x+2)+ily+y).
Multiplication :
2.2 = (x +iy) (@ + 1)) = (x2’ — yy') + i (xy/ + 2'y) .

On développe en suivant les régles de la multiplication usuelle avec la conven-
tion suivante : i2 = —1.

Multiplication par un scalaire : \z = (Az) +i(\y) ou A € R.
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Exemple 2.2 Soient zy = 3+ 21 et 2o = %—1—42' deux nombres complexes. On a :

2422 = (3+20) + (3 +4i) =1 +6i
2120 = (34 20) (5 +4i) = —2 + 134

2=(342)=5+12

Remarque :

- On dit que z = 2’ si et seulement si z =2’ et y = 3/.

- Un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie
imaginaire sont nuls.

Définition 2.2 (Conjugué d’un nombre compleze).

Soit 2 = x + iy un nombre complexe avec (x,y) € R%. On appelle conjugué
de z et on note Z le complexe Z = x — 1y.

Propriétés.

Soient z et 2’ deux nombres complexe, alors on a :

1) =2 4) 2 1=(3)"
2) z+2=z+72 5) z+Z=2Rez
3) 2.2 =72 6) 2—z=2Imz

Exemple 2.3 Soient 21 = 1+ 2i et zo = 4 — 3¢ deux nombres complexes. On a :

Z1=(142)=1—-2i,Z,=(4—3i) =4+ 3i

Exercise 2.4 Donner la forme algébrique des complexes suivants :

.
1) 2= (4— ) (24 30) 3) zgzgj;.
1

1+ 22 141

2) 22=(a+bi)2 ot a,beR 4) 2z = 1t;—|—2j322.

Solution.
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o= (4—i)(2+3i) =11+ 10i
2z = (a+bi)® = a®— b+ 2abi

1+i (1+i)3=2) 5 1.
Z3 = = =— 4 —1

342 (3+2)(3-2i) 13 13

_ o L42% 14i (1420140, (1+4)(2-3i)
T TS T2xsi . (I—)(+i) | (2+30)(2-30)

(18 (5 1N\ _ 3 8T,
—\T2 7% 13 13') "26 " 26"

Définition 2.3 (Module d’un nombre complexe)

Soit z = x + iy un nombre complezxe.

On appelle module de z et on note |z| le nombre réel positif ou nul défini par

ol = Va4

Propriétés :

Soit z et 2’ deux nombres complexe, alors on :
)

1 1
1) |z] = V2zZ. 5 || = 5k avec z # 0.
z z
2| _ I
2) |z| >0. 6) = T avec 2’ # 0.
3) |2]=0&2=0. 7 |z 42 <z + 7]
4) [z = 2] [¢]. 8) Izl =l <[z = 2.

Exemple 2.5 Soient z1 = —1 4+ 2i et zo = 2 — 31 deux nombres complexes. On



2. Nombres Complexes 50

21 = |1+ 2i] = /(-1)* + (2* = V5
20 = [2 = 3i] = /(2)? + (=3)* = VI3

1 1 1 V5

ol [—1+2i 5 5

21 _|21|_ \/3

2| |22 _\/ﬁ

2.2.3 Le plan complexe

- —
t, )
A tout nombre complexe z = z + iy, on associe le point M (z,y) de coordon-

Soit le plan (P) muni du repére orthonormé (O,

nées (z,y) . Par définition :
- Le point M est I'image de z.
- Le nombre z est I'affixe du point M.

D’apres le théoréme de Pythagore, on a OM? = 2%+ c’est a dire OM = |z|.

2.2.4 Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Définition 2.4 Soit z un nombre complexe non nul.

On appelle argument de z et on note arg(z) toute mesure 0 dans [0, 27|
de l’angle (7,()—J\>4>, et on écrit arg(z) = 0 + 2kn/k € Z, (on écrit aussi
arg (z) =0 [n]). et on a :

cosf = 1,
2]

sinf = ﬂ.
2]

On appelle forme trigonométrique de z la représentation suivante :
z=r(cosf+isinf) our =|z| et =argz
On note aussi la forme trigonométrique d’un complexe z par z = [r,0)].

Propriétés.
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Soient z = r(cosf +isinf) et 2’ = 1’ (cos@ +isinf’) deux nombres com-

plexes sous forme trigonométrique, alors on a :

1) z=2"sietseulement sir=1"et 0 =10"
2) z.2'=rr'(cos(+6)+isin(6+0)).

3) 2" =71"(cos(nh)+isin(nh)),n € N. (formule de Moivre).

4) % = % (cos (—0) +isin (—0)) avec z # 0.

5) - ﬁ/ (cos (0 —6') +isin (0 —0')) avec 2’ # 0.
r

2
Notation exponentielle

Pour tout réel #, nous définissons la notation exponentielle par e? = cosf +

¢ sin 6. Donc tout nombre complexe s’écrit sous la forme exponentielle suivante :

z = re'?,

Exercise 2.6 I) Donner la forme trigonométrique et la forme exponentielle des

complexes suivants :

1) 21 = 2+ 2\/§Z 3) Z3 — Z1%2
4
2) z9=1—1 4) 24 =

‘1

a)

II) Calculer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complezes

p 2022 P 2024
A (_) et B— <_) |
z9 z9

III) Résoudre dans C [’équations suivantes :

sutvants :

1) 2—-202+)Z+6+8 =0

2) ix2—22—i=0

Solution.

I) Donnons la forme trigonométrique et la forme exponentielle des complexes
suivants :
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1) Ona : 2z =2+ 2V/3i, donc |z1| = /22 + (2\/5)2 =4

Soit 0, € [0,2r] argument de z1, donc on a :

9 X1 2 1

coslth = —=-=—

! |Zl| 4 2’

Gag = 1 _2V3_ V3
YT a4 2

Dow 6, = g + 2kn/k € Z.

T .. T . .
21 =4 (cos 3 + 7sin g) est la forme trigonométrique de z;.
et
s

z21 = 4€Z§ est la forme exponentielle de z;.

2) Ona:z=1—1, donc || =1+ =2
Soit 05 € (0,27 [’argument de zy, donc on a :

(
1
cos By = L2 L
| 2] 2

[

=

sin 92 = 2

-1
\ |22‘ B \/§ B 2

On obtient : 0 = _TW + 2k /k € Z.

2 =2 (COS _Tﬂ + ¢ sin _TW) est la forme trigonométrique de z.

et
—
2y = \/§ez 4 est la forme exponentielle de z.
3) On a :
23 — 2129
= 4/2 (cosg —i—ising) <COS_T7T —|—z'sin_T7T
T T T
-t {on (5 ) i (3 )
\/_ CcOos 3 1 —|7—Tz Sin 3 1
= 4v/2 (cos T2 + 7 sin E) est la forme trigonométriques de z3.
s

et z3 = 4\/§ezﬁ est la forme exponentielle de z3.
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4) On a :

(1 (g +im))
Zil B COSs 3 7 S111 3

Z4 = —_— =
2 \/§ (cos Tﬂ + ¢sin %)

44 cos4—7r+isin4—7r
3 3 256( <47r+7r>+,. <47r+7r>)
— = —|cos| —+— isin (| — + —
ﬂ(cos%j%sin%) \/§ 3 4

256
V2

197 . 197 . .
Cos T + 7sin T est la forme trigonométriques de zy.

197
256 i—%
et z4= —26 12 est la forme exponentielle de zy.

II) Calculons la partie réelle et la partie imaginaire du mombre complexe
2\ 2022
A= (-1) .
22

T .. T
4(cos§+zs1n—>

0" (oo .i>2®BG+§)Hm%§+9)

sutvant :

On a:

cos — +is8in —

4 4

_ 4 77T+,_ T
= cosl2 zsm12
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Donc,

5\ 2022 - 7\ 2022
A:(z—;) = (4(COSE+ZSHIE))

7(2022 7(2022
= 42022 <cos—( 5 ) —l—z’sin—( T )W>

3 3
— 42022 <cos <11787r + ;) +isin (11787r i 7”))
= 42022 <COS <3§) + 7sin (37”)) = 420225

2022

z
On obtient : A= (=X —42022§ est la forme algébrique de A.
22

On conclut que la partie réelle de A est nulle et que la partie imaginaire de
A est —42022,

Calculons la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe suivant :
0\ 2024
B= (_1)
)
2024 2024
B = 2 = (4 cos7—7r—|—zsm7—7r
29 12 12
7(2024) . (T7(2024) 7
_ 42024
= 4 (cos( B )+zsm< D
2m 2
( (118O7T +5 > +isin <11807r + %))
2
- (o(3) ()

1 \/_> B 42023 . 42024, /3

— 42024

— 42024

2 '3

est la forme algébrique de

2024
42024 42024, /3
On obtient : B = (i) = — 5 +1 2\/_

22
B.
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2024

On conclut que la partie réelle de B est —

42024 \/g

A est )
2

III) Résolvons dans C [’équations suivantes :

et que la partie imaginaire de

1) Résolvons [’équation :
2 —2(241)Z+6+8i = 0.
On pose z = x + 1y donc Z = x — iy

2—2024)Z+6+8=0 & (r+iy) —22+4)(x—iy)+6+8 =0

& (3r—2y+6)+(8—-2v+5y)i=0

=
—27+ 5y +8=0...(2)
de (1) ona:x= —3Y + 2, on remplace dans (2) on obtient :
2 19
12 2 12 46
donc, y=——dotr=—|——)+2=—.
19 3 19 19
46 12

Alors, la solution de ’équation est z = 0~ 1—92.
2) Résolvons dans C l’équation suivante :

iz2—2z—i=0.

On pose z =x + 1y donczZ = x — 1y
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On a:

i?2—-22—1=0 =

i(z+iy)’ —2(@x—iy)—i=0

= (2 —y?+2ayi) —2(x—iy) —i=0
= 2% —y*i—2ay—20+2yi—i=0
= (—2zy—2z)+i(z*—y*+2y—1)=0
—22y — 22 = 0..cceenn, (1)
= 9
| 2 — P+ 2y —1=0..... (2)
(2 (y+1) =0 (1)
=
| 2=y +2y—1=0....... (2)
de léquation (1) ona :x =0 ouy = —1

en remplace dans l'équation (2) on obtient :

Six =0, on aura

¥ 4+2y—1=0 = y¥*-2y+1=0

donc, y = 1.

= (y—1%=0

Siy=—1,onauraz’*—-1—-2—-1=0=22>=4, doncx =2 oux = —2

Alors, la solution de ’équation est z1 =1, 20 =2 — 1 et 23 = —2 — 1

2.3 Equation du second degré dans C

2.3.1 Equations du second degré a coefficients réels

Proposition 2.1 L’équation du second degré

az? +bz+c=0....... (E)

ot a,b,c € R et a # 0, posséde deux racines z, et zs.
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Soit A\ = b — 4ac le discriminant.

Si A >0, alors l'équation (E) posséde deux racines réelles sont

—b— A —b+ VA
7= — et 2g = —————.
2a 2a

Si A\ <0, alors l'équation (E) posséde deuz racines complexes conjugués sont

b/  —btiy=A

“ 2a ct 2= 2a
. , —b
Et si A =0 alors (E) posséde une solution réelle double zy = zo = EvE
a
Exercise 2.7 Résoudre dans C les équations suivantes :
1) 22-52+6=0, 2) 22—-22+5=0, 3) 22-22+1=0

Solution.
1) Résolvons I'équation : 2> — 5z +6 = 0..... (1)
Ona:A = (=5)°—4(1)(6) =1 > 0, alors Uéquation (1) possede deux

racines réelles sont

5—1 5+1
zlzT:2 et ZQZTZS.

2) Résolvons ’équation : z* —2z+5 = 0..... (2)
Ona:A = (=2)7—4(1)(5) = —16 = (4i)*, alors l’équation (E) posséde

deux racines complexes conjugués sont

—(—2) — 4i —(=2) + 4i
B ) B R B . R Y}
2(1) 2(1)
, T
3)Résolvons ’équation : g% % +2=0.....(3)
1
Ona:N=(-1)7—-4 <§> (2) = 0, alors (3) posséde une solution réelle

double z; = 29 =
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2.4 Racines n'“"” d’un nombre complexe

2.4.1 Racines carrées d’un nombre complexe

Soit Z = a + ib un complexe avec a,b € R. On appelle racines carrées de 7,
les solutions z dans C, de ’équation 2% = Z.

Méthode de résolution algébrique de 22 = Z.

Posons Z = a + ib et désignons par x + iy une des racines carrées de Z. On

2=7 = (z+iy)’=a+ib
— (2 —9y*)+1i(2zvy) =a+ib

-y =a ... (1)
=7 2zy=b ... (2)
2242 =Va2 + 02 ... (3)
La résolution de ce systéme nous donne les racines carrées z de Z.

Méthode de résolution trigonométrique de 2? = Z.

Soit Z = r (cos @ + i sin §) un complexe. Le nombre complexe z = p (cos a + i sin «)
est la racine de 22 = Z, on a :

2 =7 < r(cosf +isinf) = p? (cos 2a + i sin 2a)

d’ou

pZ:T p:\/F

20 =0+ 2kr/k € Z a:g+k7r/k€{0,1}

Conclusion : Les solutions de I’équation 22 = Z sont :

0 0 0 0
z1 = ﬁ(00s§+isin§> et 222\5(003 <§+7T) + i sin (§+7r>).

Exemple 2.8 Déterminer les racines carrées de —3 + 4i, par la méthode de

résolution algébrique.
Désignons par x + iy une des racines carrées de Z. On a :
2= -3+4+4i == (v+iy)’ =-3+4,
— (22— 9% +i(2zy) = -3 + 44,
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d’ot
-yt =-3 .. (1)
A== y=4 ... (2)
?4+yt=5 .. (3)
De (1) et (3) ona: 222 =2 ovx =1 oux = —1, de l"équation (2) on aura :
2 2
Si x =1 on obtient y=—=-=2
Ty by
St x=—1onobtient y=—=—=-2
r -1
Alors, les racines carrées de —3 + 4i sont :
Exemple 2.9 Déterminer les racines carrées de Z = —1 + \/gz', par la méthode

de résolution trigonométrique.

On écrit d’abord Z sous la forme trigonométrique.

|Z| = \/(—1)2 + (\/§)2 =2, soit 0 € [0,2r] argument de Z, donc on a :

T -1
cosl) = — = —,

2] 2

2T
D’ow €:?+2k7r/k;€Z.

. y V3
sinf = = = —.

2| 2

2 2
21 =2 <cos ?ﬂ + i sin %) est la forme trigonométriques de Z.

Le nombre complexe z = p(cosa +isina) est la racine de 2> = Z, on a :

2 2
P =72 <cos?7r +isin§> = p? (cos 2 + i sin 2a)

9 =
T
204:%—1—2/{:#//{;62 Oz:§+k7r/k€{0,1}

Alors, les racines carrées de —1 + V/3i sont :

4 4
21:\/§<cosg+ising> et 2’2:\/5(608%-}-2'8111%).
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2.4.2 Equations du second degré a coefficients complexes

Proposition 2.2 L’équation du second degré

ot a,b,c € C et a+#0, posséde deur solutions z, et zo dans C.
Soit A\ = b*> — 4dac le discriminant et & une racine carrée de /\. Alors les

solutions sont

—b—9 —b+4
2 = et 29 = .
2a 2a
—b
Et si A =0 alors (E) posséde une solution double z1 = z9 = 90
a
Exercise 2.10 Résoudre dans C [’équation suivante :
22— (3+4i)z—(1-5i)=0 (2.1)

Solution.

Le discriminant vaut
A=(B+4)+4(1)(1—-5i)=—-3+4i
Soit & = a + 1b une des racines carrées de /\. On a :

0 =-3+4i < (a+ib)’=—-3+4i
— (a®*—V*)+i(2ab) = -3+ 4

D’ou
a?—b?=-3 .. (1)
0 =-3+4i<=1< 2ab=4 ... (2)
ad+0=5 ... (3)

De (1) et (3) ona: 24> =2 ot a =1 oua = —1, de l'équation (2) on

aura :

2 2
St a=1 on obtient b=—-=—-=2
a 9 1 9
St a=—1 on obtient b=—-=—=-2
a -1
Done, § = 1+ 2i ou d = —1 — 2i, alors l’équation (2.1) posséde deux racines
complexes sont
(34 4i) + (1 + 29) :
= =243
21 2(1) + 3t
et

B4 —(1+2)
2= 2 (1) =1tz
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2.4.3 Racines n'“"** d’un nombre complexe

Soit Z = r (cosf + isinf) un complexe. On appelle racines n®"** de Z, les
solutions z dans C, de I’équation 2" = Z, n € N —{0, 1, 2}.
Posons z = p(cosa + isin ) est la racine de 2" = Z, on a :

2" =7 < r(cosl+isinf) = p" (cosna + isinna)

d’ou
pn:r P:{L/F
= 0 k
no=0+2kr/k €l a:—+2—ﬂ/0§k§n—1.
n n

Conclusion : L’ensemble des solutions de I’équation 2" = Z sont :

2 2
ZkzC/F(cos(ngﬂ)+isin<g+ﬁ)>/0§k§"_l-
n n n

n

2.4.4 Racines n'“" de ’unité

Les racines n'®™ de 'unité sont les solutions de ’équation z" = 1. Les

solutions de cette équation sont : zg, 21, ..., z,_1 ol

2k 2k
2L = <cos (Tﬂ) + 4 sin (Tﬂ)) /0<k<n-—1.

Exemple 2.11 Trouver les racines cubiques de Z = 1, et vérifier que la sommes
de ces racines et nul.
On écrit d’abord Z sous la forme trigonométriques.
On a:
2] = /(1 + (0 =1

Soit 0 € (0,2 [’argument de 1, donc :
x
cosl) = — =

|Z]

. y
=2 ==
Sin ‘ ’ 1
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On obtient : 0 = 0+ 2kn/k € Z. on écrit aussi : 2kn [k € Z.
z=1(cos0+isin0) est la forme trigonométriques de 1.
Cherchons z = p (cosa + isina) tel que z3 =1, d’on
B=1 p=1

2
3a = 2%kn/k € Z a:%,ke{o,lﬂ}.

Cas k=0, on aura : o =0 donc :
2o = 1(cos0+ isin0) = 1.
27

Cas k=1, on aura : « = — donc :
271
2T . 2w - .
21 =1 cosg+zs1n? =e 3 =]
4
Cas k = 2, on aura :az%danc :
4
1 47T+,. 47 ? 2
z9=1(cos— +isin— | =e = j°.
2 3 3 J

Conclusion : les racines cubiques de 1 sont : 1, j et j>
Vérifions que -1+ j +52 =0
Ona:

Lt j+i7 =7+ j+77 =i+ j+j°), carj?=1
donc,

G-1)(1+ j+7*)=0 dou 1+ j+j2=0carj#1

Exemple 2.12 Trouver les 5-racines de Z = 16v/2 — 161/2i.
On écrit d’abord Z sous la forme trigonométriques.
Ona:

17| = \/(16\/5)2 + (16\/5)2 — 32
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Soit 6 € [0,2nw] argument de Z, donc :

( h_ @ 16v2 V2
| Z]| 32 2’
. y  —16vV2 -2
sinf = = = = .
|Z] 32 2

\

On obtient : 0 = % +2km/k € Z. on écrit aussi : 0 = T + 2kn/k € Z.

7 7
2z =32 (cos Iﬂ + 2 sin Iﬂ) est la forme trigonométriques de Z.

Cherchons z = p (cosa + isina) tel que 25 = Z, d’on

p° = 32 p=v32=2
7 = 7 2k
5a:f+2m/kez a—2—g+i ke {0,1,2,3,4}.
Cas k=0, on aura : a = I donc :
20
5 I n I
20 =2 cos — +isin —
0 20 20
m 2w 3w
Cas k , OM aura : Q 20 + 5 1 donc :
n 3r
cos— isin — | .
4
2(2) 2
Cas k =2, on aura : a = 7—7T W:ﬁ donc :
20 5 20
9 23w s 23T
— —_— mnmn— .
29 cos — 1 18 50
2 1
Cas k =3, on aura :a:7—7r (3) :3_7r donc
20 5 20
9 3l n 31w
=2|cos— +isin —
E 20 20
T 2(4)m 397
as , 0N aura : o 20 + 5 50 onc
9 (co 397 s 397
z4 =2 | cos—— +isin— | .
! 20 20

Conclusion : L’ensemble solutions de ’équation z° = Z est :

{Z07 21y %2y 23, Z4} .
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2.5 Exercices
Exercise 2.13 Résoudre dans C les équations suivantes :
1) 22— 2(2+1i)z+6+8i=0.
2) 22— (1+iV3)z—14iV3=0.
3) 22— 2% +2i(sina) e =0, ova €R.
4) 2% — (15 + 304) 22 — 88 + 234i = 0 cette équation est dite bicarrée.
223 — (1 —1i) 22+ (1 +14) 2 + 20 = 0, sachant qu’elle & une racine imaginaire pur.

Solution.
1) Résolvons [’équation

22 —2(2+1i)2+6+8 =0.
Le discriminant vaut
A =42+ —4(1)(6+8i) = —12 — 16
Soit 6 = a + ib une des racines carrées de /. On a :

0 =-12-16i < (a+ib)’=—12—16i
<~ (a®—V?) +i(2ab) = —12 — 16i

D’ov,
a®— b =—-12 .. (1)
6 =-3+4i<=< 2ab=—-16 ... (2)
a?+ =20 ... (3)
De (1) et (3) ona : 2a*> =8 otta = 2 oua = —2, de "équation (2) on
aura :
‘ . -8 =8
St a=2onobtient b=—=—=—-4
a 2—8
St a= -2 onobtient b=—=—=4
a -2
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Donc, § =2—41 oud = —2+4i, alors l’équation posséde deux racines complexes
sont 2(24+4) + (2 — 4i)
+1)+ (2 -4
21 9 (1) 7
et
212+14) —(2—4
29 = (2+9) Z):1—1—3i

2(1)

2) Résolvons l’équation suivante :
2 (1+V3)z—1+iv3=0.
Le discriminant vaut
A= (1+z\/§>2 —4(1) (—1+i\/§> —2_2iV/3
Soit § = a + ib une des racines carrées de /. On a :

02 =2-2iV/3 < (a+ib)’>=2-2iV3
— (a® —b?) +i(2ab) =2 — 2iV/3

D’ou
a?—0=2 .. (1)
6 =-3+4i =1 2ab=—-2V3 .. (2)
ad+bv=4 ... (3)
De (1) et (3) on a : 2a> =6 otva = /3 oua = —/3, de ’équation (2) on
aura : /3 /3
-3 —=V3
Si a=+/3 on obtient b= =—=-1
a V3
-8 —v3
St a= —+/3 on obtient b:—:izl
PR
Done, § = \/3—i oud = —v/3+i, alors Uéquation posséde deux racines complexes
sont
_ (v +(VB-i) _14v3 VBT
1= 2(1) -2 2
et
(144v3) — (V3 —1) 1-V3_ VB+1,
9 = = 1

2(1) 2 2

3) Résolvons ’équation suivante :

22— 2"z + 2i(sina) e =0, oo € R.
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Le discriminant vaut

A = (267) —4(1) (2 (sina) )
= 4(e"™ — 2isina) e =4 ('™ — 2isina) e
= 4(cosa+isina —2isina) e =4 (cosa — isina) e

= 4(cos(—a) +isin(—a)) e = de i = 4 = (2)%.
Alors léquation posséde deux racines complexes sont :

2ei 4+ 2 14 i ; 2’ — 2 14 efe
= = e e 29 = =—1+e"
2(1) T2

21

4) Résolvons I’équation suivante :
24— (15 + 30¢) 22 — 88 4 234i = 0.

cette équation est dite bicarrée.

On pose d’abord W = 22, donc ’équation bicarrée devient :
W2 — (154 30i) W — 88 4 234i = 0
Le discriminant vaut
A= (15+ 302’)2 —4(1) (—88 4 234i) = —323 — 361
Soit 0 = a + ib une des racines carrées de /\. On a :

02 = —323 —36i <= (a+ib)® = —323 — 36i
— (a® —b%) +i(2ab) = —323 — 36i

Dot
a? —b? = —323 ... (1)
67 =323 —36i <= { 2ab=—36 .. (2)
a? +b* =325 ... (3)

De (1) et (3) ona: 2a*> =2 ota =1 oua = —1, de Iéquation (2) on

aura : 18 18
S7 a=1 on obtient b:__:_T:_18
a
—1 —-1
St a= —1 on obtient b:—8:—18:18
a[ JR—
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Donc, 6 = 1 — 18 ou 6 = —1 + 18, alors l’équation posséde deux racines

complexes sont
(15 + 307) + (1 — 184)

Wy = 2 (1) =8+ 61
et
W, = (15+301)—(1—181):7+24Z.

2(1)
Mais on a : W = 22
Cas 1 : W =8+ 6i = 22, on pose z = x + iy une des racines carrées de /\.

Ona:
2 =846i < (z+iy)*=8+6i

— (2 —y?) +1i(2zy) = 8+ 61

Dot
-y =8 .. (1)
22 =846i<<{ 20y=6 ... (2)
4y =10 ... (3)

De (1) et (3) on a : 22* =18 ov x; = 3 ou 3 = —3, de 'équation (2) on
aura :

St x1 =3 on obtient Yy, = — =
Z1

Wl w
I
—

St x9 = —3 on obtient 1y, = — =
) -3

Donc on aura
21:3+Z et 22:—3—Z
Cas 2 : W =7+ 24i = 22, on pose z = x + iy une des racines carrées de
A. Ona:
P=T+2 — (z+iy)’=7+24
— (2 =y +i(2uy) =T+ 24

Dot
?—yr=T7 ... (1)
P =T424i = 20y=24 ... (2)
4yt =25 .. (3)

De (1) et (3) on a : 2z* = 32 ot = 4 ou x4y = —4, de Iéquation (2) on

aura : b
Si w3 =4 on obtient y3=—=— =3
T3
12 12
SZ Ty = —4 on obtient Y= —=—=

-3
Ty —4
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Donc on aura
z3=44+ 3 et z=—-4—3%

Alors les solutions de ’équation sont :
71=34+1 , 2=-3—1 , 23=44+3 et zy=—-4-—23i
5) Résolvons ’équation
22" —(1—i) 2>+ (1+i)z+2i = 0.

Sachant qu’elle & une racine imaginaire pur.

Soit zg = i, A € R la racine imaginaire pur de l’équation, donc on aura :

28— (1 -2+ (1+i)2+2=0 & 2N+ 1 —-)N+(—1+i)A+2i=0
& (=N + (2P =N+ X+2)i=0
M—-A=XA(A-1)=0.... (1)

—2X = N+ A +2=0....(2)

de (1) on a :A =0 ou A = 1. Remplagons \ = 0 dans l’équation (2) on obtient
2=0, donc A =0 est rejeté.

Remplagons \ = 1 dans l’équation (2) on obtient 0 = 0.

Donc zg =1 est la racine imaginaire pur.

Cherchons a,b et ¢ de C tel que :

22" —(1—i) 22+ (14+1) 2+ 20 = (2 — i) (az® + bz + ¢)
On a :
23— (1—i)22+(14+i)z+2 = (2—1)(az’+bz+¢)

= a2+ b2+ cz—aiz? —ibz —ic

= az®+ (b—ai) 2> + (c —ib) z —ic

Par identification on obtient :

a=2 a=2
a =
b ai— —1 4 b—ai— —14i
“ g “ "odon { b=—1+3i
c—th=1+1 c—ib=1+1 5
c= —

—ic =21 c=—2
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donc [’équation devient :
(z—1i) (222 + (=143i) 2 —2) =0
Résolvons l’équation
222+ (=1+43i) 2 —2=0.
Le discriminant vaut
A= (—1+3i)° —4(2)(-2) =8 —6i
Soit § = a + ib une des racines carrées de /. On a :

0?=8—6i < (a+ib)*>=8—6i
— (a®*—V*) +i(2ab) =8 —6i

D’ou,
a?—0=8 ... (1)
6 =-3+4i<==1< 2ab=-6 .. (2)
A+ =10 ... (3)

De (1) et (3) on a : 2a* =18 ov a = 3 ou a = —3, de l’équation (2) on

aura :

-3 -3
St a=3 onobtient b=—=—=-1
“g 33
St a=—3 on obtient b=—=—=1
a -3
Donc, § =3 —1i ou d = =3 +1, alors l’équation posséde deux racines complexes
sont
—(—1+3 3—1 —(—14+31) —(3—1 1
LB —(1+3)-B-) 1L
2(2) 2(2) 2 2
Alors les solutions de ’équation sont :
. 1 ; 1,
20 =1 z21=1—1 et zp=—=——=1i
0 ;2 2 575

Exercise 2.14 Soit z € C, on pose :
P(z) =2 +223 4222 - 22 + 1.

1) Déterminer les réels a et b tel que :

VzEC*:P(z)=zQ<(z—§>2+a(z—§)+b>.
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2) Résoudre ’équation U* + aU + b = 0, puis l’équation P (z) = 0.
Solution : Soit z € C, on a :

P(2)=2"+22°+222 - 22+ 1.

1) Déterminons les réels a et b tel que :

VZE(C*:P(Z)ZZQ((z—§>2+a(z—§)+b>.

P(2) = ((_§>+(_§)+b>
.

= 24 —2224+1+a2®—az+ b2?

On a:

= 2 +a+0b-2)22-az+1
Par identification on obtient :2* + 223 + 222 — 22+ 1

a=2 a=2
b—2=2 donc,
—a = -2 b=14

VZE(C*:P(z):z2<(z—§)2+2<z—%>+4>.

2) Résolvons ’équation : U? 42U + 4 = 0.

Le discriminant vaut

Alors,

2
A= —4(1) (@) =-12= (2V3i) ,
alors l’équation posséde deux racines complexes sont

—2+2v/3i —2 - 2/3i
_2A v 2

S TEY 2(1)
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Résolvons ’équation P (z) =0
) 1\? 1
P(z)==z z——| +2|z—-]+4]=0.
2 z

22=0= 2=0 (rejeté car z € C*)

1\? 1
<z——) +2(z——)+4=0
z z
1 o 1\? 1 ,
On pose U = z — —, donc léquation | z—— ) +2(z—— ) +4=0 devient
z

z z
U2 4+2U0 +4=0,

les racines de cette derniére équation sont Uy = —1+ V3i et Uy=—-1— V3i

1
Cas1: U = —1++3i=2—=, on aura
z

On a:

P(z)=0«<

1
r——=-14V3i & 22-1=(-14+3i)z
<z

& 24+ (1-v3i)z—1=0
Le discriminant vaut
A= (1—\/§¢>2—4(1) (1) =2 - 2iV/3
Soit 6 = a + ib une des racines carrées de /. On a :

0 =2-2i\/3 < (a+ib)’=2-2iV/3
— (a® —b%) +i(2ab) =2 —2iV/3

D’ov,
ad—-v=2 ... (1)
6= —3+4i<=< 2ab=—-2V3 . (2)
a?+b=4 ... (3)
De (1) et (3) on a : 2a> =6 otta = /3 oua = —/3, de l'équation (2) on
aura : /3
Si a=+/3 on obtient b= —\/§:—_3:_1
a V3
St a=—+/3 on obtient b= _\/gz_—\/gzl
P
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Done, § = V/3—i oud = —/3+i, alors I’équation posséde deuz racines complexes
sont
o (—1+V3i)+ (V3—1i) —1+\/§Jr ~1+3.
L= 2(1) - 2
et
., —(1—\/§i)—(\/§—i)_—1—\/§+1+\/§i

2(1) 2 2

1
Cas 2 : ng—l—\/gi:z——, on aura
z

z—%——l—\/gi & 22—1:—(14-\/32')2

& 2+ (1+V3i)z—1=0
Le discriminant vaut
A= (1+\/§i>2—4(1) (1) =2+2iV3
Soit & = a + ib une des racines carrées de . On a :

62 =2+42iV3 = (a+ib)’=2+2iV3
— (a® —b%) +i(2ab) = 2+ 2iV/3

D’ou
a?—=2 ... (1)
0 =-3+4di<=<{ 2ab=2V3 ... (2)
A+ =4 ... (3)

De (1) et (3) on a : 2a*> =6 otta = /3 oua = —/3, de l’équation (2) on

aura :

Si a=+/3 on obtient bzﬁz_—\/gzl
a V3
St a=—+/3 on obtient b= _\/gzﬁz—l
R
Done, § = \/34i oud = —/3—1i, alors Uéquation posséde deux racines complexes
sont
— (1+V3i) + (V3 +1i) —1+V3  1-V3,
23 = = )
° 2(1) 2 2
et
Lo~ VE) = (V340 —1-VE | —1-V3,
4 = =

2(1) 2 2
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Alors les solutions de l’équation P (z) =0 sont :

—14+vV3 —1++3, —1-v3 1+3.
= + 1 + (

22

21

2 2 2 2
-1+v3  1-V3, -1-v3 -1-V3.
23 = 5 + 5 2 24 = 5 + 5 )

Exercise 2.15 Soient z1 =141, 2z = V3 —i.

1) Donner la forme trigonométrique des complezes suivants : z1, za, 2129

. m LT

2) En déduire les valeurs exactes de cos T2 et sin 12
Solution.

I) Donnons la forme trigonométrique des complexes suivants : zy, z2, 2122

Ona:z=1+i,donc|zn|=V12+12 =12

Soit 01 € (0,2 Uargument de 2z, donc on a :

( I 1 \/Q

cosb) = — = —=—

|21] 2

(\]

) 1
\ |zl V2
™
D,O’l\t, 91 = Z—{—Qk’w/k‘ € 7.

=12 (cosg + ¢ sin %) est la forme trigonométrique de z;.

On a:z=+/3—i, donc |z| = \/(\/§)2 +(-1)*=2

Soit 05 € [0,2r] Uargument de zy, donc on a :

T2 \/ﬁ

0y — 2 — ¥V°
cos 0, 7] 5
. Y2 -1

Oy = 7= = —.
sin 0 2] 5

D'ow, 02 = % +2%n/k € Z. :

-7 .. - . :
29 = 2 (COS o + 2 sin ?> est la forme trigonométrique de z.
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On a:

2129 = <2<cos%ﬁ+isin%ﬂ)) (\/ﬁ(cosg—l—isin%))

= 2V2 (cos (%ﬂ-—i—%) + isin (%TJr%))

= 2V/2 <cos (%) + 7sin (%)) ,
est la forme trigonométrique de z,2s.

2) Déduisons les valeurs exactes de cos % et sin 17T—2

On écrit d’abord z1z5 sous la forme algébrique.
On a:

2z o= (1+0) (V3—i) = (1+v3) +i(-1+3)

est la forme algébrique de z2s.

Par identification la forme algébrique et la forme trigonométrique de nombre

2129, on obtient :

2\/§COS<%>:1+\/§ (COS<1>:1+\/§_\/§+\/6

12 0?2 4
d’ot
2v2sin (13) = =143 Sin<1>:—1+\/§:—\/§+\/6
12 | 12 22 1
Exercise 2.16 Soient z; = —1 — \/3i, 2z, =1 — i deux nombres complexes.
1) Donner la forme trigonométrique des complexes suivants : z1, za, z—;
2) En déduire les valeurs exactes de cos 119—; et sin 119—;
3) Déterminer les racines carrées de : z = —3 — 4.
4) Résoudre dans C l'équation suivante : (22 + 1) (iz?2 — 32+ 1 —3i) = 0.
Solution.
Soient z1 = —1 — /31, 2o =1 —i deuz nombres complexes.
I) Donnons la forme trigonométrique des complexes suivants : z,
5, 2,
<2

Ona:z =—1—+/3i, donc|z| = \/(—1)2 + (—\/5)2 =2
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75
Soit 01 argument de z1, donc on a :

-1

cosf, = S ——

|z 2
. Y1 \/§
sinf; = — = ——
|21] 2

4
D’ow, 0, = ?” + 2kn/k € Z.

4 4
Alors, z =2 <cos ?ﬂ + i sin g) est la forme trigonométrique de z;.

On a:zo=1—1, donc |z| = \/(1)2—1— (—1)2 =2

Soit 05 € (0,27 Uargument de zy, donc on a :

(

)
cosfy = —

1
|22 B \/5

sin92 = £ = _—1 =

\ 2] V2
-

D’O?\L, 92 = T—FQkﬂ'/k € 7.

Alors, z =12 (cos _Tﬂ + ¢ sin %) est la forme trigonométrique de z,.

A7 . A4rw

2| cos— + 2sin —

Z1 3 3
Ona:—=

4 4
— — ﬂ(cos(%—i—%)—i—isin(—ﬂ—i—E))
=2 \/§ (COST + 7 sin —>

3 4
4
19 19
=2 ( cos iedll + 7 sin il est la forme trigonométrique de il
12 12 29
. 19 .19
2) Déduisons les valeurs exactes de cos 1—; et sin 1—27T
On écrit d’abord 2 sous la forme algébrique.
Z2
2 —1-V3il+i —-1+v3 —-1-+3,
Ona:— —. - = + i,
29 1—7 1472 2 2

est la forme algébrique de Sy
)
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Par identification la forme algébrique et la forme trigonométrique de nombre

21 .
—, on obtient :
22

197\  —1++/3 [ (197 _ -1+ V246
2) 2 12) 2v2 4
d’ou

J3sin (119;) _ -1 ; V3 | - (11927T> _ —12;;5 _ —f4— V6

3) Déterminons les racines carrées de : z = —3 — 4i.

\

Soit & = a + ib une des racines carrées de z. On a :

a? - =-3 ... (1)
0’ =-3—di<=< 2ab=—-4 ... (2)
ad+v=5 ... (3)

De (1) et (3) ona : 2a*> =2 ot a =1 oua = —1, de l'équation (2) on

aura : 5
St a=1 on obtient b=—=—=-2
@y 1
St a=—1 on obtient b=—=— =2
a -1
Donc, les deux racines carrées de z = —3 —4i sont 01 =1—21 et 6o = —1+2i

4) Résolvons dans C l’équation (z* + 1) (iz> —3z+1—3i) = 0.
Ona :

(224 1) (22 =32 +1-3i) =0
24+1=0=2>22=—1=2,=1 0u 2y = —1i

i2—32+1-3i=0...(E)

Résolvons l’équation suivante : (E)
Le discriminant A = (=3)* — 4 (i) (1 —3i) = —3 — 4i, d’aprés la réponse
précédente on a 61 = 1 — 2i est une racine carrée de /\, alors l’équation posséde

deux racines complexes sont :

3+(1—2) 4-2 2—i NPT
Z f— o o fr— —_ ’L e
3 2 2% i

3—(1—-2) 2+2 1+1
a 2i 2% g

=—14

Z4
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Alors, S = {1 —2i,—1+ i} est l'ensemble de solution de l’équation (E).

2241=0 Z1 =1 0U 29 = —1
Donc on a : =
iz2—32+1-3i=0 29 =—14+iouzy=1—2i

Alors, S = {—i, i, 1 —2i, — 141} est l’ensemble de solution de l’équation.

Exercise 2.17 Soit z € C.
Déterminer, dans le plan compleze, l’ensemble de points d’affixe z dans cha-
cun des cas suivants :
1—1z c
141z

1
1) 22 eR. 2) z+-€R. 3)
z

Solution.

1) Déterminons dans le plan compleze, l’ensemble de points d’affize z tel que :
22 € R.
On pose z = x +1y ot x,y € R.
2= (v +iy)’ = (2° — 3297 + (32%y — v*) i
Donc,
PER & Imz2=0
& 3%y —yP =0

& yB2?—y*) =0

y (V3z —y) (V3 +y) =0
y=20
& { y =+/3x
y=—V3x
L’ensemble des points M (z,y) est la réunion des trois droites : y = 0, y =
\/§x ety = —\/§x.

2) Déterminons dans le plan compleze, l’ensemble de points d’affize z tel que :

1
z+ - eR.
z
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On pose z = x +1y ot x,y € R.

1 , 1 _ T —1y
2+ - = x+y+ — =T+ + : ;
z x + iy (x +iy) (x — iy)

byt LYW TR YN —
= x4+ =T 1
Y $2+y2 $2+y2 Y x2+y2

2oyt (2y+yP—y
x2+y2 $2+y2

Donc,

1 1
z+-€eR & Im(z—l——):()
z z

& y+yt—y=0

y(a?+y?=1)=0

2+ £0

(| z#0ety#0

L’ensemble des points M (z,y) est la réunion de cercle de centre O (0,0) et
de rayon r = 1 et de droite : y = 0 (I'aze d’abscisses) a lexception le point
0 (0,0).

3) Déterminons dans le plan compleze, l’ensemble de points d’affize z tel que :

1
Y eR.
1+1iz
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On pose z = x +1y ot x,y € R.

1—iz l—i(w+iy) 1+4+y—ix
1+iz L+i(z+iy) 1—y+ix

(1+y—iz)(1—y—iz) (—2?—y*+1)— 2z

(1—y+iz) (1 —y—iz) (1—19)* + a2
—x?—y?+1 —2x
= B) +1 5
(I-y) +22 (1-y) +a?
Donc,
1-— 1-—
Z,ZER < Im Z_Z =
14z 141z
—2x
= 5 =
(1—y)" +a?
(2 =0
=

v #O0ety#1
L’ensemble des points M (x,y) est la droite : x = 0 (l’aze des ordonnées) a

Uexception le point A (0,1).
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