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Exercice n◦ 1. DansR, on consid̀ere la relationR suivante :

∀x, y ∈ R, xRy ⇔ (x3 + 2)(y2 + 1) = (y3 + 2)(x2 + 1).

1. Montrons queR est une relation d’équivalence :

a) Ŕeflexivité : Soitx ∈ R, on a(x3 + 2)(x2 + 1) = (x3 + 2)(x2 + 1),

donc∀x ∈ R, xRx, d’où la Ŕeflexivité deR.

b) Syḿetrie : Soientx, y ∈ R tels quexRy, on a

xRy ⇒ (x3 + 2)(y2 + 1) = (y3 + 2)(x2 + 1)
⇒ (y3 + 2)(x2 + 1) = (x3 + 2)(y2 + 1)
⇒ yRx.

Donc∀x, y ∈ R, xRy ⇒ yRx, d’où la syḿetrie deR.

c) Transitivit́e : Soientx, y, z ∈ R tels quexRy etyRz, on a

xRy et yRz ⇒




(x3 + 2)(y2 + 1) = (y3 + 2)(x2 + 1)........(1)
et
(y3 + 2)(z2 + 1) = (z3 + 2)(y2 + 1)........(2)

En multipliant leśegalit́es (1) et (2) membres̀a membres, on obtient

(x3 + 2)(y2 + 1)(y3 + 2)(z2 + 1) = (y3 + 2)(x2 + 1)(z3 + 2)(y2 + 1)

et apr̀es simplification par(y2 + 1)(y3 + 2) on obtient

(x3 + 2)(z2 + 1) = (x2 + 1)(z3 + 2),

c’està dire quexRz.

Donc∀x, y, z ∈ R, xRy etyRz⇒ xRz, d’où la transitivit́e deR.

Finalement, de a), b) et c)R est une relation d’équivalence.

2. La classe d’́equivalence de0 :

0 = {x ∈ R : xR0}
= {x ∈ R : (x3 + 2)(02 + 1) = (03 + 2)(x2 + 1)}
= {x ∈ R : x3 + 2 = 2(x2 + 1)}
= {x ∈ R : x3 − 2x2 = 0}
= {0, 2}.



Exercice n◦ 2. Soitα ∈ R. On munitR− {α} d’une loi de composition d́efinie par

∀x, y ∈ R− {α}, x ∗ y = α− (α− x)(α− y).

1. Résolution dansR− {α} de l’équation :x ∗ (α− 1) = α− 1 : On a

x ∗ (α− 1) = α− 1 ⇒ α− (α− x)[α− (α− 1)] = α− 1
⇒ α− (α− x) = α− 1
⇒ x = α− 1.

2. Montrons que(R− {α}, ∗) est un groupe ab́elien.

a)∗ est une L.C.I. ? : Soientx, y ∈ R− {α}, montrons que

x ∗ y = α− (α− x)(α− y) ∈ R− {α}.

Il est clair quex ∗ y ∈ R. Montrons quex ∗ y 6= α. On raisonne par l’absurde, supposons
quex ∗ y = α. On a

x ∗ y = α ⇒ α− (α− x)(α− y) = α
⇒ (α− x)(α− y) = 0
⇒ x = α ou y = α, contradiction car x, y ∈ R− {α}.

D’où ∗ est une L.C.I dansR− {α}.

b) ∗ est commutative : En effet, soientx, y ∈ R− {α}, on a

x ∗ y = α− (α− x)(α− y)
= α− (α− y)(α− x)
= y ∗ x.

Donc
∀x, y ∈ R− {α}, x ∗ y = y ∗ x,

d’où la commutativit́e de∗.

c) ∗ est associative : En effet, soientx, y, z ∈ R− {α}, on a

(x ∗ y) ∗ z = [α− (α− x)(α− y)] ∗ z
= α− (α− [α− (α− x)(α− y)])(α− z)
= α− (α− x)(α− y)(α− z).

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ [α− (α− y)(α− z)]
= α− (α− x)(α− [α− (α− y)(α− z)])
= α− (α− x)(α− y)(α− z).

Donc
∀x, y ∈ R− {α}, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z),

d’où l’associativit́e de∗.
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d) Existence de l’́elément neutre :∃?e ∈ R− {α} : ∀x ∈ R− {α}, x ∗ e = e ∗ x = x.

Soitx ∈ R− {α}, compte tenu de la commutativité de∗, on ŕesoud l’́equation

x ∗ e = x.

On a
x ∗ e = x ⇒ α− (α− x)(α− e) = x

⇒ α− (α2 − αe− αx + ex) = x
⇒ α− α2 + αe + αx− ex = x
⇒ e(α− x) = x− αx− α + α2

⇒ e(α− x) = (α− x)(α− 1)
⇒ e = α− 1, carx 6= α.

Donce = α− 1 est l’élément neutre.

d) Toutélément deR− {α} est syḿetrisable :
∀x ∈ R− {α},∃?x′ ∈ R− {α} : x ∗ x′ = x′ ∗ x = e = α− 1.

Soitx ∈ R− {α}, compte tenu de la commutativité de∗, on ŕesoud l’́equation

x ∗ x′ = α− 1.

On a
x ∗ x′ = α− 1 ⇒ α− (α− x)(α− x′) = α− 1

⇒ α− (α2 − αx′ − αx + x′x) = α− 1
⇒ α− α2 + αx′ + αx− x′x = α− 1
⇒ x′(α− x) = −1− αx + α2

⇒ x′ = −1−αx+α2

α−x
.

On ax′ 6= α. En effet, on raisonne par l’absurde, supposons quex′ = α

x′ = α ⇒ −1−αx+α2

α−x
= α

⇒ −1− αx + α2 = −αx + α2

⇒ −1 = 0, impossible.

Donc∀x ∈ R− {α}, ∃x′ = −1−αx+α2

α−x
∈ R− {α} : x′ est le syḿetrique dex.

Conclusion : a), b), c), d), e)⇒ (R− {α}, ∗) est un groupe ab́elien.

3. Consid́erons l’application

f : (R∗,×) −→ (R− {α}, ∗)
x 7−→ f(x) = α− 1

x
·

Montrons quef est un isomorphisme de groupes.

a)f est un homomorphisme de groupes : En effet, soientx, y ∈ R∗, on a

f(xy) = α− 1

xy
·
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et
f(x) ∗ f(y) = α− (α− f(x))(α− f(y))

= α− [α− (α− 1
x
)][α− (α− 1

y
)]

= α− 1
x

1
y

= α− 1
xy

.

Donc
∀x, y ∈ R− {α}, f(xy) = f(x) ∗ f(y).

b)f est une application injective : En effet, soientx, y ∈ R∗ tels quef(x) = f(y). On a

f(x) = f(y) ⇒ α− 1
x

= α− 1
y

⇒ 1
x

= 1
y

⇒ x = y.

c)f est une application surjective : En effet, soity ∈ R− {α}, ∃?x ∈ R∗tels quey = f(x).
On a

y = f(x) ⇒ y = α− 1
x

⇒ 1
x

= α− y
⇒ x = 1

α−y
.

On ax 6= 0 : En effet, supposonsx = 0 donc 1
α−y

= 0, ce qui est impossible. Donc
∀y ∈ R− {α}, ∃x = 1

α−y
∈ R∗tels quey = f(x).

Finalement, de a), b) et c)f est un isomorphisme de groupes.

Exercice n◦ 3. 1) On az = (cos θ − 1) + i sin θ, θ ∈]0, 2π[.

a) |z|2 = (cos θ − 1)2 + sin2 θ = cos2 θ − 2 cos θ + 1 + sin2 θ.

Commecos2 θ + sin2 θ = 1 et1− cos θ = 2 sin2( θ
2
), on obtient

|z|2 = 2(1− cos θ) = 4sin2( θ
2
).

Ainsi |z| = 2| sin θ
2
| = 2 sin θ

2
puisqueθ

2
∈]0, π[.

b) Pourθ ∈]0, 2π[, on a

z = 2 sin
θ

2
(
cos θ − 1

2 sin θ
2

+ i
sin θ

2 sin θ
2

).

En utilisantcos θ − 1 = −2 sin2( θ
2
) et sin θ = 2 sin θ

2
cos θ

2
, on a

z = 2 sin
θ

2
(− sin

θ

2
+ i cos

θ

2
).

Or− sin θ
2

= cos( θ
2

+ π
2
) et cos θ

2
= sin( θ

2
+ π

2
),
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donc

z = 2 sin
θ

2
[cos(

θ

2
+

π

2
) + i sin(

θ

2
+

π

2
)]

ou encore sous forme exponentielle

z = 2 sin
θ

2
ei( θ

2
+π

2
).

2) Pourθ = π
2
, on az =

√
2ei 3π

4 .

Soit δ = reiα ∈ C tel queδ2 = z.

On ar2ei2α =
√

2ei 3π
4 .

D’où : {
r2 =

√
2

α = 3π
8

+ kπ, k ∈ {0, 1}.
Ainsi les racines carrées dez =

√
2ei 3π

4 sont

δ0 =
4
√

2ei 3π
8 =

4
√

2[cos
3π

8
+ i sin

3π

8
]

et

δ1 =
4
√

2ei 11π
8 =

4
√

2[cos
11π

8
+ i sin

11π

8
]

Deuxième ḿethode pour le calcul des racines carŕees dez =
√

2ei 3π
4 = −1 + i.

Soit δ = x + iy ∈ C tel queδ2 = z.

On ax2 − y2 + 2xyi = −1 + i.

D’où : 



x2 − y2 = −1
2xy = 1

x2 + y2 =
√

2.

L’ensemble des solutions de ce système d’́equations est

S =








√
−1 +

√
2

2
,

1√
−2 + 2

√
2


 ,


−

√
−1 +

√
2

2
,− 1√

−2 + 2
√

2






 .

Ainsi les racines carrées dez = −1 + i sont

δ0 =

√
−1 +

√
2

2
+ i

1√
−2 + 2

√
2

et

δ1 = −
√
−1 +

√
2

2
− i

1√
−2 + 2

√
2
.
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Exercice n◦ 4. .

1. A l’aide du crit̀ere d’encadrement, démontrons que la suite de terme géńeral
un =

∑n
k=1

1√
n2+k

, n ≥ 1 est convergente et calculons sa limite.
Soitn ≥ 1, on a

∀k ≥ 1,
1√

n2 + n
≤ 1√

n2 + k
≤ 1√

n2 + 1
,

par suite
n√

n2 + n
≤

n∑

k=1

1√
n2 + k

≤ n√
n2 + 1

,∀n ≥ 1,

c’està dire
n√

n2 + n
≤ un ≤ n√

n2 + 1
, ∀n ≥ 1,

ou encore
1√

1 + 1
n

≤ un ≤ 1√
1 + 1

n2

, ∀n ≥ 1.

On alimn→∞ 1√
1+ 1

n

= limn→∞ 1q
1+ 1

n2

= 1. En utilisant le crit̀ere des trois suites, on déduit

que la suite(un) est convergente et quelimn→∞ un = 1.

2. Soit (vn) une suite qui converge vers` (` 6= 0). La suite de terme ǵeńeral

wn =

(
1

cos nπ
5

)
.vn

n’est pas convergente. En effet, on considère les suites extraites(xn) et (yn) où

xn = w10n =

(
1

cos 10nπ
5

)
.v10n = v10n

et

yn = w10n+5 =

(
1

cos (10n+5)π
5

)
.v10n+5 = −v10n+5.

On a
lim

n→∞
xn = ` 6= −` = lim

n→∞
yn,

d’où (wn) est une suite divergente.

3. On consid̀ere deux suites(Un) et (Vn) définies par :

Un =
n∑

k=2

1

(k − 1)2k2
, n > 1 etVn = Un +

1

3n2
, n > 1.

Montrons que(Un) et (Vn) sont deux suites adjacentes.
Après calcul et simplification des termes identiques, on obtient∀n > 1

Un+1 − Un =
1

n2(n + 1)2
> 0,
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ce qui implique que la suite(Un) est croissante.
On a aussi∀n > 1

Vn+1 − Vn = Un+1 + 1
3(n+1)2

− Un − 1
3n2

= Un+1 − Un + 1
3(n+1)2

− 1
3n2

= 1
n2(n+1)2

+ 1
3(n+1)2

− 1
3n2

= 3+n2−(n+1)2

3n2(n+1)2

= 3+n2−n2−2n−1
3n2(n+1)2

= −2n+2
3n2(n+1)2

< 0,

donc
Vn+1 − Vn < 0, ∀n > 1,

ce qui implique que la suite(Vn) est d́ecroissante.
On a∀n > 1, Vn − Un = 1

3n2 , donc

lim
n→∞

(Vn − Un) = lim
n→∞

1

3n2
= 0.

Finalement, on a(Un) est croissante,(Vn) est d́ecroissante etlimn→∞(Vn − Un) = 0, d’où
(Un) et (Vn) sont deux suites adjacentes.
Conclusion :(Un) et (Vn) sont convergentes et admettent la même limite.
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