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PREFACE

Le présent polycopié intitulé « Polycopié de Résistance des

Matériaux», s’adresse essentiellement aux étudiants de la
deuxiéme année LMD en Génie Civil. L'importance est accordée au
dimensionnement des éléments d’une structure isostatiques
simples réalisés en bois, en acier ou en béton et a la
détermination des sollicitations qui permettre a Il’étudiant
d’étudier les différentes sollicitations simples et la détermination
des caractéristiques géomeétriques des sections en utilisant des

meéthodes simples a pratiquer.

Ce polycopié présente le cours de résistance des matériaux 1
(RDM 1), accompagné d'exercices corrigés. Il a été concu dans le
but de faciliter l'assimilation et la compréhension des concepts

enseignés aux étudiants.

Ce document constitue un outil pédagogique clé, offrant a
I’étudiant un support de révision pratique et accessible. Grace
aux exercices corrigés, il permet une application directe des
théories étudiées, renforcant ainsi la maitrise des notions de base
de la résistance des matériaux. L'objectif est de rendre les notions
plus claires et d’aider les étudiants a progresser efficacement

dans leur apprentissage.



Ce polycopié est divisé en six chapitres. Le contenu du
premier chapitre concerne une introduction générale a la
résistance des matériaux. Le deuxiéme chapitre traite le calcul
des caractéristiques géométriques des sections droites. Le
troisiéme chapitre est consacré a l'étude du comportement en
compression et traction simple des poutres. Le quatriéme
chapitre s'intéresse a l'étude de la flexion simple des poutres, le
chapitre a pour objectif d'élaborer des méthodes permettant de
déterminer les efforts internes qui surviennent dans une poutre
soumise a la flexion: 1'effort tranchant V et le moment flechissant
M agissant sur la section transversale (perpendiculaire) de la
poutre. Dans ce chapitre, des relations permettant de calculer, en
chaque point, les contraintes dues a ces efforts internes sont
données. La méthode double intégration est également présentée
pour la détermination de la fleche et de la rotation des sections
droites. Dans le cinquiéme chapitre, on aborde Ile
dimensionnement des barres soumises au cisaillement pure.
Enfin, le sixiéme chapitre, traite le dimensionnent des sections

droites isostatiques sollicitées en torsion pure.

Ce travail modeste constitue un moyen de comprendre la

résistance des matériaux de manieére méthodique et pédagogique.
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Notations

I : moment d'inertie par rapport a x ;

I, : moment d'inertie par rapport ay ;

I, : moment d'inertie polaire ;

Ly : produit d'inertie ;

[ : longueur de la barre ;

M4 : moment d'encastrement au point A ;
My : moment fléchissant ;

Mfmax : moment fléechissant maximum

N : effort normal ;

q : charge surfacique uniformément répartie;
P: force concentrée extérieure appliquée ;
T: effort tranchant ;

Ray : réaction horizontale au point A ;

Rpy : réaction horizontale au point B;

Rax : réaction verticale au point A ;

Rgx : réaction verticale au point B;



Sx: moment statique par rapport a l'axe x ;
Sy : moment statique par rapport a l'axe y ;
Xc : abscisse du centre de gravité ;

Ys : ordonnée du centre de gravité ;

o: contrainte normale ;

Oq.am - contrainte normale admissible ;

Omax—-. contrainte de traction maximale

Omax* - CONntrainte de compression maximale;
7: contrainte tangentielle ;

T : contrainte tangentielle maximale;

My, M, : Moments de flexion dans une section;
Ty, T» :Efforts tranchants dans une section;
[0] : Contrainte normale admissible;

[t] :Contrainte tangentielle admissible;

f : Fléeche d’une poutre;

E : le module d’¢lasticité longitudinale (MPa);

Y"”: la dérivée seconde de la déformée y;
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Chapitre 1  Introduction et généralités

1 Introduction
1.1 Objectifs et Fondements de la Résistance des Matériaux
1.1.1 Définition et Objectif de la Résistance des Matériaux

La Résistance des Matériaux (RDM) est une branche de l'ingénierie qui se
consacre a I'étude des propriétés mécaniques des solides, notamment leur résistance et

leur deformation sous diverses charges. Cette discipline vise principalement a :

La connaissance des caractéristiques mécaniques des matériaux.

I'étude de la résistance des piéces mécaniques.

I'étude de la déformation des piéces mécaniques.

La Résistance des Mateériaux vise a optimiser l'utilisation des matériaux dans une

structure tout en répondant aux exigences essentielles suivantes :

1. Reésistance : La piece doit étre capable de supporter et de transmettre les charges
externes auxquelles elle est soumise. Cela reflete la capacité d'un matériau a résister
aux forces appliquées sans rupture.

2. Rigidité : La piece ne doit pas présenter de déformation excessive lorsqu'elle est
soumise a des sollicitations. La rigidité désigne la propriété d'un matériau a résister
aux déformations sous charge.

3. Stabilité : La piece doit maintenir son intégrité géomeétrique afin de prévenir les
conditions d'instabilité, telles que le flambement. La stabilité assure que la structure
ne se déforme pas de maniere excessive sous des charges spécifiques.

4. Endurance : Lorsqu'une piece est soumise a des charges répétées, elle doit pouvoir
supporter un certain nombre de cycles de sollicitation sans se rompre. L'endurance
fait référence a la capacité d'un matériau a résister a la fatigue due aux chargements
cycliques.

5. Résilience : En cas de chargement dynamique, comme un impact, la piece doit étre

capable d'absorber une certaine quantité d'énergie sans subir de dommages majeurs.

]
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La résilience mesure la capacité d'un matériau a absorber et dissiper I'énergie sans se

détériorer de maniere significative.

La Résistance des Matériaux est un outil crucial pour les ingénieurs en structure,
permettant de concevoir des ouvrages économiquement viables tout en minimisant les

déformations sous contrainte appliquée.
1.1.2 Hypotheses de la Résistance des Matériaux

Pour faciliter les calculs et élaborer des modéles permettant le dimensionnement des

structures, les hypothéses suivantes sont posées en Résistance des Matériaux :

1. Homogeéneité, Isotropie et Continuité du Matériau : Il est suppose que le
matériau possede des propriétés élastiques uniformes dans toutes les directions et
a tous les points du corps. De plus, le matériau est considéré comme un milieu
continu, sans discontinuités.

2. Hypotheses sur les Déformations : Les déformations provoquées par les
charges sont supposees negligeables par rapport aux dimensions des éléments, ce
qui implique que la configuration géométrique de la structure reste pratiquement
inchangée.

3. Hypothese des Sections Planes (Hypothese de Navier-Bernoulli) : Les
sections droites d’un ¢élément restent planes et perpendiculaires a la fibre
moyenne lors de la déformation. Cette hypothése simplifie Il'analyse en
considérant que les déformations ne modifient pas la planéité des sections.

4. Hypothese de Saint-Venant : Les efforts appliqués peuvent étre modélisés par
leur torseur résultant. Les contraintes et les déformations dans une section
éloignée ne dépendent que des résultantes des forces extérieures, et non des

effets locaux.
1.2 Différents Types de Chargements

1.2.1 Charges Concentrées

Une charge est qualifiée de concentrée lorsqu'elle est appliquée sur une surface tres
petites par rapport aux dimensions de la structure, ce qui permet de la modéliser
comme un point. Les charges concentrées sont mesurées en unités telles que

Newtons (N), méganewtons (MN), ou décanewtons (daN). Par exemple :
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Un poteau reposant sur une Une poutre reposant sur un

Un poteau sur une poutre.
semelle. poteau.

Figure 1.1: La charge concentrée

La charge concentrée appliquée sur une longueur est représentée de la maniére suivante :

P (KN, N)

Figure 2.1: la charge concentrée schématiquement
1.2.2 Charges Réparties

Une charge est considérée comme répartie lorsqu'elle est distribuée sur une longueur ou
une surface significative. Les charges réparties peuvent étre classées en deux types

principaux :

1. Charge Répartie Surfacique : Il s'agit d'une charge répartie uniformément sur une

surface, mesurée en Newtons par metre carré (N/m2).

Figure 3.1 : Poids du revétement sur une dalle
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2. Charge Répartie Linéaire : Il s'agit d'une charge répartie uniformément sur une
longueur, exprimée en Newtons par métre (N/m).

Figure 4.1: Mur sur une poutre

La charge répartie le long d'une longueur est représentée comme suit :

Q en KN/m

L

Figure 5.1 La charge répartie schematiquement

1.2.3 Convertir une charge répartie par charge concentree

Tableau 1.1: Résumée des charges les plus utilisées et leur équivalence [26]

Type de Charge répartie Charge concentrée La valeur de

charge charge

a (KN/m) PKN
L/2 L/2
Rectangle H H > _ P=qlL
< > L
L
P (KN)
. . N/m
Triangulaire g (\ ) 3 23 ql
P=—
2
< 3 > < - >
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qz\ ql P(KN) P - (ql‘;qZ) X L
h
+“—>
L .. (q1+292)XL
b=—"—""==
Trapézoidale - > > - 3(q1+42)
L < L > — (q2+2q1)XL
3(q1+ q2)

1.3 Liaisons

Les liaisons (ou appuis) sont des dispositifs congus pour limiter ou empécher totalement
certains déplacements, qu'ils soient de translation ou de rotation.

1.3.1 Différents Types d'Appuis

Dans la pratigue de la construction, on distingue principalement trois types

fondamentaux d'appuis :
1.3.1.1 Appui Simple ou Libre :

o Ce type d'appui est couramment utilisé dans les ouvrages importants tels
que les ponts et les batiments.

o Il fournit une réaction normale a la surface d'appui, sans contrainte contre
les efforts appliqués suivant I'axe longitudinal de la poutre.

o En conséquence, seule une inconnue doit étre déterminée pour chaque
appui, d'ou le terme "appui simple”.

o Un appui simple bloque la translation dans une direction (généralement
verticale), ce qui se traduit par le développement d'une force verticale Ry au niveau

de l'appui, appelée réaction d'appui.

]
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Figure 6.1: Appui simple

1.3.1.2 Appui Double ou a Rotule

e Une rotule est une articulation sphérique permettant une rotation libre dans
toutes les directions entre deux piéces.

e Un appui double, également appelé appui a rotule, bloque les translations dans les

deux directions. Il engendre le développement de deux forces verticales, Rx et Ry,

au niveau de l'appui. Dans ce cas, il y a donc deux inconnues a déterminer, Ry et Ry

, d'ou le nom d'appui double. Ce type d'appui est repreésenté comme suit :

Y

'

Ry

Ah

Figure 7.1 : Appui double

1.3.1.3 Appui Triple ou Encastrement

e Un appui triple, ou encastrement, génere une réaction composée de trois
éléments : une réaction verticale (Ry ), une réaction horizontale (Rx ), et un
moment d'encastrement (Ma).

e L'encastrement bloque tous les types de déplacements, qu'ils soient de translation
ou de rotation.

e Par conséquent, il y a trois inconnues a déterminer pour chaque appui, d'ou le

nom d'appui triple. Ce type d'appui est représenté comme suit :
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LY I

Figure 8.1: Appui encastré
1.4 Principe Général d’Equilibre

L'équilibre d'un systéeme est déterminé par le principe fondamental de la statique.
Pour gu'un solide indéformable soit en équilibre, deux conditions sont nécessaires et

suffisantes :

v’ La résultante générale des forces (actions et réactions) appliquées a ce solide est
nulle

F=0

v' Le moment résultant de toutes les forces appliquées a ce solide, calculé par
rapport a un point quelconque est nul : M =0

Donc il y’a 3 équations équilibre :

Equilibre de translation:

Z F,=0 > Translation horizontale

Translation verticale

v

YF, =0

Equilibre de rotation:

Zm _0 Rotation par rapport a n'importe lequel axe
1z~

perpendiculaire sur le plandes forces xy.

Nous disposons de trois équations (n = 3), et les inconnues du probleme ( r ) sont les

réactions d’appui.

Ces conditions doivent étre satisfaites simultanément pour garantir I'état d'équilibre

statique d'un systeme. En pratique, ces principes sont utilisés pour analyser et concevoir

]
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des structures et des machines afin de s'assurer qu'elles resteront stables et fonctionnelles

sous l'effet des charges appliquées.

Les concepts d'équilibre sont aussi étroitement liés aux lois de Newton, notamment la

premiére loi de Newton (principe d'inertie) et la troisieme loi de Newton (action-

réaction). L'analyse d'équilibre est souvent la premiére étape dans I'étude des systémes

mécaniques, permettant de déterminer les forces et les moments internes et de concevoir

des structures capables de résister aux charges appliquées sans défaillance.

Tableau 2.1: les trois systémes en RDM :

le systéeme

Exemple

Systeme hypostatique :
Si le nombre d’inconnues d’appuis est

inférieur au  nombre  d’équation

d’équilibre statique, la construction

risque de s’écrouler.

N

B

Systeme isostatique:

stable.
Mais les équations d’équilibre statique ne
permettraient pas de déterminer les

inconnus d’appuis.

F1 F2 F3
Si le nombre d’inconnues est égal au A 1 l l B X
nombre des équations d’équilibre statique
la poutre est stable et calculable par les /97 7
équations d’équilibre statique seules. Rya "

r=3,n=3—> r=n

Systeme hyperstatique : RYA F1 £ RYB |
Si le nombre d’inconnus d’appuis est MA@; l { 5 QDB
supérieur au nombre  d’équations 4 RXA RXB
d’équilibre statique la pourte serait a t

g
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1.4.1- Remarque : dans ce polycopie nous nous intéressons au systeme isostatique

1.4.2- Moment d’une force par rapport a un point :

Le moment d'une force est une notion clé dans l'analyse des structures et des systemes
mécaniques, car il permet de déterminer l'effet des forces appliquées en termes de
rotation et de stabilité. 11 est particulierement important dans le calcul des moments de

flexion dans les poutres et les structures soumises a des charges.

Les moments peuvent étre additionnés pour trouver le moment résultant lorsque
plusieurs forces sont appliquées. Cette addition est effectuée en utilisant les regles de
l'addition vectorielle. La compréhension et le calcul correct des moments sont essentiels

pour assurer la conception sire et efficace des structures et des machines.

M (F/A)=+Fxd, M (F,/A)=-F,xd,

» Par convention, un moment est considéré positif si la force tend a tourner dans le
sens des aiguilles d’une montre. Il est négatif dans le cas contraire

» Le moment est exprimé en N.m ( KN.m ou MN.m...)
1.5 Calcul des Efforts Internes - La Méthode des Sections
1.5.1 Les Efforts Internes dans une Poutre

A) Effort Normal (N)

o L'effort normal (N) est la composante de la résultante des forces internes qui agit
perpendiculairement a la section de [I'élément, c'est-a-dire suivant l'axe
longitudinal de la poutre.

e Cet effort provoque une déformation longitudinale de I'élément.

)
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o L'effort normal est considéré comme positif lorsqu'il s'agit d'une traction et

négatif en cas de compression.

B) Efforts Tranchants (T)

o Les efforts tranchants (T) représentent les forces internes qui agissent
parallelement & la section transversale de I'élément. Ces forces transversales (Tz
et Ty ) sont la somme des projections de toutes les forces internes appliquées

dans la section sur les axes principaux de cette derniere.

C) Moments FIechissant (My)

e Les moments fléchissant (M¢ sont les moments résultants des forces internes par
rapport aux axes d'inertie principaux de la section. Les composantes My et Mz
représentent respectivement la somme des moments de toutes les forces internes

appliquées dans la section par rapport aux axes Y et Z.

-

1.5.2 Méthode des Sections

Pour déterminer les forces internes dans un élément soumis a des sollicitations, la
méthode des sections est utilisée en résistance des matériaux. Cette méthode repose sur

le principe suivant, si un élément est en équilibre sous l'action de forces extérieures,
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alors toute partie de cet élément, découpée et soumise aux forces qui lui sont appliquées,

est également en équilibre gréace a un systéme de forces internes dans la section.

Considérons un élément AB soumis a un systeme de forces extérieures. Pour calculer les
efforts et moments dans n'importe quelle section, on découpe I'élément AB en deux

parties a I'endroit souhaité.

Les valeurs des efforts normaux (N), des efforts tranchants (T), et des moments
fléchissant (M) dans la section sont déterminées en calculant les sommes algébriques des
projections et des moments des forces extérieures agissant sur l'une des parties de

I'élément sectionné (généralement celle ou les calculs sont plus simples).

f

: & &

Figure 9.1: Le Principe de Méthode des sections
1.5.3 Diagrammes des Efforts et des Moments (M,N,T)

Les efforts et moments agissant dans différentes sections d'une poutre varient le long de
celle-ci. Les valeurs maximales et minimales de ces efforts et moments sont cruciales
pour la sécurité de la poutre. Pour visualiser ces variations, il est important de tracer des
courbes représentant I'évolution des efforts et des moments d'une section a une autre.

Ces courbes sont appelées diagrammes des efforts et des moments.

Dans cette section, nous nous concentrerons sur les diagrammes des efforts et des
moments pour les poutres en deux dimensions (plan XQY). Cela limite les efforts et
moments a trois éléments principaux : un effort normal (N), un effort tranchant (Ty ), et

un moment fléchissant (Mz ).

=
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1.5.4 Conventions de Signes

Les sollicitations (moment M, effort normal N, effort tranchant T) sont considérées

comme positives selon les conventions illustrees dans la figure ci-dessous.

-Y

Figure 10.1 : Les signes des efforts internes (M, N, T)

1.6 Application pour le cas d’une charge concentrée

Soit poutre isostatique chargée par une deux force concentrée Fi et F2. On
demande de :

F1=50KN F,=70KN

A l )

1,00m 3,00m 1,00m

1. Calculer les réactions aux appuis A et B.

2. Tracer les diagrammes des efforts tranchants T et des moments fléchissant M.

La solution :

1. Calcul des réactions des appuis :

F,=50KN F>=70KN

R =7, /B\ ‘ )
4’% o X
1,00m 3,00m 1,

00 b
|

Rey

R Ay

=
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YF,=0 __, Rm;=0
YFy=0 — % Ray + Rey=F1+F2=50+70
Ray + Rey=120 KN

% My = 0
Force (KN) Rax Ray Rey F1 F2
Moments 0 0 +Rpy X 5 -Fi1x1 -Fo x4
(KN.m)

-50x1-70 x4+ Reyx5=0 — ReyXx5 =50+ 280

Rey =66 KN

% M;p =0
Force (KN) Rey F2 Fi Rax Ray
Moments 0 +F2x 1 +F1 x4 0 +5 Ray
(KN.m)

50x4+70x1-Rayx5=0 — Rayx5=200+70=0

Vérification : Ray+

2. Calcul des efforts internes dans la poutre.

Ray-54 KN

Dans cette poutre, trois coupes a prevoir :

deuxieme apres F1 et la troisieme aprés Fo-.

En général, on détermine les bornes d’un intervalle dans les points d’application des

Rey= 54+66 = 120KN /

La premiere coupe avant la force Fy, la

forces concentrées et le début ou la fin d’une charge répartie.

F1=50KN F>=70KN
S1, l . S2 l . S3
i 1,00 m 3,00m 1,00
1
54 KN 66KN
N M N )
X =0 X=1 X=4 X=5

=
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Nous avons donc trois intervalles :

Section 1-1 0<x<1
On coupe avant la force F1, et on obtient le schéma suivant :

N(X) + Rax =0 Kn=— N(x) =0 Kn.

Rax > K
T

N(X) + Rax=0 — N(X) =0 KN
TX)+Ray=0 ___ | T(x)=-54KN

Mi(X) -Rayx=0 — 5 Mf(x)=54x

X (m) 0 1

N(x) (KN) 0 0

T(x) (KN) -54 -54
Mt (X) (KN.m) 0 54
Section 2-2 1< X <4

On coupe apres la force F 1, et on obtient le schéma suivant :

F1 =50 kN

A 4

1m T(xy 4\
Ra : 52 ! I

<
X

Ray

Introduction et généralités

g Ve I‘\ » N
L
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N(X) + Rax=0 — N(x) =0 KN

T(X) +54-50=0 — T(x) =-4 KN

Mg (X) -54x +50 (x-1) =0 — Mt (x) = 4x + 50
X (m) 1 4

N(x) (KN) 0 0

T(x) (KN) -4 -4

M#(x) (KN.m) 54 66

Section 3-3 1< X <0

T(x)

N(X) + Rax=0 — N(x) =0 KN
RBy
T(X)-66=0  ___, T(x)=+66KN

Mi(X) - 66 x =0 —» M(X) = 66x

X (m) 1 0
N(x) (KN) 0 0
T(X) (KN) +66 +66
Ms (X) (KN.m) 66 0

1.6.1 Remarques importantes :

o L'effort tranchant n'est pas toujours une fonction continue. En effet, a I'endroit ou
une charge concentrée est appliquée, l'effort tranchant peut présenter des sauts
discontinus entre les intervalles adjacents.

e La fonction du moment fléchissant M(X) est continue. Les valeurs du moment
fléchissant a un point commun entre deux intervalles différents sont identiques.

e Le moment fléchissant est nul aux extrémités de la poutre. Ainsi :
M(0)=et M(L=5m)=0

v La dérivée de la fonction M(x) n’est que la fonction T(x) :

=
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d(M (x)

TX)= ™

3-Diagrammes des efforts internes :

F;=50KN F,=70KN

N l )

1,00n 3,00m 1,00m

66
Ty (KN) A

-54
Nx (KN)

a

Mf(x) (KN.m)

54 66




L’effort tranchant n’est pas toujours une fonction continue. En effet, lorsqu’une charge
concentrée est appliquée a un point précis, I’effort tranchant peut subir des sauts
discontinus entre les intervalles adjacents. Cela traduit une variation brusque dans la
distribution de I’effort, notamment a 1’endroit de ’application de la charge.

La fonction du moment fléchissant M(x) est continue. Les valeurs du moment
fléchissant a un point de jonction entre deux intervalles différents sont identiques, ce
qui assure la continuité de la déformation dans la poutre.

Le moment fléchissant est nul aux extrémités de la poutre, ce qui signifie que M(0)=0 et
M(L=5m)=0. Cette propriété est valable pour une poutre simplement appuyée ou
encastrée aux deux extrémites.

La dérivée de la fonction M(x) est égale a la fonction de I’effort tranchant T(x) Cela
établit une relation directe entre la courbure de la poutre (ou le moment fléchissant) et

la variation de I’effort tranchant tout au long de la poutre.

=
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Chapitre 2 Caractéristiques géométriques d'une section droite
2. Introduction

2.1 Calcul des Contraintes et des Déformations sur les Sections Planes

Pour déterminer les contraintes agissant sur les sections planes des éléments d'une structure et
évaluer les déformations, il est essentiel de connaitre les différentes caractéristiques
géomeétriques de ces sections.

Moment d’inertie

Centre de gravité Moments statique dune section droite

2.2 Le Centre de gravite
Le centre de gravité d'une section est le point ou l'on peut supposer que toute la masse de cette

section est concentrée pour les calculs de résistance et de stabilité. En termes mathématiques,
c'est le point d'équilibre de la section, comme si elle était suspendue librement et soumise a la
gravité. Dans le domaine des matériaux, le centre de gravité est essentiel pour déterminer I'effet
d'une force appliquée sur la stabilité et la résistance de la structure. Soit une section plane d’aire

S définie dans un repére orthonormée OXY

v
Surface
plane

v R

Ye |77°°

1

! 1]

e .
0 b4 X b4

Figure 1.2 Centre de gravité [10]

Les coordonnes du centre de gravité G sont définies par :

j XdS ijs

XG=SS ; YG:SS

(2.1)
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> Si la section S peut étre décomposée en sous section simples n, d’aire connus S; et de

centre de gravités connus (Xgiet Ygi) donc :

Zn:xGiSi
_ =1

Xg =1

n ;

2.5

Y

5 =

iYGiSi
_ =l

5,

(2.2)

> Si la section S est symétrique, le centre de gravité G se trouve sur ’axe de symétrie.

Tableau 3.2: Résumé de la position de centre de gravité des sections simples [7]

La Section Le centre de gravité
Section rectangulaire
4 Xe b
v :—b XG e ;
h I % I Y b
. Ye=7
b X
Surface :S=bxh
- - - 5
Section triangulaire Xg ==
Y A Xe ' 2
%
‘ 3 H
H LN Yo=—
’__G,—I." I Ye 3
< E > ; Surface : S= (B x H) /2

Section triangulaire
Y i

Xe

Yo=2

3
Surface : S=(BxH)/2
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Section circulaire

A\

Section rectangulaire creuse
Y a4 b

HPr A B ~fi-h
YGI G

Xe

B

X ==
G 2
H
Yo=—
G 2

Surface : S= (B x H)- (b x h)

Section circulaire creuse Xg = D
Y 2
D
d Yo=—
D? d?
Yo Surface : S = (- — =)
D X

2.3 Exemple d’application 1 :

Déterminer les coordonnées du centre de gravité de la section composée en forme de T,

représentée sur la figure suivante :

<
~N

\4

D 10cm

NIEN

80cm

~N 7

10cm
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2.3.1 Solution :

Pour déterminer les coordonnées de centre de gravité des sections, on projette sur les axes X et Y
et on calcule la distance entre chaque projection et le point repére O.

Y
A 100 cm

A QD 10cm

Section 1

Ys1=85cm 80cm

Y(32=40 cm
——

Section 2

v
X

& »
<« »

&

Xe1= Xaz = 50 cm 10cm

Pour cette etape, un tableau récapitulatif est nécessaire pour le calcul du centre de gravite.

Si (cm?) Xai (cm) Yai (cm) Si Xai (cm®) | Si Yai(cm®)

Section 1 10 * 100=1000 | 50 85 50000 85000
Section2 80 * 10 =800 50 40 40000 32000
Somme 1000+800=1800 90000 117000
Alors :
X, = Z?:ﬁXGi'Si — 90000 _ 50 em

o, Si 1800
Y, = Y1 Y6iSi _117000 _ 65 cm

o
nsi 1800

(XG ) YG) = (50,65) cm

2.4 Moment statique
Le moment statique S d’une section par rapport a un axe 0x ou oy (Figure. 2.3) est donné par

I’une des expressions suivantes:

s, =[[vds s, =[[xds =




Chapitre2 Caractéristigues geométrigues d'une section droite

2.4.1 Moment Statique d'une Surface Plane

Le moment statique d'une surface plane, également appelé moment de premier ordre, est une
grandeur mathématique utilisée en mécanique des matériaux pour décrire la distribution de la
surface par rapport a un axe donné. Le moment statique d’une surface plane par rapport a un axe
de son plan est égal au produit de la surface par la coordonnée Yg du centre de cette surface. Les
moments statiques sont utilisés pour calculer le centre de gravité d'une section, ainsi que pour

déterminer les contraintes et les déformations dans les structures.

v

Figure 2.2 : Le moment statique [10]

Exemple : le moment statique de section rectangulaire

]

L {C TN SO \

L J

O XG X
Figure 3.2 : le moment statique de section rectangulaire [10]
S, =Y¢S S, =X;S (2.4)

Remarque:
1. le moment statique a pour dimension la troisi€me puissance d’une longueur, il s’exprime

en m®, cm® ou mm3,
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2. Le moment statique d’une surface plane par rapport a un axe de son plan passant par le

centre de cette surface est nul donc : Sx=0; Sy=0

3. Le moment statique d’une surface composes S1, So............. Sh est égal :
Sy :Z XaiSi Sx =ZYGiSi
i1 i1 (2.5)

2.5 Moments quadratiques

2.5.1 Moment quadratique par rapport a un axe :

Le moment quadratique d'une surface plane par rapport a un axe, également appelé moment
d'inertie de surface ou moment de deuxieme ordre, est une grandeur mathématique utilisée pour
décrire la résistance d'une section a la flexion. Dans un repere orthonormé OXY, on définit une
surface (S) et un axe (A). Le moment quadratique élémentaire par rapport a ’axe (A) est défini

par la formule :

[J, 1n = &8%ds (2.6)

(S)

X X

Figure 4.2 : Moment quadratique par rapport a un axe [10]

En particulierona:

kzmvﬂs . uzmxﬂs (2.7)

» L’axes passant par le centre de gravité d’une section s’appellent axes neutres Gx ou G; et
Gy.
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X'

Figure 5.2 : Moment quadratique d’une section. [10]

IXX.:Iast
S

2.5.2 Exemple d’application 2 :

Exemple : calculer le moment d’inertie de cette section rectangulaire par rapport a 1’axe neutre

Gx

La solution :

A -H/2
e
&
G

S

A4

-H/2

A
v

lox = HY “ds

La formule devient :

B/2 (HI2 g2 |Y 3 Hiz
lox :Jls/z J‘fH/zyZdXdy =[X ]73/2 {?}

-H/2

»
>

Axe Gx
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De la méme fagon, on peut démontrer que : I,

Tableau 4.2: Exemples de moment quadratique pour une section plane [5]

La Section lox fei%
Section rectangulaire pleine
Y F S Xe
h h® *h
I L 1 o1 o =
-+ - > X
Y &4 Xs I:
—————%
) BH?
H ' - Iex = 3
_,G":.—" I Ya 36 I _ B H
— ': - g 36
Ei X
Section triangulaire isocele
Section triangulaire
| B°H | B°H
GX 36 GY 12
rnp* rpD*
" 64 o =764

< >
>

Section circulaire pleine
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Section rectangulaire creuse
Y 4 bi
3R _h3 3y _h3
notE G' ffffffffff --I" oy =—H B-hb loy = B™H —b™h
"“I ; 12 12
-+ 1 > > X
Xa
Y
. °' ,_mo‘-dY | |, _T(D‘-d"
. e 64 e 64
-« D > X
Section circulaire creuse

Remarque :

> Le moment d’inertie d’une section s’exprime en cm* ou mm®

» Un moment d’inertie est toujours positif.

» Les moments d’inertie interviennent dans le calcul de la contrainte de cisaillement et de
la contrainte normale (traction — compression).

» Les moments d’inertie les plus importants sont les moments par rapport aux axes neutres

2.5.3 Moment quadratique par rapport a un point

Le moment quadratique d'une surface plane par rapport a un point, également connu sous le nom
de moment d'inertie polaire, est une mesure de la résistance d'une section a la torsion.. Pour un
élément dS, a une distance r de O, le moment quadratique polaire élémentaire par rapport a ce
point est par définition par I’intégrale suivante :

I, = [[;r*dS I, = [[;r? dxdy (2.9)

L = [[((X*+Y?)dS=[[,Y?dS + [[.X*dS = Ix + Iy (2.10)
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O r2=x2+y? X -

Figure 6.2 : Moment quadratique par rapport a un point
Remarque :

- Iy et Iy sont toujours positifs,
- Changement d’origine (Théoréme de Huygens)

Figure 7.2 : Théoréme de Huygens

2.5.4 Moment d’inertie par rapport a un couple d’axe

Le moment d'inertie d'une surface plane par rapport a un couple d'axes, également appelé
moments d'inertie produits, mesure la répartition de la surface par rapport a deux axes
perpendiculaires. On appelle le Produit d’inertie, la caractéristique geométrique définit par

I’intégrale suivante :
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loxy = [[XYdS (2.12)
S

Théoreme de Huygens: 1., =lgy +S.XYg 2.13)

YG 3

............... [

v, f
ran iﬁ;&;
=
i
O X:‘.:

Figure 8.2 : Moment d’inertie par rapport a un couple d’axe

Les moments d'inertie produits sont utilisés pour analyser la torsion et la flexion des sections
asymétriques. Ils sont particulierement importants dans le calcul des contraintes et des

déformations dans les structures soumises a des charges obliques.
En réesumé :

e Le moment d'inertie produit lxy est une mesure de la répartition de la surface par rapport a
un couple d'axes perpendiculaires.
e |l est utilisé pour analyser les effets de torsion et de flexion dans les sections

asymétriques.

Les moments d'inertie produits sont également importants dans la transformation des moments
d'inertie lorsque I'on change les axes de référence (par exemple, lors de la rotation des axes de

coordonnées).

Remarqgues :
- loxy peuvent étre positif, négatif ou nul.

- Si les axes réciproquement perpendiculaire sont X et Y ou I'un de ces axes constitue ’axe de

symétrique de la figure, alors le produit d’inertie a ces axes Ipxy =0
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Calculs pratiques :
1-Si la surface peut étre décomposée en n sous-sections de moments produits connus loxyi, alors:

n

IOXY = Z I0><yi

E (2.14)

2-Si on cherche le moment produit d’une section par rapport a son centre de gravité et que celle-
ci peut étre décomposée en n sous sections de centre de gravité Gi connus et de moments
produits par rapport a leur centre de gravité connus | gixy, alors:

n

laxy :Z(IGixy +5 (X =X )l g _YG)) (2.15)

2.6 Translation d’axes : Théoréme de Huygens
Le théeoreme de Huygens, également connu sous le nom de théoréme des axes paralléles, permet

de déterminer le moment d'inertie d'une section par rapport a un axe décalé a partir du moment
d'inertie de cette section par rapport a un axe parallele passant par son centre de gravité.
Soit un élément dS de S dans le repéere Oxy, et soit le repére Gxy qui passe par le centre de

gravité G de S et dont les axes sont paralleles a Ox et Oy.

WOk
?T

L J

Figure 9.2 : Translation d’axes

mm:ﬂvws (2.16)

Avec Y=Y"+Yg
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dige = ([t 2+ Y5 +YZ)ds (2.17)
Finalement, on obtient :

lox =lex +SY¢° (2.18)
loy =lgy +5.X¢” (2.19)

Théoréme de Huygens: Le moment d’inertie par rapport a un axe est égal au moment d’inertie
par rapport a un axe paralléle passant par le centre de gravité, augmenté du produit de la surface

par le carré de la distance entre les deux axes.

Moments d’inertie ou quadratiques Calcul pratique : Si la surface peut étre décomposée en n

sous-sections de moments quadratiques connus loy; et loyi, alors:

n n
Iov :ZIOYi on :Zloxi
i=1 i=1

(2.20)
Remarque :

Le moment d’inertie de la section par rapport a son centre de gravité. Donc si la section peut étre
décomposée en n sous-sections Si de centres de gravité Gi et de moments d’inertie I gix0U | iy

connus:.

lox =Z(|Gix +8 (Yo Yo )2)

(2.21)

oy ZZ(IGiY +s; (X _XG)z)

(2.22)

2.7 Moments quadratiques d’axes concourants

Les moments quadratiques d'axes concourants se rapportent aux moments d'inertie et aux
produits d'inertie lorsque les axes passent par un point commun, généralement le centre de
gravité d'une section. Dans le contexte de la rotation d'axes, il est important de comprendre

comment ces quantités se transforment lorsqu'on effectue une rotation des axes de référence.

2.7.1 Rotations d’axes
Soit une section plane S, ses moments d’inertie dans le systéme xoy Ix, ly, Ixy sont connus. On se

propose de calculer les moments d’inertie de la section S dans le systéme x10y: qui fait un angle

de rotation a avec le systéme xoy.
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»
>

<

Y1

RS

\

RV = xv.Ssina + v.cosa

<
s

X = x(c0sa — y;sina X

Figure 10.2 : Rotations d’axes

On a

{ Xy = XcoSa + ysina (2.23)

Y1 = —XxSsina + ycosa

Calculons le moment quadratique loxi :

On obtient : Iox, = Ix;rly + %cosZa — I, sin2a

Letly  Le-l ,
== y—%0052a+1xysm2a

Calcul du moment produit :

Le-Ly .
L,y = . sin2a + I,cos2a

2.7.2 Recherche des directions principales

v

= x,c0sa — y,Sina

donc

x1Sina + y;cosa

(2.23)

(2.24)

(2.25)

Les directions principales d'une section sont les orientations des axes dans lesquelles les produits

d'inertie sont nuls. Ces axes sont appelés axes principaux d'inertie, et les moments d'inertie par

rapport a ces axes sont appelés moments principaux d'inertie. Trouver les directions principales

implique de déterminer les angles de rotation pour lesquels les produits d'inertie deviennent nuls.

La détermination la position des deux axes principaux dont le moment d’inertie axial est

maximal pour I’'un et minimal pour I’autre revient a trouver ’angle a, qui fait ces axes avec les

axes du premier systéemes ( Ox et Qy)
Ona I, = I sina + L,cos*a — 2I,,sinacosa

Aly,
da

(2.26)

= 2I cosasina + 21, sinacosa — 2Iy,cos2a = 0 => (I, + I,)cosasina — 2y, cos2a = 0
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D’ou:

tg2e, = —2 (2.27)

=1y

Cette relation est satisfaite pour deux valeurs de a, entre 0 et = qui correspondent a un

maximum I, 4, €t un minimum I,,;;,, qui sont les moments principaux d’inertie :

I+I
Imax =252+ + 1,)? + 4y, (2.28)
I+I
Imin = 75— Ux + 1,)? + 4L, (2.29)

Remarque:

e Pour les directions principales, loxy est nul.
e Tout axe de symétrie, est axe principal d’inertie.

e Tout axe perpendiculaire a un axe de symetrie est également axe principal d’inertie.

2.7.3 Représentation graphique — Cercle de Mohr

Reprenons les expressions donnant lox et loxy, Ce qui correspond a I’équation d’un cercle de

centre C et de rayon R :

IEXES

'IOxy

Figure 11.2 : Cercle de Mohr [6]
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2.7.4 Exercice d'application 3 :
Soit la section représentée sur la figure ci-contre (les dimensions sont en mm)
1- Calculer les moments d’inertie centraux lgx et lgy
2- Calculer le produit d’inertie Ixy
3- Calculer les moments d’inertie principaux et I’angle d’orientation des axes principaux.

12 mm

180 mm

100 mm

Solution :

1-Calcule des moments d’inerties centraux lgx et lay

Calculons d'abord le centre de gravité :

Si(mm?) Xai(mm) yei(mm) Xei Si(mm®) | Yai Si(mm?)
S1 1200 50 6 60000 7200
S2 2016 6 96 12096 193536
Somme 3216 18096 200736

Le centre de gravité est égal :
Ye =62.417 mm
Xe=22.41 mm

G (22.41; 62.417) mm

I ox =Z(|Gix +5; (YGi _Ye)z) oy ZZ(IGiY +5; (XGi _Xe)z)

lxi (Mm?) leyi (Mm?)

S1 3833853.4668 1913449.72

S2 7015312.86 567076.80
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2 blhl3 2 bzhz3 2
I ox ZZ(IGiX +S (YG _YGi) )=?+b1Xhl(YG Y1) +?+b2Xhz(Ye —Ys2)
= 10849166.333mm*
. _ b13h1 b32h2

oy :Z(Ieiv +S; (XG X )2)_?+blxh1(xe ~Xg1)'+

i=1

=2480526.5296 mm*

2-Calculer le produit d’inertie Ixy

loxy =2 (Topy +8i (X =X )l g =Y ) =29.79x10° mm*

i=1

3-Calculer les moments d’inertie principaux

L+l

Imax =2+ /(L + 1,)? + 41,,=11.80x10° mm*

L, +1

L’angle d’orientation des axes principaux :

2hey —17 720
Iy

Iy—

tg2ay, =

+b,xh,(X o =X ,) =
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Chapitre 3 Traction simple et Compression simple

3. Introduction
Le comportement des matériaux sous différentes sollicitations est essentiel en ingénierie et en

construction. Ce chapitre se concentre sur deux types de contraintes fondamentales : la traction

simple et la compression simple.

3.1 Définitions
3.1.1 Traction simple: Une poutre est considérée comme étant en traction simple lorsqu'elle est

soumise a deux forces axiales opposées, appliquées au centre de ses extrémités. Ces forces
agissent dans des directions opposées, provoquant une tension qui a pour effet d'allonger la
poutre. Ce type de sollicitation est crucial dans de nombreuses applications d'ingénierie,
notamment dans les structures de ponts et les cables de soutien, ou la résistance a la traction est

essentielle pour maintenir l'intégrite structurelle.

3.1.2 Compression simple: Une poutre est en compression simple lorsqu'elle subit également
deux forces axiales opposées, mais qui, cette fois, tendent a rapprocher les extrémités de
la poutre. Ces forces, appliquees au centre des surfaces extrémes, provoquent une réduction de la
longueur de la poutre. La compression est un phénomene courant dans les colonnes et
les poutres des batiments, ou il est vital de concevoir des éléments capables de supporter des

charges importantes sans fléchir ou s'effondrer.

Traction compression

Figure 1.3 : Traction et compression

Une poutre est en traction (en compression) dés que le torseur des efforts intérieurs dans (G ; X ;

y ; z) s’exprime sous la forme suivante :

Avec :

N : effort normal (effort extérieur)
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SiN >0 : traction ;
Si N <0: compression.

3.2 Effort normal

La mise en évidence de l'effort normal s'effectue par une coupe transversale. On considére
qu'une partie est en équilibre lorsque I'on introduit, au niveau de cette section transversale, un
effort normal N(x) qui est perpendiculaire & la section, et que I'on désigne par le terme d'effort

normal.

Fe—Tt-----fmmom - — |
A B
F+—f--o--] N(x) N(x) —> F
A G G B

3.2.1 Calcul de I’effort normal
L'effort normal N(x) représente la somme de toutes les forces extérieures agissant d'un co6té

(gauche ou droit) de la section considérée. Dans ce cas, les forces de cohésion se réduisent a une

seule composante normale.

N(x)#0
T(x)=0
M(x)=0
N>0 N<O0

Equilibre des trongons: F = N(X)

Nx :fo +fqudx
Fx : charge concentré

gx : charge répartie
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3.3 Contrainte normale
Pour une poutre, de section S, sollicitée a la traction simple, la valeur de la contrainte normale
est égale au rapport de I’effort normal N par la section S. La contrainte normale dans une poutre

peut étre calculée a l'aide de la formule suivante :

N
=%

AvVec :

o : contrainte normal en (N/mm? = MPa) ;
S : aire de la section droite de la piece (mm?) ;
N : effort normal en (N)

Remarque

Compression N<O ——— ¢ < 0 Raccourcissement
Traction N>0 —» o >0  Allongement

3.3.1 Essai de traction

Un essai de traction est un test standardisé qui mesure la résistance d'un matériau a la traction. Il
consiste a étirer un échantillon de matériau jusqu'a ce qu'il se rompe. Un échantillon de matériau
est placé dans une machine de traction qui applique une force croissante jusqu'a la rupture. Les
mesures de force et dallongement sont enregistrées pour établir une courbe contrainte-

déformation.

| T4 o ———————— 4 1 {111

Figure 2.3 : Machine d’essais et éprouvette
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3.3.2 Objectif de I'essai:

Détermination des propriétés mécaniques telles que la résistance a la traction, I'élongation, le
module d'élasticité, et le point de rupture. En mécanique, I'essai de traction peut étre utilisé pour
évaluer la performance de composants mécaniques sous des charges de traction.

3.3.3 Diagramme contrainte-déformation

Le diagramme contrainte-déformation est un outil fondamental en mécanique des matériaux,
utilisé pour décrire le comportement d'un matériau lorsqu'il est soumis a des charges. Le
diagramme contrainte-déformation est utilisé pour concevoir des structures et des composants,
en s'assurant qu'ils peuvent supporter les charges prévues sans
défaillance. En étudiant le diagramme, les ingénieurs peuvent comprendre comment et pourquoi
un matériau a échoué sous certaines conditions. La courbe représente la variation de la

déformation en fonction de la contrainte.

(o)
C
[
|
A B | ) D
rupture
limite élastique : Re -~ — ~g———f : _fupture - |
\ | | |
| | | |
\ | | |
\ | | |
\ | | | e
oh4 | !
zone élastique zone de déformation plastique

Figure 3.3 : Diagramme contrainte et déformation

— O a A : zone de déformation élastique (réversible): Dans cette zone, le matériau se déforme de
maniére réversible. Lorsque la contrainte est retirée, le matériau revient a sa forme originale. La
pente de cette zone est appelée le module d'élasticité (ou module de Young).

— A a D : zone de déformation plastique: Au-dela d'un certain seuil de contrainte (appelé limite
délasticité), le matériau commence a se déformer de maniere permanente. Dans cette zone,
méme si la contrainte est retirée, le matériau ne revient pas a sa forme originale.

— Zone de rupture : C'est la région ou le matériau finit par se rompre. La contrainte maximale

atteinte avant la rupture est appelée contrainte de rupture.

> Déformation élastique

e

Re : limite élastique = F? en Kgf/mm?
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L _AL Allongement

) _Lo o allongement unitaire

» Loi de Hooke
La loi de Hooke est un principe fondamental en mécanique des matériaux qui décrit le

comportement élastique des matériaux lorsqu'ils sont soumis a une contrainte. Elle énonce que,
dans la limite d'¢lasticité d'un matériau, la déformation (ou l'allongement) d'un objet est
proportionnelle a la force appliquée sur celui-ci. La loi de Hooke est une loi exprimant la relation
linéaire entre les contraintes et les déformations dans le domaine élastique (OA):

o=Ee
E : module de Young (MPa)
¢ : Déformation relatif

Le matériau est parfaitement élastique on aura donc :

Al

o = Ee —>E=l—
0

N Al NL
c=—=Eg=E——% AL=-—2
A 1 EA

Donc AL = f;%d(x)

» Module de Young E : est une mesure de la rigidité d'un matériau. Il est défini comme le
rapport entre la contrainte (force par unité de surface) et la déformation (changement de
longueur par rapport a la longueur initiale) dans la région élastiqgue d'un matériau. En
d'autres termes, il quantifie la capacité d'un matériau a se déformer de maniere élastique

lorsqu'il est soumis a une force.

Tableau 1.3 : Module de Young en daN/mm?2 de certains matériaux :

matériaux Module de Young daN/mm?
aciers 17 000 & 28 000
aciers de construction 20 000 a 22 000
fonte 10 000
verre 7000 a 7 500
béton 2500
bois 1 000 a 3000
caoutchouc 0,75
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3.4 Contrainte admissible et Condition de résistance

3.4.1 Contrainte admissible

En résistance des matériaux, une contrainte admissible est la valeur maximale de contrainte
qu'un matériau peut supporter sans subir de défaillance, de rupture ou de déformation
permanente. Elle est déterminée en tenant compte de divers facteurs, notamment les propriétés
mécaniques du matériau, les conditions de chargement, la durée de I'application de la charge, et
les facteurs de sécurité. La contrainte admissible notée o, est la contrainte maximal qu’une

structure sans risque de rupture ni de déformation excessive.

o, <0y
O-u

Oy = —
a CS

Avec :

o, - Contrainte ultime

C, : Coefficient de sécurité
Remarque :

Chaque matériau a deux contraintes admissibles a ne pas dépasser :

» Une contrainte admissible a la compression

« Une contrainte admissible a la traction

Ces deux résistances admissibles sont déterminées a partir des essais au laboratoire.

Dans le domaine de la structure en génie civil, il est essentiel de prendre en compte non
seulement les contraintes admissibles a la compression et a la traction, mais également d'autres
facteurs influencant la performance des matériaux. Par exemple, la résistance au cisaillement, qui
est cruciale pour les éléments soumis a des forces latérales, doit également étre évaluée. De plus,
les conditions environnementales, telles que I'humidité, la température et I'exposition a des
agents corrosifs, peuvent affecter la durabilité des matériaux au fil du temps. Les ingénieurs
doivent donc réaliser des analyses approfondies, incluant des essais de fatigue et de
vieillissement, afin de garantir que les structures répondent aux exigences de sécurité et de
performance tout au long de leur cycle de vie. Ces considérations permettent d'optimiser la

conception et d'assurer la pérennité des ouvrages construits.
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3.4.2 Condition de résistance

La condition de résistance dans le domaine de la résistance des matériaux fait référence aux
critéres qui déterminent si un matériau ou une structure peut supporter les charges appliquées
sans subir de défaillance. Ces conditions varient en fonction du type de matériau, de la nature des
charges (statique ou dynamique), et des conditions environnementales. La condition de
résistance pour une contrainte normale d’extension est :

_ Nax
Omax = A = Oq

[o]* Contraint admissible de traction
[o]~Contrainte admissible de compression

3.5 Applications

3.5.1 Exercice 1: Analyse d'une barre en acier ABC soumise a des charges axiales

La barre en acier ABC est constituée de deux segments cylindriques de longueurs et de diameétres
différents. On applique des charges axiales sur cette barre, et le module d'élasticité de I'acier est
donné par (E= 2x10°MPa). Cet exercice a pour but d'analyser le comportement de la barre sous

I'effet de ces charges.
1-Tracer le diagramme de I’ effort normal N(x).
2-Calculer la déformation totale AL.

3- Calculer la contrainte normale dans chaque Zone.

$1=220mm?
l/ S2=120mm?
15 KN <A— — | 50 KN +— 30 KN
150mm 150mm

La solution :
1- calcul I’effort normal dans chaque zone de la barre (zone AB-zone BC).

Pour commencer, il est essentiel de déterminer les forces appliquées sur la barre et de les
représenter graphiquement. Le diagramme de I’effort normal N(X) montre comment les forces

internes varient le long de la longueur de la barre.
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zone AB

2Fpr =0 —> -15+Na=0 —» Nx1 = 15KN

» Dans cette zone il y a de la traction

15 KN <+— — >N

\ 4

Zone BC

/ Nx2
50KN —

\ 4

15 KN&—

v

X

ZF/x=O _,'15 +50+Nx2:0 —_— Nx2:'35KN
» Dans cette zone il y a une compression

Le diagramme de I’effort N (x)

NNy T
15000
A B C X (Tnm)
-35000

2-Calcul de la déformation totale AL.

La déformation totale de la barre peut étre calculée en utilisant la loi de Hooke, qui relie la
contrainte, la déformation et le module d'élasticité. La déformation \( \Delta L \) est la somme

des déformations des deux segments :

D’aprées la loi de Hooke :

N Al
= — = = —_— —
o=~ Ee=E L ———> AL A

E



Chapitre 3 Traction simple et Compression simple

Zone AB

AL = Nyilsp  15x10°x150  2250x10° 00511

4B = Tps T 2x105x220  440x105 oo MM

AL,z = 0.0511mm (Allongement)

Zone Bc
Ny,Lge —35x103x150 —5250x103
ALg: = = = = —0.218 mm
Es, 2x10% x120 240x10°

AL, = —0.218mm (Raccourcissent)

La déformation totale AL = AL,p + ALpc
AL = 0.0511 — 0.218 = —0.1669mm

3-Calcul la contrainte normale dans chaque segment :

3
=Na _ 1999 _ 68 18N /mm?
s1 220
_ 3
o =2 = XY 991 67N /mm?
s2 120

3.5.2 Exercice 2 : Analyse d'une Barre en Acier Soumise a un Effort de Traction

Une barre en acier de diameétre D = 4 cm et de longueur 3 m est soumise a un effort de traction
de 20 KN, La contrainte admissible de ’acier vaut = 50 MPa et E= 2x10°MPa :

1- Calculer la contrainte de traction.

2- Vérifier si la contrainte calculée est inférieure a la contrainte admissible 6agm = 50 MPa.

3- Calculer I’allongement AL

D=5 cm

O

B
»

3m
Solution de I'exercice 2 :

1-Calcul de la contrainte de traction :
Ona:o=N/A Avec A=nD?%4=x*(52)/4=19.625cm2=1962,5 mm?

E
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Donc : 6 =N/A= N 18X103: 09,17 N/mmz2
A~ 1962,5

2-vérification du critére de résistance.

Ona:0=09.17 MPa < cadm = 50 MPa, alors la barre est vérifiée en traction.

3-Calcul de I’allongement :

NLo_ 18000x3000 54 000000
Ona:AL=—7= = 0.1375mm
EA 2x105+1962,5 392500000

Cet exercice permet d'évaluer la résistance et la déformation d'une barre en acier soumise a un
effort de traction, en vérifiant si elle respecte les criteres de sécurité définis par la contrainte

admissible.

E
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Chapitre 4 : Flexion simple
4 Introduction

Dans ce chapitre, nous explorerons la flexion des poutres, en mettant en lumiere les
caracteristiques spécifiques des poutres soumises a ce type de sollicitation. Nous analyserons
les diagrammes de la force de cisaillement et du moment fléchissant, et apprendrons a calculer
la contrainte maximale dans les poutres courbes. Nous aborderons également les conditions de
résistance nécessaires pour dimensionner et concevoir des poutres courbées, ainsi que les

méthodes de calcul de leur déformation.

4.1 Definitions et hypothéses

4.1.1Définition :

Une poutre est considérée soumise a une flexion simple lorsque toutes les forces qui
s'exercent sur elle sont perpendiculaires a son axe neutre. Les fibres situées dans la partie
supérieure de la poutre subissent une compression, tandis que celles dans la partie inférieure

sont en traction.

Compression des fibres supérieures l F

—‘_ Axe neutre
Traction des fibres inferieures /§ §

F/2 F/2

Figure 1.4 : Courbure d’une poutre soumise a la flexion.
e SiTy =0 estnul, alors la sollicitation est appelée flexion pure

0 0
Ty 0]

0 Mfz

Teon =
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b

Mt

=

Figure 2.4 : Composantes du torseur de cohésion (Ty avec Mg, T, avec My) [20].

4.1.2 Hypothéses

e Les déformations sont élastiques et suffisamment petites pour ne pas modifier
l'intensité des forces ni leurs distances respectives, assurant ainsi la linéarité des
relations entre contraintes et deformations.

o Toute fibre située dans un plan de symétrie de la poutre reste dans ce plan pendant la
déformation, ce qui signifie que la déformation respecte la symétrie initiale de la
structure.

e Hypothése de Navier-Bernoulli : Les sections droites de la poutre restent planes et
perpendiculaires a l'axe neutre apres déformation, ce qui implique que les
déformations sont proportionnelles a la distance par rapport a l'axe neutre et que les
effets de cisaillement transversal sont négligeables.

e Les matériaux utilisés pour la poutre sont homogenes et isotropes, c’est-a-dire que
leurs propriétés mécaniques sont identiques dans toutes les directions.

o L'effet de la flexion pure est considéré, excluant ainsi les effets de torsion ou de

flexion composeée.

4.2 Efforts intérieurs (Effort tranchant, Moment fléchissant)

Lors de la flexion, les efforts intérieurs dans toute section droite d'une poutre se résument
a deux composantes principales : I'effort tranchant T, qui est perpendiculaire a I'axe neutre
de la poutre, et le moment fléchissant Mt , qui est perpendiculaire a la fois & l'axe neutre et

a l'effort tranchant T.




T(x)

Chapitre 4 Flexion simple
X
P
B X

Figure 3.4 : Les efforts internes dans la poutre [19]

Pour mettre en evidence les efforts internes, une coupe virtuelle est réalisée a une distance x
de l'origine A. En isolant la section 1, on obtient I'effort tranchant T et le moment de flexion
Mt (en réalité, on obtient respectivement —T et —M{)

4.3 Relation différentielle entre la charge, I'effort tranchant et le moment fléchissant

4.3.1 Relation entre I'effort tranchant, le moment fléchissant et le chargement réparti

Considérons le cas d'une charge répartie, notée g(x). La charge totale appliquée sur un

élément de longueur infinitésimale dx est g dx (voir Figure 28.4).

g (x)
- o TR
i{. M +cily)
My
s{T+dT)
= dx ,}L

Figure 4.4 : EIément de poutre isolé chargé par force répartie [19]

L’équilibre des forces sur 1'¢1ément:
T-g(X)dx-T-dT=0

Ce qui veut dire que:
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dT
- = X
o - 9)
L'équilibre des moments donne:
Mf + T dx - q dxd%/2 - Mf - dMf =0 —> M, =T
dx (4.2)
0

Remarque :

|

" M +cifAy)
My
~«T+dT)
i'{,_ dx _}:

Figure 5.4 : ElIément de poutre isolé chargé par une force concentrée [19] .

Dans le cas d'une une charge concentrée (Figure. 29.4), 1’équilibre s'écrit:
T=(T+dT)-F

Donc, finalement, les grandeurs M (moment fléchissant), T (effort tranchant) et g (charge

répartie) sont liées par la relation de Jouraevsky :

d®M dT
ax 2z dx ] (42)

4.3.2 Relation entre moments fléchissant et efforts tranchants

L’¢étude de I’équilibre de la section de largeur dx appartenant a la poutre, compte tenu des
charges indiqueées, (Figure 30.4) :

={ M +clf)

Figure 6.4 : EIément de poutre isolé sans charge [19].
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L’effort interne de la partie gauche sur 1'é¢lément est représentée pat T et Mf

L’effort interne de la partie gauche sur 1'é1ément est représentée pat (T+dT) et (Mf+dMf)
L'équilibre de I'élément s'écrit:

T dx + Mf- (T +dT)dx - (Mf+dMf) =0

M. - ) (4.3)
dx

4.4 Diagrammes des efforts tranchants T(x) et des moments de flexion Mx(x)

Les efforts tranchants T et les moments de flexion Ms varient selon la position x de la coupe
virtuelle le long de la poutre. En tracant les diagrammes de T(x) et M«(x), on peut visualiser
I'évolution de ces forces internes et identifier les valeurs maximales critiques pour le calcul
des contraintes. Ces diagrammes sont obtenus en appliquant la méthode des sections (voir
Chapitre 1).

4.5 Déformée d’une poutre soumise a la flexion simple (fleche)
La poutre subit une déformation lorsqu'elle est soumise a des charges externes. Le

déplacement du centre de gravité de chaque section transversale le long de la poutre est
représenté par l'abscisse X et est indiqué par des fleches. Le tracé de ces déplacements pour
I'ensemble des sections constitue la courbe de déformation de la poutre (Figure 31.4).

4.5.1 Définition de la courbe de deformation

La courbe de déformation représente le chemin parcouru par le centre de gravité des sections
transversales sous l'effet des charges appliquées. Elle est un indicateur clé de la maniére dont
la poutre se déforme sous contrainte, offrant une vue d'ensemble des déplacements
longitudinaux au sein de la structure. Cette courbe est essentielle pour l'analyse des
déformations, car elle permet de quantifier la flexion et de déterminer les points critiques ou
les contraintes maximales sont susceptibles de se produire.

4.5.2 Importance de la courbe de déformation

L'étude de la courbe de déformation est fondamentale pour le dimensionnement et l'analyse
structurelle. Elle permet d'évaluer la rigidité de la poutre et de prédire les zones de
déformation maximale, ce qui est crucial pour garantir que la structure peut supporter les

charges sans dépasser les limites admissibles de déformation. En outre, elle aide a comprendre
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le comportement global de la poutre, en particulier dans des situations ou la flexion est
importante.

4.5.3 Méthodes d'analyse

Pour tracer et analyser la courbe de déformation, plusieurs méthodes peuvent étre utilisées,
notamment la méthode des sections, le principe des superpositions, et les théories de la
flexion des poutres. Chacune de ces méthodes offre des perspectives différentes, mais

complémentaires, pour comprendre comment la poutre réagit aux forces externes.

7\ lF

——————————————————————————————— F—> X
X
~y(X) 7
Figure 7.4 : Poutre deformée.
La relation suivante qui permet le calcul de la déformée :
M, =—Ely’ (4.4)

AVec :

Mf : le moment fléchissant (équation en x)
E : le module d’¢lasticité longitudinale (MPa)
Y " la dérivée seconde de la déformee y

| : le moment quadratique de la section par rapport a I’axe (G, z) (mm?)

4.5.4 Calcul de la fleche de la poutre : Méthode d’intégration

Pour déterminer la fleche y d'une poutre, il est nécessaire d'intégrer I'équation (4.4) a deux
reprises. Cette double intégration généere une équation qui inclut deux constantes d'intégration.

Ces constantes sont déterminées en appliquant les conditions aux limites appropriées.
Conditions aux limites

Les constantes d'intégration obtenues lors du processus d'intégration sont évaluées en utilisant
les conditions aux limites spécifiques a la poutre, comme illustré a la figure 32.4. Ces

conditions aux limites peuvent inclure, par exemple, des points ou la fleche est nulle (comme
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aux appuis fixes) ou des points ou la dérivée de la fleche est nulle (indiquant une pente nulle a
ces points). En appliquant ces conditions, on peut résoudre les équations pour déterminer les

valeurs exactes des constantes, permettant ainsi de calculer la fleche en tout point de la poutre.

Flexion simple

/
e

vio)=0 vio)=0
v'(o)=0 v(L)=0
Vonae=V(L)

T,l A/ H
QELiEaE,

>

vio)=0 Vig = Vg
v(L)=0 Vig =V g
v'(L/2)=0 (continuité)
v (LZ} = Vinar

e

Lt

X
vio)=0
v(L)=0
v’io)=0

Figure 8.4 : Condition aux limites [19]

4.6 Dimensionnement : Calcul des contraintes

Lorsqu'une poutre est soumise a une flexion simple, elle subit non seulement des contraintes
normales, mais également des contraintes de cisaillement dues a leffort tranchant. Le
dimensionnement de la poutre nécessite donc de calculer et danalyser ces deux types de

contraintes afin de s'assurer que la structure peut supporter les charges appliquées sans

dépasser les limites de résistance du matériau

4.6.1 Contrainte normale en flexion simple

En flexion simple, une poutre subit des contraintes normales, qui se distribuent le long de sa
section transversale. Ces contraintes sont maximales aux fibres extrémes (les plus éloignées
de l'axe neutre) et sannulent au niveau de cet axe. La contrainte normale de flexion est

proportionnelle a la distance de la fibre par rapport a I'axe neutre, et elle est donnée par la

formule suivante :

Figure 9.4 : Contrainte normale de flexion simple
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a contrainte normale de flexion en un poin e la section s’exprime par :
L traint le de fl tMdel t ’

I, (4.5)
Avec :

o,, :Contrainte normale en point M en MPa.

Iz : Moment d’inertie de la section par rapport a 1’axe horizontal. (Noté aussi Igx )
My, : Moment fléchissant dans la section.

Ywm : La distance du C.D.G de la section & la fibre la plus éloignée.

Lorsqu’une poutre fléchit :

e La partie supérieur se raccourcie par compression.

e La partie inferieur de la poutre s’allonge par traction

Entre les deux zones il existe une partie longitudinal qui n’a subit ni allongement, ni

raccourcissent elle passe par le centre de gravité c’est ’axe neutre.

Figure 10.4 : section rectangulaire [15] Figure 11.4 : sectionen T [15]

1- Cas d’une section symétrique

Lorsque la poutre possede une section symétrique par rapport a I'axe neutre (par exemple, une
section rectangulaire, circulaire ou en 1), la distribution des contraintes normales en flexion
présente une symétrie similaire. Dans ce cas, I'axe neutre coincide avec I'axe de symétrie de la

section, ce qui simplifie I'analyse.




AN
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Pour une section symétrique, les contraintes normales o atteignent des valeurs égales en
magnitude, mais de signes opposés, aux fibres supérieures et inférieures. La contrainte
maximale se situe toujours aux fibres les plus éloignées de l'axe neutre et est donnée par :
Ona:

Y+ =1y~|

|0max +| = |Umax —|=0c =—+Y [Y*|=1|Y"|

partie comprimé

Omax —

N

Partie tendue Omax +

Y+

2- Cas d’une section sans axe de symétrie horizontale

Lorsque la section de la poutre n'a pas d'axe de symétrie horizontale, la distribution des
contraintes normales en flexion devient asymétrique. Dans ce cas, les contraintes de traction
et de compression maximales sont différentes et ne se produisent pas nécessairement aux
mémes distances par rapport a l'axe neutre.

Pour une telle section, I'axe neutre n'est pas situé au centre de la section, ce qui fait que les
fibres situées au-dessus et au-dessous de cet axe subissent des contraintes de magnitudes
différentes. La contrainte maximale de traction (dans la zone en tension) et la contrainte
maximale de compression (dans la zone en compression) sont calculées selon les formules

suivantes :

Omax — Omax +

Omax + Omax —
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_‘ - &Y *
max I max
X

%Y _max

X

o

o

max

Avec :

o+ Contrainte de traction max

o — Contrainte de compression max

max

4.6.2 La contraint tangentielle

Dans le cas de la flexion simple, en plus du moment fléchissant qui varie le long de la poutre,
il existe une composante due a l'effort tranchant T. Ainsi, en plus de la contrainte normale o,
la poutre est également soumise a une contrainte tangentielle z, qui agit parallélement a la
section transversale. La contrainte tangentielle 7,y peut étre calculée a l'aide de I'équation de
Jouravski :

Cette contrainte tangentielle zxy est particulierement significative prés des appuis, ou I'effort
tranchant est generalement maximal. Elle joue un réle crucial dans I'analyse des structures,
car elle peut provoquer des glissements internes dans le matériau, ce qui peut conduire a des
phénomenes comme le cisaillement ou la rupture par cisaillement. Il est donc essentiel de la
prendre en compte lors du dimensionnement pour garantir la sécurité et la stabilité de la

poutre.

Xy

W, :Représente le moment statique de la région en Rouge de la section par rapport a la fibre

moyenne.

b : est la largeur de poutre a I’endroit ou est calculée la contrainte tangentielle.

W =

—— - == — e T m e ————— T, e
h Z nane =57

Figure 12.4 : Répartition des contraintes tangentielles

=
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4.7 Condition de résistance :

» Contrainte normale
La vérification d'une poutre en flexion implique d'examiner les conditions de résistance a la
compression et a la traction. Pour ce faire, il est nécessaire de calculer les contraintes
maximales de traction et de compression générées dans la poutre sous I'effet du moment de
flexion. Ces contraintes sont ensuite comparées aux contraintes admissibles du matériau, qui

sont des valeurs connues provenant des spécifications du matériau.

[0]= 0w (4.7)
> Section symétrique
[+ [ max
> Section non symétrique
i [o]= [ max]=[ o max] ——> [o]|max([o” max] [ max]

Si [a‘ max} # [a* max] [o‘] > ‘o" max‘
=
[o+]> ‘0'+ max‘

» Contrainte tangentielle
Pour garantir que la poutre résiste adéquatement au cisaillement, il est essentiel que la
contrainte tangentielle maximale calculée t ne dépasse pas la limite élastique pratique au
cisaillement tagm du matériau. La contrainte tangentielle maximale est calculée a partir de
I'effort tranchant appliqué et de la géométrie de la section, comme indiqué par I'équation de
Jouravski ou d'autres méthodes appropriées. La limite élastique pratique au cisaillement
représente la contrainte maximale que le matériau peut supporter sans subir de défaillance par

cisaillement. La condition de vérification est donc :

_Tymax z

z-max | , b - Tadm

(4.8)
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4.8 Exercice d'application

Soit une poutre reposant sur deux appuis, I'un simple et l'autre double et supportant une
charge uniformément répartie q sur toute sa longueur. La section droite de la poutre est

rectangulaire (voir figure ci-contre).

1. Calcul des réactions d'appuis : Déterminer les réactions aux appuis en utilisant les
équations d'équilibre statique.

2. Tracé des diagrammes des efforts internes : Tracer les diagrammes des efforts
normaux N(x), des efforts tranchants T(x), et des moments de flexion Mz(x) le long de
la poutre.

3. Contrainte de flexion maximale : Calculer la contrainte de flexion maximale dans la
poutre, en utilisant la relation entre le moment de flexion et la contrainte de flexion
dans une section rectangulaire.

4. Contrainte tangentielle maximale : Calculer la contrainte tangentielle maximale
dans la poutre, en utilisant la relation entre I'effort tranchant et la contrainte
tangentielle dans une section rectangulaire.

5. Trace des diagrammes des contraintes normales et tangentielles : Tracer les
diagrammes de la contrainte normale o, et de la contrainte tangentielle t, le long de la
poutre.

6. Déformée et fleche de la poutre : En utilisant la méthode d'intégration et en
considérant que la rigidité EI de la poutre est constante le long de sa longueur,
déterminer les expressions analytiques de la déformée v(x) et de la fleche f(x).

7. Expressions maximales de la fleche et de I'angle de rotation : Calculer les valeurs

maximales de la fleche fmax et de l'angle de rotation Omax aux points critiques de la

poutre.
b
A
A —>
q
R e b > z
...................... > X
-y L A
y
Y
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Solution:

Données de I'exercice :

e Longueur de la poutre : L

« Charge uniformément répartie : q

o Largeur de la section rectangulaire : b
e Hauteur de la section rectangulaire : h
e Module de Young du matériau : E

3
e« Moment d'inertie de la section : I = %

1. Calcul des réactions d'appuis :

La poutre est soumise a deux appuis : un appui simple en B et un appui double en A. La poutre
est soumise a une charge uniformément répartie q sur toute sa longueur L.

1.1 Equations d'équilibre :

Pour déeterminer les réactions aux appuis Ra et Rg, on utilise les équations d'équilibre

statique.
Equilibre en translation verticale : La somme des forces verticales doit étre nulle.
ZFy=0—>RAy+RB =qL
Par symétrie Ray = Rey —2 Ray= qL—Ry, = % d'ou Ray= RBF%

Equilibre en translation horizontale : La somme des forces horizontales doit étre nulle.

ZFx:0—>RAx:0

A
: q
RAx _t e > X
L BN &N
Ry,
Rpy
Y

&
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Equilibre en rotation autour de I'appui A : La somme des moments autour de A doit étre
nulle. En prenant les moments autour de A, on élimine Ray de I'équation, ce qui permet de

déterminer Rgy.

LxL L
D My=0-Ryl=q "Ry =0

Ces valeurs indiquent que les deux appuis supportent chacun la moitié de la charge totale

appliquée sur la poutre.

2. Tracé des diagrammes des efforts internes :

Diagramme des efforts Normaux N(x)

L'effort normale en un point x de la poutre est donné par :
N(X) = _RAx =0
I'effort normale est nulle le long de la poutre.

M, (x)

| N
RAx — > » N(x)
ety

/
T x)

Diagramme des efforts Tranchant Ty(x)

L'effort tranchant en un point x de la poutre est donné par :

Pour0<x<L

L L L
'Ty(x) —qx+q5= 0- _Ty(x) = qx—qz_fry(x) = —CIX+C[E
Pourx =0 - Ty, = q%
L L
Pourx =- - Ty(é) =—q;

Le diagramme de l'effort tranchant T(x) est donc une droite qui décroit linéairement de q% a

L

Diagramme des Moment de flexion M, (x):

&
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Le moment de flexion en un point x de la poutre est donné par :

2
MZ(X) = RAy X — q7

Cette expression est valide pour 0 <x<L
0
-POUI’ X=O—>MZ(0) =RAy'O_q'E=O

2
-PoUr x =1L - M,y =Ray.L—q.==0

L
. . L L L L ()? 12
Moment maximum au milieu de la poutre x =~ est Mypqx = M,() = =-.0 — q. 2~ = q?
Le diagramme du moment de flexion est parabolique, atteignant son maximum au centre de la

poutre.

A
H q
RAx —t - i ..................... » X
L N BN
R4y
Rpy
Y
N(X) A
0 » X
T,(x) 4
Lok
q2 \
> X

M, (x) )
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3. Contrainte de flexion maximale

La contrainte de flexion maximale dans une section rectangulaire est donnée par la formule :

max
_ M; - Ymax
Omax = I
z

Ymax - distance de la fibre neutre a la fibre extréme).

__ bn?

I, =— est le moment d'inertie de la section rectangulaire.
at?\ h
+ traction _ . — compression _ ( 8 )'2 _ 3 ql?
Omax = Omax Omax = bh3 - _-m
12

4. Contrainte tangentielle maximale

Cette contrainte est due a l'effort tranchant agissant sur la poutre. La contrainte tangentielle a
une distance y de la fibre neutre dans une section rectangulaire est donnee par la formule
suivante:

_ Tnax - St
Tmax = b.1
iz

Tnax = q;l est I'effort tranchant de la poutre.

S; est le moment statique de la partie de la section au-dessus (ou en dessous) de la fibre ou la
contrainte est calculée, par rapport a la fibre neutre. Le moment statique d'une section par
rapport a un axe est égal au produit de l'aire de la section par la distance entre son centre de
gravité et l'axe.

b est la largeur de la section rectangulaire.

hZ
_ Tinax - b. (?) _ 3 Thax _ 3ql
fmax = T Tow3 =27 b.h  4bh

"12

5- Tracé des diagrammes des contraintes normales et tangentielles

Le tracé des diagrammes des contraintes normales et tangentielles d'une section rectangulaire
permet de visualiser la distribution des contraintes internes le long de la poutre. Les
contraintes normales, résultant du moment de flexion, sont maximales aux fibres extérieures
de la section et nulles a la fibre neutre. En revanche, les contraintes tangentielles, dues a
I'effort tranchant, sont maximales a la fibre neutre et diminuent jusqu'a étre nulles aux bords
supérieur et inférieur de la section. Ces diagrammes sont essentiels pour analyser la sécurité et

le comportement mécanique de la poutre sous charge.
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— compression
max
C M, -
\ l / Axe neutre
T
+ traction
Omax

6. Déformée et fleche de la poutre

Pour déterminer la déformee (ou la courbure) et la fleche d'une poutre de longueur L soumise
a un chargement uniformeément réparti g, on peut utiliser les équations de la théorie des
poutres d'Euler-Bernoulli. Voici les étapes générales pour résoudre ce probleme :
EIV" =—-M,

ou :

e V(x) est la déformée de la poutre (déplacement vertical en fonction de la position x).

e M(X) est le moment fléchissant a la position x.

e E est le module d'élasticité du matériau.

e | est le moment d'inertie de la section transversale de la poutre.
Pour une poutre de longueur L avec une charge uniformément répartie ¢, le moment
fléchissant M(x) en un point x est donné par :

qx® qL

M(X): —T+7.x

En intégrant deux fois I'équation de la courbure, on obtient:

Premiere intégration:

, ov qx® qL
EIV —Ela—Ele(X’)—T—T.X +Cl
Deuxiéme intégration:
_q 4_qu3
EIV—24.x 12 Ci.x+Cy

ou C, et C, sont des constantes d'intégration déterminées par les conditions aux limites.

&



Chapitre 4 Flexion simple

Pour une poutre simplement appuyée aux extrémités x = 0 etx = L
e V(0)=0 etV(L) =0 (pasde déplacement vertical aux appuis).
On résout ces conditions pour obtenir les deux constantes C; et C,

V) =0-C,=0

VW =0-¢ =%

Ainsi, I'équation de la rotation devient :

_qx® qlx* ql?
00) =1~ arr + 2280

L'équation de la déformée devient :

gx* qLx3 N qlL3
24E1 12E1 24EI

7.Expressions maximales de la fleche et de I'angle de rotation

Vix) =

La rotation maximale se produit généralement a une distance de x=0. pour une poutre
uniformement chargée. Substituons x=0 dans lI'expression de 0(x) pour obtenir :

qlL?

Omax(x) = 6(0) = 24E]

La fleche maximale V;,,,, se produit au milieu de la poutre x = % En substituant x = %dans
I'équation de V (x), on obtient :

"~ 384EI

L 5qL*
=13

Tableau 6.4 : Récapitulatif des résultats

La fleche maximale L 5qL*
Vinax(x) =V <_) =
2 384EI
La rotation maximale o0 ()= 0(0) ql?
max %)= = 24E]
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Chapitre 5 : Cisaillement

5.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous avons étudié les contraintes tangentielles induites par I'effort de

traction simple. Ces contraintes, qui tendent a cisailler la section, provoquent des
déformations angulaires. En effet, sous l'effet d'une force de traction, le matériau est soumis a
une distribution de contraintes qui génere des efforts de cisaillement interne. Ces efforts de
cisaillement se manifestent par une déformation angulaire des éléments de la section,
entrainant une distorsion de la forme initiale.

Il est essentiel de comprendre que ces déformations angulaires, bien que souvent
moins visibles que les allongements longitudinaux, peuvent avoir des conséquences
significatives sur l'intégrité structurelle, notamment en ce qui concerne la stabilité et la
résistance a long terme. Une analyse rigoureuse de ces contraintes tangentielles permet de
prévenir des défaillances potentielles dues a des phénomenes de cisaillement excessif, en
particulier dans les matériaux ductiles ou dans les éléments soumis a des forces de traction

importantes.

5.2 Définitions

Une poutre est soumise a une sollicitation de cisaillement simple lorsque deux systemes de
forces opposées agissent dans un plan (P) perpendiculaire a sa ligne moyenne. Ces forces, de
méme intensité mais de sens contraires, tendent a faire glisser les sections transversales de la

poutre I'une par rapport a l'autre, générant ainsi un effort de cisaillement

T

T

Figure 1.5 : Découpage d’un tube carré sous un effort de cisaillement




Sous l'action de ces deux forces la poutre tend a se séparer en deux trongons S1 et S2 glissant
I'un par rapport a l'autre dans le plan de section droite (P) (figure 38.5).

F F
S1
F S2

Figure 2.5 : Explication du phénoméne de cisaillement

Torseur de cohésion dans (G; x;Vy;2):

» Les forces de cohésion n’ont qu’une composante tangentielle (effort tranchant)

00
N=0, Mt=Mfy =M fz=0 et Tz=0 {Tgcoh}G = {Ty 0}
00

5.2.1 Exemple de cisaillement

Picce a découper
-

Jeu trés

X ~ D

L o

Figure 4.5.2 Rivetage [16]




Matrice

& Débouchure

Figure 5.5.3 poingonnage [16]
5.3 Contrainte de cisaillement

On considere que l'effort tranchant T est uniformément distribué sur la surface cisaillée S.
Ainsi, la contrainte de cisaillement moyenne t peut étre exprimée comme étant le rapport

entre I'effort tranchant et la surface cisaillée:

Figure 6.5 : Contraintes de cisaillement

La contrainte de cisaillement est donné par la relation :
T
T= E (51)

Avec :
T : contrainte tangentielle de cisaillement (MPa ou N/mm?).
T : effort tranchant (N).

S : section droite cisaillée (S) (mm?.
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Cisaillement

5.4 Déformation élastique en cisaillement
L'essai de cisaillement consiste a appliquer a une éprouvette deux charges opposees, F et -F,
situées a une distance 4x l'une de l'autre. Cette configuration provoque une déformation de

I'éprouvette, comme illustré sur la Figure 40.5. Lorsque la charge F est augmentée, on mesure

la variation du déplacement Ay de I'éprouvette.

(S) Section droite avant déformation

? T I

Partie(2)

Partie(i) S‘I

B
/ ?T Glissement transversal de $/So
Ax

Effort tangentiel appliqué sur (1)

v (S')Section droite aprés déformation

d
X

tgy= % Si y est petit donc tg y =y, on obtient alors : y=—

Ay
Ax

Figure 7.5 Déformation élastique en cisaillement [21]

Si on notey par l'angle de cisaillement, y sappelle "distorsion” ou "déformation de

cisaillement.

TR

N

Figure 8. 5 : courbe contrainte —déformation [21]

Lorsque les déformations restent dans le domaine élastique, la contrainte de cisaillement t est

directement proportionnelle a l'angle de glissement y. La relation entre ces deux quantités est

donnée par la loi de Hooke en cisaillement, qui s'exprime ainsi :

1=G.y

T . contrainte tangentielle (en MPa)

(5.2)




G : module d'élasticité transversal (ou module de cisaillement ou de Coulomb) qui est exprimé
en MPa.

y: angle de glissement (en rd)

Comme E, G est une caractéristique du matériau, déterminée expérimentalement. 1l existe une

relation entre G, E et v :

c=_F (5.3)

T 2(14v)

5.5 Condition de résistance au cisaillement
Pour garantir la sécurité, la contrainte tangentielle t doit étre inférieure a une valeur limite

connue sous le nom de résistance pratique au glissement, notée R,,;.

Tadm = Rpg == (5.4)
7, . La limite élastique au cisaillement
S : est un coefficient de sécurité qui varie de 1,1 a 10 selon les domaines d'application.

La condition de résistance traduit simplement le fait que la contrainte réelle ne doit pas

dépasser le seuil précedent, soit :

La condition de résistance au cisaillement exprime le principe fondamental selon lequel la
contrainte réelle ne doit pas dépasser le seuil critique établi. En d'autres termes, pour assurer
la sécurité de la structure, la contrainte de cisaillement z doit rester inférieure ou égale a la

résistance pratique au glissement R,,,.

Tmax < Tadm
Pour vérifier le cisaillement d’une poutre il faut commencer tout d’abord par calculer
Tmax = la contrainte normale maximale de cisaillement, et comparer le résultat avec
Tadm = la contrainte normale admissible de cisaillement.

» Formule de tmax : dépend de la nature de la section
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Tableau 7.5 : Expression de la contrainte tangentielle maximale de certaines sections [25]

La section T max
Carrée e M e
2S
Rectangulaire e 3T ax
2S
Circulaire e 4T o
35S

Tmax: L’effort tranchant maximale déduit a partir du diagramme de T.
S : aire de la section droite (surface).

La résistance pratique au glissement R, est une valeur limite déterminée expérimentalement
ou par des normes de conception, qui représente la capacité maximale de matériau a supporter
des contraintes de cisaillement sans subir de défaillance ou de rupture. Si la contrainte réelle
dépasse cette valeur limite, le matériau pourrait se déformer de maniere excessive, se fissurer
ou Se rompre, ce qui compromettrait la sécurité et la stabilité de la structure. Cette condition
de résistance est essentielle pour prévenir les defaillances structurelles et garantir la durabilité

et la fiabilité des éléments soumis a des forces de cisaillement.

5.6 Exercices

5.6.1 Exercice 1 :

Deux pieces en acier sont assemblées a l'aide de deux rivets, chacun ayant un diametre
D =30mm comme illustré dans la Figure 1. Le module de rigidité en cisaillement est
(G=0.3*10° Kg//cm®).
1- Calculer la contrainte tangentielle de cisaillement =:
Pour ce calcul, supposons que la charge totale appliquée est F, et qu'elle est uniformément
répartie entre les deux rivets. Trouvez la contrainte tangentielle de cisaillement dans chaque
rivet.
2- Calculer I'angle de glissement v:
En utilisant la loi de Hooke pour le cisaillement, calculez I'angle de glissement pour chaque

rivet en fonction de la contrainte tangentielle obtenue.

Cisaillement

*



F=30KN

F=30KN

La solution :

Calcul la contrainte tangentielle de cisaillement t

T = F = 30KN=30*10?Kg

7. 32

Yo 7.065 cm?

S =

_30x10% 628 ka/cm?
T =77065 % g/em

2-Calculer I’angle de glissement y

T _ 424.628

N Y :E_W: 0.00141 rad

5.6.2 Exercice 2 :

Considérons une poutre encastrée, en béton de construction, ayant une section droite
rectangulaire pleine de dimensions 50 cm x 40 cm. Cette poutre est soumise a une charge
transverse entrainant un effort tranchant T que l'on doit déterminer. L'objectif est de calculer
les contraintes de cisaillement maximales dans la section transversale de la poutre. On fait
I'nypothese que le poids propre de la poutre est négligeable par rapport aux autres charges

appliquées. On donne : Tadam= 3 MPa

F=50KN
g=20 KN/m
HLHHLH,HHLL____D
A U B




Solution:

Pour calculer les contraintes de cisaillement maximales, il faut d'abord connaitre l'effort
tranchant T dans la poutre. Cet effort est généralement donné ou peut étre déterminé a partir
des charges appliquées. Puisque le probléme ne donne pas de charge spécifique, on suppose

ici que T est un paramétre connu ou calculé a partir d'un diagramme des efforts tranchants.

ZF/x=O_) Rax=0
S Fy=0— Ray =50+ 20 * 3 = 110 KN— Ra, =110 KN
Y M, =0— “Ma+ 50 +20 *3* 1,5 = 0— Ms= 140 KN.m

L'effort tranchant est maximal a I'encastrement, ce qui en fait une zone critique pour l'analyse
des contraintes dans une poutre en console.

La contrainte maximale dans une section rectangulaire se détermine en utilisant la formule
suivante :

3 Tpnax _ 3*110%103

= —, = = 25 MP
Tmax = 3" = 3. 400x500 V020 MPa
On a: Tmax — 0.825 MPa
Tmax £ Tadm — 0.825 < 3 MPa, donc la section est vérifiée vis a vis du cisaillement
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Chapitre 6 : Torsion

6.Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons les concepts essentiels de la torsion, y compris la
distribution des contraintes et des déformations dans les sections circulaires et non
circulaires, les formules pour calculer les contraintes de cisaillement dues a la torsion,
et I'importance du module de rigidité. L'étude de la torsion est cruciale pour garantir la
sécurité et I'efficacité des structures soumises a ce type de sollicitation, en permettant
de concevoir des éléments capables de résister aux charges de torsion sans
défaillance.

6.1 Définitions

En résistance des matériaux (RDM), le phénoméne de la torsion se refere a la
déformation d'un élément structurel lorsqu'un moment de torsion, ou couple, est
appliqué autour de son axe longitudinal. Cette sollicitation provoque une rotation
relative des sections transversales de l'élément, entrainant des contraintes de

cisaillement internes.

Figure 1.6 : Poutre est sollicitée a la torsion simple

La poutre est supposée avoir une section circulaire constante et un poids négligeable.

Le torseur des efforts de cohésion a la section droite S, de centre de surface G, est

défini par :
0 M,
{Tcoh}; = [0 0]
0 0

Exemple : Tige de tournevis.

&



Sestion soumise
Pointe durcie ala Torsion Tige durcie

Y L 4 V- .v

Figure 2.6 Tige de tournevis [11]

6.2 Contrainte tangentielle ou de glissement

6.2.1 L'angle unitaire de torsion

L'angle unitaire de torsion @ est une mesure de la déformation angulaire relative entre
deux sections d'une poutre ou d'un elément structural séparées par une distance
longitudinale x. Il est défini comme Il'angle entre les lignes qui étaient initialement

paralléles dans les deux sections, divisé par la distance x entre ces sections :

a

6="*=>  Unité:rad/mm (6.1)
La relation entre le moment de torsion et I’angle unitaire de torsion :

M
g =—*+
Glo

(6.2)
Avec :
0 : L’angle unitaire de torsion en radians par millimétre (rad/mm)

G : est le module de Coulomb, ou module de rigidité au cisaillement, en méga pascals
( MPa)

ax : Angle de rotation de la section Sx en (rad)

X : Distance séparant la section Sx de la section de référence So en millimétres (mm).
a : L’angle de rotation de la section (s) en rad

| : distance qui sépare s a la section de référence So en (mm)

Exemple : | 180+ 7 l

Rad/mm » °/mm

0.03rad/mm =0.03x—= °/mm

2xm

2°/mm==—=rad /mm
180




Figure 3.6 : Angle de torsion [10]

6.3 Contrainte tangentielle

La contrainte tangentielle T dans un élément soumis & un moment de torsion peut étre
déterminée a partir des relations suivantes :

D'aprés la loi de Hooke pour les materiaux en déformation élastique, la contrainte

tangentielle est reliée a la déformation angulaire y par :

T=G.y et y=p %
Donc on peut écrire : T=G.p.0 (6.3)
Avec :

y . glissent relatif ( Angle rad —sans unité)

Les contraintes normales s sont négligeables dans le cas des petites déformations en
torsion. Les contraintes dans la coupure (S) se réduisent a des contraintes tangentielles

ou de cisaillementz. A partir de la relation suivante :
T=—.p (6.4)

Avec :
T : Contrainte tangentielle en MPa
M, : Moment de torsion en N.mm

1, : Moment quadratique polaire de la section (S) en mm?*




p . La distance entre le fibre neutre et la fibre considérée (mm)

6.3.1 Répartition des contraintes :

On montre que la contrainte T, en un point M quelconque de la coupure (S) est
proportionnelle a la distance p = GM, entre le point et la ligne moyenne.

La répartition des contraintes tangentielles T au sein d'une coupure S d'un élément
soumis a un moment de torsion est un aspect crucial de l'analyse de torsion. En
torsion, les contraintes tangentielles sont réparties de maniere linéaire par rapport a la

distance radiale p du point considéré a I'axe neutre de torsion de la section.

m=G0Op

Coupure (S)

Section droite

Figure 4.6 Reépartition des contraintes [7]
La contrainte maximale se situe au point le plus éloigné de la fibre neutre.

Moment de torsion M

» Cas du puissance P et fréquence de rotation N donnés

P=cW
w=Z% et C= o Donc M,= C*10°

» Cas de la force F et la distance D donnés :
C=F*d et M= C * 10°

La contrainte dans le cas de poutre circulaire

_ 16M;
T E

T (6.5)

=
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Le moment quadratique polaire :

Tableau 8.6 : Expression du moment quadratique polaire de certaines sections [7]

lo
Y
- bh .,
nT 5 X Iy =75 (b% + h?)
v
o b »
Y D
X nD*
=33
Y D
T
x o =35 (D* = d"
d

6.3.2 Déformation élastique en torsion

A partir de la définition de 6 et la loi de Hooke :
M

T==.1r=G.p.0
Io

On peut écrire :

Zz&zegzed_e
r I, dx

Pour un arbre de longueur L, on déduit que la torsion totale est :

MI
Gl,

0 =

6.4 Condition de résistance a la torsion

Pour qu'un matériau reste dans son domaine élastique lorsqu'il est soumis a une
torsion, il est essentiel que la contrainte tangentielle z ne dépasse pas la limite

élastique du matériau 7. . La condition de résistance a la torsion peut étre formulée

comme suit :

Tmax S Te

Torsion




Pour qu’une picce sollicitée en torsion résiste en toute sécurité, il faut que la
contrainte tangentielle soit au plus égale a la résistance pratique au cisaillement R,

s’étant un coefficient de sécurité, on écrit :

t
Tmax = I_’D < RPg
0

R
Rpg - :g

Avec :

Rp, : Résistance pratique de glissement en N/mm?
R, : Résistance élastique au glissement en N/mm?
S : Lecoefficient de sécurité

La contrainte maximal 7,,,,,=K; x T

Kt est le coefficient de concentration de contraintes.

6.5 Négligence des contraintes normales

Dans le contexte des petites déformations en torsion, les contraintes normales, qui
pourraient theoriqguement étre générées par la torsion, sont considérées comme
négligeables par rapport aux contraintes de cisaillement. Cela est d0 au fait que les
contraintes normales résultant de la torsion sont souvent tres faibles par rapport aux
contraintes tangentielles générées, et leur contribution est donc souvent ignorée dans

les analyses de torsion simplifiées.

6.6 Exercices

6.6.1 Exercicel : Analyse de la Torsion dans un Arbre en Acier

Un arbre cylindrique en acier est soumis a un moment de torsion M=1500 N-mm.

L'acier a un module de cisaillement G=75 GPa

1. Déterminer la contrainte de cisaillement maximale t,,,, dans l'arbre.

2. Déterminer I’angle de torsion a a l'extrémite libre de l'arbre.




NONANNNN
N
N
N
N\ A
N D=40mm
AN A4
N
N
AN
La solution :
Mt(X)+Mt: 0
Mt(X) = -M¢= -1500 N.m
Mi(X)= -1500 N.m
Pour la contrainte tangentielle de torsion Maximal 7,4,
M,
Tmax = I_-pmax
o
D_40
Pmax = 35 = 20mm
Iy = £(D4 —d*) = - (40* — 20*) = 235500mm?
0732 32
M 1500x1000
Tax = I—t pmax:ZSS"T. 20 =127.388 MPa
Tomar = 127.388MPa
Pour la contrainte tangentielle de torsion 7,,,;,,
M a
Tmin = I_:-pmin Ou Tpn = TmaxxE
Tpin = 63.694 MPa
Z
Tmax A
Y
Tmin




L’angle de torsion

M,

=%

__ ML _1500%1000%600
Gl  75%235500

= 0.51rad = 29.23°
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FORMULAIRE DES POUTRES
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