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1l est conseillé de lire [intégralité du sujet avant de commencer a répondre.

Exercice 1. (g pts) Questions de cours.
Répondre par vrai ou faux en justifiant votre réponse.
1) Si f est bijective et paire, alors sa fonction réciproque f~1 est paire.
2) Soit f une fonction, définie dans un voisinage de zéro, et admettant un développement limité a
[’ordre 2 :
f(x) = ap+ a1z + axax® + o (2%) .
Alors [ est deux fois dérivable en zéro.
3) Toute fonction intégrable sur |a,b] est continue sur |a, b].

Exercice 2. (6 pts) On consideére la fonction suivante :
f(z) =€ —In(cosx) — 1, ot a € R.
1) Ecrire le développement limité de f au voisinage de 0, a lordre 2.

f(x)

2

2) A quelle condition sur a le rapport admet une limite finie, quand x tend vers 07 Déterminer

alors la valeur de cette limite.

Exercice 3. (5 pts) En utilisant les sommes de Riemann, calculer la limite suivante :

n 2 1 12) _ Inp2
lim In(n®+ k%) —Inn .

n—--+o0o n
k=1

Exercice 4. (6 pts) Soient

I /’2’ cos? () e et J — /’; sin? () i
o cos(z)+sin(z) o cos(z)+sin(x)

1) Sans calculer I et J, montrer que I = J.

2) Vérifier que
Vr € R, V2 cos (x - %) = cos (z) +sin ().

2 (1 1
I+J:§/ dz.

= cos (z)

3) En déduire que

4) Calculer I+ J. En déduire I et J.
Indication : tang =v2-1.

Date: Jeudi og juin 2022.
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Solution 1.
1). Faux. cos: [0, 7] — [—1, 1], bijective et paire, mais arccos : [—1,1] — [0, 7| n'est pas paire car

arccos (—z) = m — arccos (x), Vo € [-1,1].«401 pt
1
2). Fauz. Considérons f donnée par f (x) = x’sin— six # 0 et f (0) = 1. Nous avons f (z) = o (z?)
x

1
car lim xsin — = 0, donc f admet un DLy (0) dont la partie réguliére est nulle. Mais f n’est pas

xr—0 X
deux fois dérivable en 0 car n’est pas continue en 0. 01 pt

3). Fauz. Une fonction en escalier non continue est intégrable . car toute fonction en escalier est

intégrable sur chaque intervalle fermé borné. <01 pt

NS ST S

Solution 2.

1) Le développement limité de f au voisinage de 0 & l'ordre 2.
i) On cherche le DLy (0) pour e**. On a

2
ax x
e :1—|—ax+@2?—|—0(x2). 01 pt

ii) On cherche le DLy (0) pour In(cosx). On remarque que

In(cosz) =In (14 (cos(xz) —1))
Posons
h(y)=In(l+y) etg(x)=cos(z) - 1.

Comme limog (x) =0, et les développements limités de h et g a l'ordre 2 au voisinage de 0 sont
T—>

/2
n(1+y) =y~ +o(y) <0.5pf]

et
cos(x)—lz—%2+o(x2).
donc
In(cosz) =1In(1+ (cos(x) — 1)) = —%2 +0(2?).
Dot

a?+1
f(z)=e" —In(cosz) —1=ax+ 5 2 + o (2*) .<—0.5 pt

Date: Jeudi og Juin 2022.
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2 CORRIGE D’ANALYSE II

/ (;E> soit finie est a = 0.
x

2) La condition sur a pour que la limite de rapport

Sia =0, alors

1.2 2
5 1
tim 12 hmmzi 01 pt

z—0 I - z—0 ;(;2

T TS TS S

Solution 3.

Posons
S — “In (n?® + k%) — Inn?
n
k=1
n?+k?
" n (n? + k?) — Inn? n 1n< n?2 >
Sn — =
;gl n k; n
R k>
= —> In|1+ <—) .
ni ( " ) 05D
Posons [a,b] = [0, 1], donc
0.5 pt ,
k k
ar=—, k=0,...,n et f(ag) =In (1 + (—) ) =In(1+ (ak)Q) <—0.5 pt
n n

Posons a, = t, donc
f(t) =In(1+¢*)<1020pt

S, : Somme de Riemann associée & une subdivision régulicre de [0,1] pour f (t) =In (1 +¢?).

Comme f est intégrable sur [0, 1] car elle est continue, donc

n 2 2y 2 1
lim Zln(n k) —lun :/ In (1+2) dt.
0

n—-+oo n
k=1

Pour calculer cette derniére intégrale, on intégre par parties. Posons f'(t) =1 et g(t) = In (1 + %),

2
donc f(t) =t et g (t) = 1 —|—tt2' On a
1 ) ) 1 1 2t2
In(1+¢t%) dt =[tln(1+t — —— dt
/On(+) [n(+)]0/01+t2
Y22 422
= [tln(1 tzl—/—dt
[ Il( + )]0 0 ].+t2
1 1 dt
=[tln(1+%)], -2 2
-2 [ arrz [ 5
= [tIn(1+ t2)](1) —2t]; + 2[arctant], = In (2) — 2 + g 01 pt
D’ou
_ “~1In (n? + k?) — Inn? m
nliﬂooz - =In(2) -2+ 5. <{0.5pt

k=1
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CORRIGE D’ANALYSE II

Solution 4.
1) Remarquons que

. % cos? () — sin? (z) .
r=J /0 cos (z) + sin (z) d

_ /0  (cos (x) — sin (2)) da

= [sinz + cos x]og = (Sing + cos g) — (sin0 4+ cos 0) = 0. 01 pt

Ainsi, I = J.
2) On a

V2 cos (m ——) =v2 (COS (x) cos + sin () sin (%))
=2 (? )+ 72 sin ()

3) Remarquons encore que

Wl

B cos? (x) + sin? () = : dx
+) = /0 cos (z) + sin () ! /o cos (x) + sin ()

_/’; dx
~Jo \/§cos<x—2>' 0.5 pt

Posonst:x—%. Alors dt = dz. Aussiz =0 —>t = —~ etx—gsz:—. Donc,

1 dt \/_ i
_ . 0.5 pt
I+ \/5/2 COS /Zcos(x) P

4) Maintenant pour calculer I + J, posons u = tan (%) Alors on a

E}

N
=y
&

(2) 1 —u? ‘4 2du
cos () = et do = .
1+ u? 14 u?
Les bornes : Pour x = —%, on a u = tan (—g) et pour x = %, on a u = tan (g) . Sachant que

tan (g) =2 - 1,
alors
tan( 8) —V2+41.

Ainsi,

\/_ 12fu2 \/— V-l du
I1+J= =2 .
+ /f+1 - /—\/5+1 =2 1.5 pts

14+u2

_van L—u?

En utilisant la méthode de la décomposition en éléments simples. On a

Lo ! S 0.5 pt
I1—u2 (I—u)(14+u) 1-u 1+ -2 P

Pour calculer
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4 CORRIGE D’ANALYSE II

1
qui donne par identification a = b = 3 Par conséquent
2 Va-l gy V-l gy
af e =Lt
+11_“ el —u o Jop L tu

— [~ ln|1—u|+ln|1+u|] f+1

(—1n(2—\/§)+ln\/§+ln\/§—ln(2—\/5))

2(ln\/§—ln(2—\/§))=\/§1ﬂ<2:/§\/§> = v2In (1 +2) . <05 pf]

5 ol -

En déduire I et J. On a
I1—J =0,
I+J =2l (1+2).

Donc,

J:Jzﬁln(1+\/§>.

2

—ee— D
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