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La théorie des ensembles et les relations binaires

Exercice 1.

1. On considére les ensembles -

B:{IGZ/II|<3}-E={IEZ/—5<1¢S5} etA=ENN

Déterminer les ensembles suivants :

ANB, B A-Be(AnB)n 7 il
2. Soient E un ensemble non v
a. AﬂBz@:«ACCEB.
b. (A x BYn(Cx D)= (ANC) x (Bn D).
c. AN(B-0C)= (ANB)N(A-0);
3. Soit E = {~1,0,1,2}.
a) Donner I'ensemble E x E.
b) Déterminer les ensembles A — {(i,7)
etC = {(i,j) € E x E/i = j}.
¢) Montrer que A, B et C' forment une partitionde E x E.

ide et A, B,C et D quatre parties de E. Montrer que

€ExBli<j},B={(i.j) € E x E/i > j}

Exercice 2.

Soit E = {0,1,2,3, 4}, et R la relation binaire définie sur E par :
TRy si et seulement si z + y est pair.

1. Dessiner le graphe représentatif de R.
2. montrer que R est une relation d’équivalence sur E.

3. Déterminer la classe de 0, et I’ensemble quotient E/R.
Exercice 3.
Dans R on définit la relation binaire 7 par :
Vr, yeR. 1Ty < cos’z +sin’y=1

1. Montrer que 7 est une relation d'équiv%lcnce.
2. Déterminer la classe d’équivalence de A
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Exercice 4.
1) Dans R, on définit la relation binaire R par :

Vl',yeR,$Ry<==rI2~nyr—y~

Montrer que :
a) R n’esl pas symétrique.
b) R n’est pas antisymétrique.
2) On définit sur ], +oof la relation binaire S par :

1
Vz,y €]'2':+°° [7ISy<=>I2_y2 <zT-—-Y

a) Montrer que S est une relation d’ordre.
b) Cet ordre est-il total ?

Exercice 5.
On définit sur N la relation binaire R suivante :

V:r,yEN:IRy<=>3n,m€N’:y=n:t:"‘.

1. Montrer que la relation R est une relation d’ordre sur N.
2. Cet ordre est-il total ?.
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Corrlgé de la série de TD N°'01 ¢ Ensembles et relations binaires

Exerclce 0’1 .
1. On considire les ensembles :

;R {1‘ p Z/lr\ < 3}’}7; = {1. € Z/ ~herk 5} et A = ErnnN.
On détermine AN B. On a
B = {x € Zflr| < 8}
-':(LGZ/"3(1'"53)
={-2-1,0,1,2)
d’autre part, on a

F;: {.l: [ Z/ - 5( IS 5} = {"4."‘3.‘-2,—1,"|152v3v4|'¢‘}

donc
A=ENN'= {1,2,3.4,5}

ensuite
AnB = {1,2}

On détermine : CA%2.
(AP = (s € E/z ¢ Au B}
comme : AUB = [—2,-1,0,1,2,3,4,5}, d'ott

B4VB = {=4,~8}

On détermine : A\B.
A-B= {],2,3.4,5}\{—-2,—1,0,1,2} = {3,4,5)

On détermine : (ANB)N C’Z‘.”B :
(AnB)NCAY = (1,2} {-4,-3,-2,-10,3,4, 5} =@

9, Soient E un ensemble non vide et A, B,C et D quatre parties de E.
a) Montrons que : AN B=0= AcCgB.
On suppose que AN B = 0 et on démontre que : A C CeB.

Soit € A.
Sl r€A=1¢ BcrANB=10

=1 € (CpB,
doncVr:z € A= zeCpB,don AC CiB.
Alors, ANB =0 > AC CgB
b) Montrons que : (Ax B)Nn(Cx D)= (AnC)x (B n D).
Soit (z,y) € (A x B)N(C x D).

(0} ;
o (5,4 € (A x B)N(C x D) & (x.y) € (A x B et (,y) € (€ x D)

s(reAetyeBlet(re€CetyeD)
s rcAetreC)et(ye Bety< D)
ewreAnCetytc BND

& (n,y) € (ANC) = (BN D)

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

B Vo g ek i
r¥E eV E(AX B N(Cx B i k
3\[ ("'lf"' BIN(C % D)= (Arey : (Z% r?l'gJ'w PRI RAR,
- CLavbantrous que © A M (B - Cy=(dn Bynr ) .
SU". z€ !1 n (B iy c-l)l ot a X j A (/I - (,')

1-&.'4”(3-' C’)#’#I&”AQ!J;G(B - )
FrreAet(ze Detx g Q)

4’&?(.1'(-AétIEB)BL(z‘EAeLJgCJ

“Rre(AND) et 1€ (A~ C)
EHre(ANB)U(A - ).

Dane, Ve
Monrs, \:l-rnré AN(B~C)4=s r ¢ (AnB)Yn(A-c)
g (B—C):(AOB)O(A ~ ) A
Soit £ = {~1,0, 1,9)
4) Dounnons Vensemble £ x E
On a: :

ExE={(z,y)fr € E et y€ E)

o5 {(—17 _1)’ (‘110);("11 l)’ (_112)1 (Ul ’-1). (O.'O)x (Url)v
(Ui 2)5 (1) '1)1 (1,0), (1- 1))(112)1 (2- "1)’ {270)? (21 1): (272)}

b)' Déterminous les ensembles A, B et C.
A= {(i,j) € Ex E/i < j}
= {(_]10)1 (_11 1)| (_laz)l (Ov 1)1 (0' 2)1 (1)2)}
B = {(i,j) € Ex Efi > j}
= {(0! _1)1 (11 —l)l (1’ 0)! (2, _l)v (2’ 0)1 (21 1)}
C ={(1,j) € Ex Efi = j}
7 {(—1! _1)1 (Uv 0)* (11 1)7 (21 2)}
c) Montrons que A, B et C forment une partition de E x E.

On a:
1l A#2, B#@etC#0o.
2 ANB=2,BNC=2e¢t ANC =02.

3. AUBUC=E.
D'otu A, B et C forment une partition de £ x E.

Exercice 12 .
Soit B = {0,1,2,3,4}, et R la relation binaire définie sur E par :

Ry < = + y est pair.
1. Le graphe représentatif de R :je vais vous 'envoyer en photo apres
2. Moutrons (ue R est une relation d’équivalence :

i. R ost réflexive car on a Vz € E, 2Tz
0RO, 111, 2R2, 3RN3, 4R4.

ii. ® est symétrique car on a Vz,y € E, tRy = yRz
0RO == 0RO
OR2 == 2R0
OR4 = 4R0
1R1 = IR

|
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1S s ¥R
m uﬂ;_{#) :
JER wep WEE
AW s 1R
W =2 IR3
43 == R4
4R2 =3 TR
4R4 =5 484

- B W est transitive ear on a Yooy, 2 € E xRy ot pRz = R

(On est pas obligé de leurs écrire tout sur le tableau, mais on

U et DRO ==+ 0RO, O ot OR2 == (2, GRU oRg == URL

R et IR0 == OR0. OR2 o1 2RI == OR2, R ot IR === TRE.

OR4 et SR =5 ORD, ORE et AR =5 (2, ORY e 4R =3 ORY,
IR1 et 1R] =2 1R], 1R] et 1RF = 183,
1IR3 et IR1 ==» 1R], 1R et IR > 1R3,
IR0 et 0RO —= 2R, 2RO et OR2 == N2, TR0 et ORY => IR
IR et IR0 —> 2RO, 2R2 et 2R = R4, 2R2 et IR == N,
IR et 4RO ==> IR0, 2R4 et 4R2 =» 2R2, 2R4 et 4R4 == 204,
IR1 et 1R1 = 3R1, 3R] et 1R3 == NI,
IR3 et 3R1 = 3R1, 3R3 et IR == IR,
4RO et 0RO = 4R0, 4R0 et OR2 = 4R2, 4R0 et OR4 == R4,
4R2 et 2R0 => 4R0, 4R2 ot 2R2 == 4R2. 4R2 ot 2R4 = $R4.
4014 et ARO = 4RO, 4R1 et AR2 = 1R2, 4RI et R4 == RL

graphe que c'est une relation d'équivalence)
Finalement, de i. ii et iii, R est une relation d’équivalence.

3, Détenninons la classe de 0, et 'ensemble quotient E/R. O pa :

d'si

0= {z€ E R0}
= {z € E,x + 0 est pau})
= {0,2.4) .

1= (z€ E zR1}

= (z€ E.1+1est puir}
=13

3= (z& F,7R2) :
= {2 € E, 2+ 2 est pair}
= {0,2,4) = 0

3=1 ed=0

E/R= {0.1}.

peut juste leurs exphiquer sur ke

¥
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o Exercice "3 . _

- Soit 7 ue relation défing
e relation défnie wur Vensemble B copyne suit ;

in.

- Symétiie de 7 : Soient T,y €Rary

V‘t ERVyER, LTY te=p cos? 4 4 einzy =]

A ant g
1()“"!'()'15 que 7 est .u“c ".‘rlﬂ“ﬂn d‘équlmk}nce »ar R :

- Réflexivité de 7 . Seit + € R. De la

Mflexive. formule cos? ¢ + sin? ¢ = 1, on déduit gue in relation est

, alors on a ;

2

) +0s i : 4 #
iz + cos :c+wszy+sin‘y = (cos? © + sin? y) + (cos? y + sin® 1)
=1+ (cos? y + sin® z)

. . 2
mas, Sin”z + cos? £ + cos?y + siny = 1 + 1 =2, d'olt

cos? y+sin?z =1
et donc 7 est symétrique.

'I?'ausitivité de 7 : Soient r,y,z € R : z7y et yrz . Montrons que z7z.
Si a7y et y7z,0n a:

cosz.r-i-sinzy =1let cos’y+sin’z=1
ce implique
cos® z + (cos® y + sin? y) + sin® z = 2
d’otr
cos’z +sin’z =1

Donc 7 est transitive. Finalement, de i, ii et iii, 7 est une relation d'équivalence.

T
. Déterminons la classe d'équivalence de 5

()= zemer)

= zGlR/cosz:r-f-sinz% =1}

{
{x € R/cos’r + (-;—)2 : 1}
{.r €R/cos’z = %}

fi

r€R/|cosx| = \/5}

B

r€R/cosz = r-‘?}

{5+ ahn % +2ha/k e 2}

st e et s T T S

e e R T et e st
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. Exercice u'y.

) D&pn R, on définit 1y relation 7bin'\!'m R A
. ‘ l R I par -
Ve yeR

| FRy ey g . y
i : ¥Ry @ V<e-~-y
1) Montroug que R w'est pug SYUiétrigue | ;

On ;- OR2, car o - 24

) Mantsous que B

Ou 4 0R1 et 1R, o pas antisymétrique

cax
: 0 -12<p- .
el < let 1°~0* <1 <.

Bi 1 2o, »
) On définit sur 1%, +00[ I relation binaire § par :

L i

Vr,y €]§,+'x [(#Syess?= P <r~y

:)) gl‘ghtr'er zue S est une relation d’ordre.
etlexivité de § 2 c]4; oo,
Soit 1 €]} (Vzx c]z,, toof, 28r) ?
j3to. Ona izl - gl g=yp-4

Done, ? ~ 22 < 5~ . '
Par la suite, Vr €] }; +ocf, z5z.
P’oﬁ, S est une relation réflexive.
ii) lAntisymétl;ie de S? (Va,y €]}, +oof, #Sy et ySz => z = y)?
Soient r.y €]1. +~0[. On suppose que xSy et ySr et on démontre z = y. On a

xSy e ¥ A
el == et
ySz yY-r#<y-z
2?-yP<z-y
——* et
2?-yP2>z-y

Par la suite, 7> -y =7 — y.
Ona:

a? —y2=:r—y_-——> (x—y)(z+y-1)=0.
I=y
=< ol

x = 1 - y (impossible, car z,y €]}, +o[).
Donc, Vr,y €]}, +ool, 28y et ySz = r =y.
D’ot la relation S est autisymétrique. :
iii) Trausitivité de S :  (Vr,y,2 e]%, +oof, r8Sy et ySz = 28z)?
Solent z.y, 2 G]%, +0c(. On suppose zSy et ySz et on démontre xSz.

P ; . ?
na J-SU :r‘-yJS-’t“y

et =» et
yS= Y-y~

=ri-d<r-2

Dong, Vr,y, 2 E]%, +ocf, 28y et ySz == x5z
D’oii la relation & est trangitive

' 1S -220°3 Mnte, 2 0, car 9 ~0# 522240
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De (1}, (ii) et {iii), on'n 8 est
b) Cet vrdre est total. s
En effet, soient £y €]4, +00].

O“":“""J‘!S.r~y0(§.t2f-y22¢~y,

done, o -y*<z-youy-2?<y—z
d'ol, =Sy oun ySr.
Alors, Vz,y €}4, +ocl: 28y ou ySz.

une relation d'ordse.

Exercice n"b. On définit sur N la relation binaire R par :
Ve,y e N7y & Inme N* .y = nz™.

1. Montrons que R est une relation d'ordre.

e Reflexivité : Soir r € N. Onaz = lz'= I(n = L,m = 1) e N" & ¥

Donc Vz € N, xRz, d'ou la reflixivité de R FRK
Bn.mEN', y:ﬂ.’t '

e Symétrie : Soient r,y € N: 1Ry et yRz.Ona 3. €N, T= Wy

- n‘rmﬁ IO‘J'.

L )
= dn,n',m,m €

/) = 1. Comme
N* - y = n(nlym’)vn Ae an, nl,m' ml c N* y = nn'mymm’ = Tl.n’"l =1 et mm 1 C

My et yRr=
n,n',m,m’ &€ N*, alors n = n’ = 1 etm=m'=1=> par suite T = ¥ Donc Vz,y € N, 291y

z = y. D’on Vantisymétrie de R.

3n,m eN.l y:m’”;
o Transitivité : Soient z,yetz € N: xRy et yRz= In'm €N, z= n'y™ .
1, m’

/om! o mm’ " — 1z
R n:(mm)m’ = In,n',mm e N":z=nn"z = dn nno,

!
= 3n,n',mm €

" — mm' € N*:

. ransi R.Comme
pES "”Im" hre J:‘J{z. 1:)0“C V.I:,y,z € N, J'my et ymz = sz. D'Ou 18. t ltiﬂté d.e (o]

Y
M est reflexive, antisymétrique et transitive, alors R est une relation g‘o.rc;r;. e
9 L'ordre de M n'est pas total car si on prendr = 3ety =5. OnaVvn,meée N :

m
o
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