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Université A.MIRA–Bejaia
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Département de Technologie
Première année Ingénieur (ST-TM)
Année universitaire 2025–2026

z– Série de TD numéro 2–z

Exercice 1 : Résoudre les équations différentielles du premier ordre suivantes :

1. (1 + x2)2 dy
dx

+ 2x + 2xy2 = 0, 2. (x2 + y2)dx− xydy = 0, avec y(1) = 2,

3. x3 + 2y2y′ = 0, 4. x2y′ − ey = 0, 5. (x2 + 1)y′ + xy = 0.

Exercice 2 : Résoudre les équations différentielles suivantes en trouvant une solution
particulière par la méthode de variation de la constante :

1. y′ − 4y = 3, ∀x ∈ R, 2. y′ + y = 2ex, ∀x ∈ R, 3. y′ + y = x2,

4. y′ −
(
2x− 1

x

)
y = 1, x ∈]0,+∞[,

5. x(1 + ln2 x)y′ + 2(lnx)y = 1, x ∈]0,+∞[, 6. xy′ + 6y − 3xy4 = 0

Exercice 3 : Résoudre les équations différentielles linéaires homogènes du second ordre
suivantes :

1. y′′ − 3y′ + 2y = 0, 2. y′′ + 2y′ + y = 0, 3. y′′ − 2y′ + 2y = 0,

4. y′′ − 2αy′ + y = 0, α ∈ R.

Exercice 4 : Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :

1. y′′ − y = x2 + x+ 1, 2. y′′ − 2y′ − 8y = ex, 3. y′′ − 2y′ = sinx,

4. y′′ − 4y′ + 3y = (2x + 1)e−x avec y(0) = 0, y′(0) = 0.
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Université A.MIRA–Bejaia
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z– Corrigé de la Série de TD numéro 2–z

Exercice 1 :

1. (1 + x2)2 dy
dx

+ 2x + 2xy2 = 0 ........................ 1

1 ⇒ (1 + x2)2 dydx = −2x(1 + y2) ⇒ dy
1+y2 = − 2x

(1+x2)2 dx ⇒
∫

1
1+y2 dy = − 2x

(1+x2)2 dx

⇒ arctan y = 1
1+x2 + C, C ∈ R ⇒ y(x) = tan

(
1

1+x2 + C
)
, C ∈ R.

2. (x2 + y2)dx− xydy = 0, avec y(1) = 2 ........................ 2

2 ⇒ x2 + y2 = xy dydx ⇒
dy
dx = x2+y2

xy ⇒ dy
dx = x

y + y
x ⇒

dy
dx = 1

y
x

+ y
x . Donc 2 est de

la forme y′ = f( yx ). Si on pose v = y
x on obtient y = xv ⇒ dy

dx = v + x dv
dx . Comme

dy
dx = f( yx ), alors v + x dv

dx = v + 1
v ........................ 2

′

2
′
⇒ x dv

dx = 1
v ⇒ x dv = 1

v dx ⇒ v dv = 1
x dx ⇒

∫
v dv =

∫
1
x dx ⇒

v2

2 = ln |x|+ C ⇒
v2 = 2 ln |x|+ 2C, c ∈ R ⇒ v = ±

√
2 ln |x|+ 2C, C ∈ R. Comme y = vx, alors la

solution générale de l’équation 2 est donnée par y(x) = ±x
√

2 ln |x|+K, avec

K = 2C,C ∈ R. La condition y(1) = 2 ⇒ ±1
√

2 ln |1|+K = 2 ⇒
√
K = 2 ⇒ K = 4,

donc la solution finale est y(x) = ±x
√

2 ln |x|+ 4.

3. x3 + 2y2y′ = 0 ........................ 3

3 ⇒ 2y2 dydx = −x3 ⇒ 2y2 dy = −x3 dx ⇒
∫

2y2dy =
∫
−x3dx =⇒ 2

3y
3 = − 1

4x
4 +C,

C ∈ R ⇒ y3 = − 3
8x

4 +K, K = 3C
2 ⇒ y(x) =

(
− 3

8x
4 +K

)1/3
, K ∈ R.

4. x2y′ − ey = 0 ........................ 4

4 ⇒ x2 dydx = ey ⇒ e−y dy = 1
x2 dx ⇒

∫
e−y dy =

∫
1
x2 dx ⇒ −e−y = − 1

x + C ⇒
e−y = 1

x − C. Donc, la solution générale est : y(x) = − ln
(
1
x − C

)
, C ∈ R.

5. (x2 + 1)y′ + xy = 0 ........................ 5

5 ⇒ (x2 + 1) dydx + xy = 0 ⇒ (x2 + 1) dydx = −xy ⇒ 1
y
dy
dx = − x

x2+1 ⇒
1
y dy = − x

x2+1 dx ⇒
∫

1
y dy = −

∫
x

x2+1 dx ⇒
∫

1
y dy = −

∫
1
2

2x
x2+1 dx ⇒

ln |y| = − 1
2 ln(x2 + 1) + C, C ∈ R ⇒ eln |y| = e−

1
2 ln(x2+1)+c ⇒ |y| = eC+ln((x2+1)−

1
2 )

⇒ |y| = eC · eln ((x2+1)−
1
2 ) = eC√

x2+1
⇒ y = K√

x2+1
, K ∈ R.

Exercice 2 :

1. y′ − 4y = 3, ∀x ∈ R ........................ 21

. La solution de l’équation sans second membre (homogène) de 21 est
donnée comme suit : y′ − 4y = 0 ⇒ y′ = 4y. Il est clair que y = 0 est une solution
(solution triviale). Supposant que y 6= 0, alors y′ = 4y ⇒ 1

y
dy
dx = 4 ⇒ 1

y dy = 4 dx ⇒∫
1
y dy = 4

∫
dx ⇒ ln |y| = 4x+ C, C ∈ R ⇒ |y| = eC · e4x ⇒ y = ±eC · e4x, C ∈ R.

Avec la solution triviale on trouve yh = Ke4x, k ∈ R.
. Variation de la constante (recherche de la solution particulière de 21 ). Pour

trouver une solution particulière, on pose yp = K(x)e4x. En remplaçant dans 21 on
obtient : (K(x)e4x)′ − 4K(x)e4x = 3 ⇒ (K(x)′e4x) + 4K(x)e4x − 4K(x)e4x = 3⇒
K ′(x)e4x = 3 =⇒ K(x) =

∫
3e−4x dx = − 3

4e
−4x ⇒ yp = − 3

4e
−4xe4x = − 3

4 . Donc, la
solution générale est : y(x) = yp + yh = − 3

4 +Ke4x, K ∈ R.



2. y′ + y = 2ex, ∀x ∈ R ........................ 22

. La solution de l’équation sans second membre (homogène) de 22 est
donnée comme suit : y′ + y = 0 ⇒ y′ = −y. Il est clair que y = 0 est une solution
(solution triviale). Supposant que y 6= 0, alors y′ = −y ⇒ 1

y
dy
dx = −1 ⇒ 1

y dy = −1 dx

⇒
∫

1
y dy = −

∫
dx ⇒ ln |y| = −x ⇒ |y| = eC · e−x ⇒ y = ±eC · e−x, C ∈ R. Avec la

solution triviale on trouve yh = Ke−x, k ∈ R.
. Variation de la constante (recherche de la solution particulière de 22 ). Pour

trouver une solution particulière, on pose yp = K(x)e−x. En remplaçant dans 22 on
obtient : (K(x)e−x)′ − 4K(x)e−x = 2ex ⇒ (K(x)′e−x)−K(x)e−x +K(x)e−x = 2ex

⇒ K ′(x)e−x = 2ex =⇒ K(x) =
∫

2e2x dx = e2x ⇒ yp = e2xe−x = ex. Donc, la
solution générale est : y(x) = yp + yh = ex +Ke−x, K ∈ R.

3. y′ + y = x2, x ∈]0,+∞[ ........................ 23

. La solution de l’équation sans second membre (homogène) de 23 est
donnée comme suit : y′ + y = 0 ⇒ y′ = −y. Il est clair que y = 0 est une solution
(solution triviale). Supposant que y 6= 0, alors y′ = −y ⇒ 1

y
dy
dx = −1 ⇒ 1

y dy = −1 dx

⇒
∫

1
y dy = −

∫
dx ⇒ ln |y| = −x ⇒ |y| = eC · e−x ⇒ y = ±eC · e−x, C ∈ R. Avec la

solution triviale on trouve yh = Ke−x, k ∈ R.
. Variation de la constante (recherche de la solution particulière de 23 ).

Pour trouver une solution particulière, on pose yp = K(x)e−x. En remplaçant dans

23 on obtient : (K(x)e−x)′ − 4K(x)e−x = x2 ⇒
(K(x)′e−x)−K(x)e−x +K(x)e−x = x2 ⇒ K ′(x)e−x = x2 =⇒ K(x) =

∫
x2ex dx =

(ax2 + bx+ c)ex, avec a, b et c sont des valeurs à déterminer.∫
x2ex dx = (ax2 + bx+ c)ex ⇒ x2ex dx = [(ax2 + bx+ c)ex]′ ⇒

x2ex dx = (ax2 + bx+ c)ex + (2ax+ b)ex ⇒ x2ex dx = (ax2 + (2a+ b)x+ (b+ c))ex⇒
a=1, b=-2 et c=2 ⇒ yp = (x2 − 2x+ 2). Donc la solution générale est :
y(x) = yp + yh = (x2 − 2x+ 2) +Ke−x, K ∈ R.

4. y′ −
(
2x− 1

x

)
y = 1, x ∈]0,+∞[ ........................ 24

. La solution de l’équation sans second membre (homogène) de 24 est
donnée comme suit : y′ −

(
2x− 1

x

)
y = 0 ⇒ y′ = (2x− 1

x )y. Il est clair que y = 0 est
une solution (solution triviale). Supposant que y 6= 0, alors y′ = (2x− 1

x )y ⇒
1
y
dy
dx = (2x− 1

x ) ⇒ 1
y dy = (2x− 1

x ) dx ⇒
∫

1
y dy = −

∫
(2x− 1

x ) dx ⇒

ln |y| = x2 − ln(x) + C ⇒ |y| = eC · e2x.eln( 1
x ⇒ y = ±eC · e

x2

x , C ∈ R. Avec la

solution triviale on trouve yh = K ex
2

x , k ∈ R.
. Variation de la constante (recherche de la solution particulière de 24 ). Pour

trouver une solution particulière, on pose yp = K(x) e
x2

x . En remplaçant dans 24 on

obtient : (K(x) e
x2

x )′ − (2x− 1
x )(K(x) e

x2

x ) = 1 ⇒ K ′(x) e
x2

x = 1 ⇒ K ′(x) = xe−x
2

=⇒ K(x) =
∫
xe−x

2

dx. Posons u = x2 ⇒ du = 2x dx ⇒ K(x) = 1
2

∫
e−u = − 1

2e
−x2

⇒ yp = − 1
2x . Donc la solution générale est : y(x) = yp + yh = − 1

2x +K ex
2

x , K ∈ R.

5. x(1 + ln2 x)y′ + 2(lnx)y = 1, x ∈]0,+∞[ ........................ 25 .

L’équation 25 ⇔ y′ + 2 ln x
x(1+ln2 x)

y = 1
x(1+ln2 x)

........................ 25
′

. La solution de l’équation sans second membre (homogène) de 25
′

est

donnée comme suit : y′ + 2 ln x
x(1+ln2 x)

y = 0 ⇒ y′ = − 2 ln x
x(1+ln2 x)

y. Il est clair que y = 0 est

une solution (solution triviale). Supposant que y 6= 0, alors 1
y
dy
dx = − 2 ln x

x(1+ln2 x)
⇒

1
y dy = − 2 ln x

x(1+ln2 x)
dx ⇒

∫
1
y dy = −

∫
2 ln x

x(1+ln2 x)
dx = − 2u

1+u2 du, avec u = lnx,

du = 1
x dx. Donc ⇒ ln |y| = − 2u

1+u2 du = − ln(1 + u2) + C = − ln(1 + ln2 x) + C,

2



C ∈ R ⇒ |y| = eC · eln(
1

1+ln2 x ⇒ y = ±eC · 1
1+ln2 x

, C ∈ R. Avec la solution triviale on

trouve yh = K
1+ln2 x

, k ∈ R.

. Variation de la constante (recherche de la solution particulière de 25
′
.

Pour trouver une solution particulière, on pose yp = K(x)
1+ln2 x

. En remplaçant dans 25
′

on obtient : K′(x)
1+ln2 x

- K(x)·2 ln x
x(1+ln2 x)2

+ 2 ln x
x(1+ln2 x)

· K(x)
1+ln2 x

= 1
x(1+ln2 x)

⇒ K′(x)
1+ln2 x

= 1
x(1+ln2 x)

⇒ K ′(x) = 1
x ⇒ K(x) =

∫
1
x dx = ln |x| ⇒ yp = ln x

1+ln2 x
. Donc la solution générale

est : y(x) = yp + yh= K
1+ln2 x

+ ln x
(1+ln2 x)

= K+ln x
1+ln2 x

, K ∈ R.

6. xy′ + 6y − 3xy4 = 0 ........................ 26 .
Une équation de Bernoulli est de la forme : y′ + P (x)y = Q(x)yn, où n 6= 0, 1. Ici,

nous pouvons réécrire l’équation 26 sous cette forme :

Pour x 6= 0 26 ⇒ y′ + 6
xy = 3y4 ( Une équation de Bernoulli avec ( P (x) = 6

x ,

Q(x) = 3 et n = 4) ........................ 26
′
.

Pour résoudre l’équation 26
′

on effectue le changement de variable : z = y1−n = y−3,

alors z′ = d
dx

(
y−3

)
= −3y−4y′ ⇒ y′ = − 1

3y
4z′. En substituant dans l’équation 26

′

les expressions de y et de y′, on obtient − 1
3xz

′ + 6z − 3x = 0 ⇒ xz′ + 18z − 9x = 0.
Pour x 6= 0, l’équation xz′ + 18z − 9x = 0 ⇔ z′ − 18

x z = −9 (équation linéaire de
premier ordre). Pour la résolution, nous allons résoudre l’équation homogène (sans
second membre) suivante : z′ − 18

x z = 0.
. Il est clair que z=0 est une solution (solution triviale). Supposant

maintenant que z 6= 0, alors z′ − 18
x z = 0 ⇒ z′ = 18

x z ⇒
1
z z
′ = 18

x ⇒
1
z
dz
dx = 18

x ⇒
1
z dz = 18

x dx ⇒
∫

1
z dz =

∫
18
x dx ⇒ ln |z| = 18 ln |x|+C, C ∈ R ⇒ ln |z| = lnx18 +C,

C ∈ R ⇒ |z| = ecx18, C ∈ R ⇒ z = ±ecx18, C ∈ R. Comme z = 0 est une solution,
alors, la solution homogène est : z = kx18, k ∈ R.

. Pour déterminer la solution générale, nous allons appliquer la méthode de
la variation de la constante afin d’obtenir la solution particulière de l’équation
z′ − 18

x z = −9. Pour ce faire on pose zp = k(x)x18, alors z′p = k(x)′x18 + 18k(x)x17.

Comme zp est une solution particulière de z′ − 18
x z = −9, alors

k(x)′x18 + 18k(x)x17 − 18
x k(x)x18 = −9 ⇒ k(x)′x18 + 18k(x)x17 − 18k(x)x17 = −9 ⇒

k(x)′x18 = −9 ⇒ k(x)′ = −9x−18 ⇒ k(x) = 9
17x
−17 ⇒ zp = 9

17x
−17x18 = 9

17x. alors
la solution générale de l’équation différentielle linéaire est z = kx18 + 9

17x, k ∈ R.
Comme z = 1

y3 , alors y3 = 1
z = 1

kx18+ 9
17x

, k ∈ R ⇒ y = 1

(kx18+ 9
17x)

1
3

, k ∈ R.

Exercice 3 :

1. y′′ − 3y′ + 2y = 0 ........................ 31 .

L’équation caractéristique de 31 est r2 − 3r + 2 = 0 ........................ 31
′
.

∆ = (−3)2 − 4 · 1 · 2 = 1 > 0. Donc L’équation 31
′
. admet deux racines réelles

distinctes r1 = 3−1
2 = 1 et r2 = 3+1

2 = 2. Ainsi, la solution générale de 31 est :
y(x) = Aex +Be2x, A,B ∈ R.

2. y′′ + 2y′ + y = 0 ........................ 32 .

L’équation caractéristique de 31 est r2 + 2r + 1 = 0 ........................ 32
′
.

∆ = 22 − 4 · 1 · 1 = 0. Donc L’équation 31
′
. admet une racine réelle double

r = −2
2 = −1. Ainsi, la solution générale de 32 est : y(x) = (A+Bx)e−x, A,B ∈ R.

3. y′′ − 2y′ + 2y = 0 ........................ 33 .

L’équation caractéristique de 33 est r2 − 2r + 2 = 0 ........................ 31
′
.

3



∆ = (−2)2 − 4 · 1 · 2 = −4 < 0. Donc L’équation 31
′
. admet deux racines complexes

conjuguées r1 = 1 + i et r2 = 1− i. Ainsi, la solution générale de 33 est :
y(x) = (A sinx+B cosx)ex, A,B ∈ R.

4. y′′ − 2λy′ + y = 0 ........................ 34 .

L’équation caractéristique de 34 est r2 − 2λr + 1 = 0 ........................ 34
′
.

∆ = 4λ2 − 4.

• Si λ ∈]−∞,−1[∪]1,+∞[, alors ∆ > 0 et l’équation 34
′

admet deux racines

réelles distinctes : r1 = λ−
√
λ2 − 1 et r2 = λ+

√
λ2 − 1. Ainsi, la solution générale

de 34 est : y(x) = Ae(λ−
√
λ2−1)x +Be(λ+

√
λ2−1)x, A,B ∈ R.

• Si λ ∈ {−1, 1}, alors ∆ = 0 et l’équation 34
′

admet une racine réelle double

r = λ. Ainsi, la solution générale de 34 est : y(x) = y(x) = (A+Bx)eλx, A,B ∈ R.

• Si λ ∈]− 1, 1[, alors ∆ < 0 et l’équation 34
′

admet deux racines racines

complexes conjuguées r1 = λ+ i
√

1− λ2 et r2 = λ− i
√

1− λ2. Ainsi, la solution
générale de 34 est : y(x) =

(
A sin

(√
1− λ2 x

)
+B cos

(√
1− λ2 x

))
eλx, A,B ∈ R.

Exercice 4 :

1. y′′ − y = x2 + x+ 1 ........................ 41 .

L’équation homogène associée à 41 est : y′′ − y = 0 ........................ 41
′
.

L’équation caractéristique de 41
′

est : r2 − 1 = 0 ........................ 41
′′
.

41
′′

admet deux racines réelles distinctes r1 = −1 et r2 = 1. Ainsi, la solution

générale de 41
′

est : y(x) = Ae−x +Bex, A,B ∈ R.
. Recherche d’une solution particulière yp de 41 : Le second

membre de l’équation 41 est : f(x) = x2 + x+ 1 = (x2 + x+ 1)e0x. Comme 0 n’est

pas une racine de l’équation caractéristique 41
′
, alors on cherche une solution

particulière de 41 sous la forme : yp(x) = (ax2 + bx+ c)e0x = ax2 + bx+ c, où

a, b, c ∈ R. On a : y′p(x) = 2ax+ b et y′′p (x) = 2a. En substituant dans l’équation 41 ,
on obtient : 2a− (ax2 + bx+ c) = x2 + x+ 1. Par identification, on obtient le système
suivant : −a = 1, −b = 1, 2a− c = 1 ⇒ a = −1, b = −1 et c = −3. Donc la solution
particulière de 41 est : yp(x) = −x2 − x− 3.

. Solution générale de 41 :
yg(x) = yp(x) + y(x) = −x2 − x− 3 +Ae−x +Bex, A,B ∈ R.

2. y′′ − 2y′ − 8y = ex ........................ 42 .

L’équation homogène associée à 42 est : y′′ − 2y′ − 8y = 0 ........................ 42
′
.

L’équation caractéristique de 42
′

est : r2 − 2r − 8 = 0 ........................ 42
′′
.

∆ = (−2)2 − 4 · 1 · (−8) = 36 > 0. Donc 42
′′

admet deux racines réelles distinctes

r1 = −2 et r2 = 4. Ainsi, la solution générale de 42
′

est :
y(x) = Ae−2x +Be4x, A,B ∈ R.

. Recherche d’une solution particulière yp de 42 : Le second

membre de l’équation 42 est : f(x) = ex = e1x. Comme 1 n’est pas une racine de

l’équation caractéristique 42
′
, alors on cherche une solution particulière de 42 sous

la forme : yp(x) = aex, a ∈ R. On a : y′p(x) = aex et y′′p (x) = aex. En substituant

dans l’équation 42 , on obtient : aex− 2aex− 8aex = ex. Par identification, on obtient

−9a = 1 ⇒ a = − 1
9 . Donc la solution particulière de 42 est : yp(x) = − 1

9e
x.

. Solution générale de 42 :

4



yg(x) = yp(x) + y(x) = − 1
9e
x +Ae−2x +Be4x, A,B ∈ R.

3. y′′ − 2y′ = sinx ........................ 43 .

L’équation homogène associée à 43 est : y′′ − 2y′ = 0 ........................ 43
′
.

L’équation caractéristique de 43
′

est : r2 − 2r = 0 ........................ 43
′′
.

43
′′

admet deux racines réelles distinctes r1 = 0 et r2 = 2. Ainsi, la solution générale

de 43
′

est : y(x) = A+Be2x, A,B ∈ R.
. Recherche d’une solution particulière yp de 43 : Le second

membre de l’équation 43 est : f(x) = sinx = sin(1x)e0x. Comme 0 + 1i n’est pas une

racine de l’équation caractéristique 43
′
, alors on cherche une solution particulière de

43 sous la forme : yp(x) = a sinx+ b cosx, a, b ∈ R. On a : y′p(x) = a cosx− b sinx

et y′′p (x) = −a sinx− b cosx. En substituant dans l’équation 43 , on obtient :
(−a sinx− b cosx)− 2(a cosx− b sinx) = sinx. Par identification, on obtient

−a+ 2b = 1, −b− 2a = 0 ⇒ a = − 1
5 , b = 2

5 . . Donc la solution particulière de 43
est : yp(x) = − 1

5 sinx+ 2
5 cosx.

. Solution générale de 43 :
yg(x) = y(x) + yp(x) = A+Be2x − 1

5 sinx+ 2
5 cosx, A,B ∈ R.

4.
y′′ − 4y′ + 3y = (2x + 1)e−x, avec y(0) = 0 et y′(0) = 0 ........................ 44 .

L’équation homogène associée à 44 est : y′′ − 4y′ + 3y = 0 ........................ 44
′
.

L’équation caractéristique de 44
′

est : r2 − 4r + 3 = 0 ........................ 44
′′
.

∆ = (−4)2 − 4 · 1 · 3 = 4 > 0. Donc 44
′′

admet deux racines réelles distinctes r1 = 1

et r2 = 3. Ainsi, la solution générale de 44
′

est : y(x) = Aex +Be3x, A,B ∈ R.
. Recherche d’une solution particulière yp de 44 : Le second

membre de l’équation 44 est : f(x) = (2x+ 1)e−x. Comme −1 n’est pas une racine

de l’équation caractéristique 44
′
, alors on cherche une solution particulière de 44

sous la forme : yp(x) = (ax+ b)e−x, a, b ∈ R. On a : y′p(x) = (−ax+ a− b)e−x et

y′′p (x) = (ax− 2a+ b)e−x. En substituant dans l’équation 44 , on obtient :
(ax− 2a+ b)e−x − 4(−ax+ a− b)e−x + 3(ax+ b)e−x = (2x+ 1)e−x. Par
identification, on obtient 8a = 2, −6a+ 8b = 1 ⇒ a = 1

4 , b = 5
16 . . Donc la solution

particulière de 44 est : yp(x) =
(
1
4x+ 5

16

)
e−x.

. Solution générale de 44 :
yg(x) = yp(x) + y(x) =

(
1
4x+ 5

16

)
e−x +Aex +Be3x, A,B ∈ R.

. Application aux conditions initiales :
On a : y(0) = 0 ⇒ 5

16 +A+B = 0 (1). De plus, la dérivée de yg(x) est :
y′(x) =

(
− 1

4x−
1
16

)
e−x +Aex + 3Be3x. Donc

y′(0) = 0 ⇒ − 1
16 +A+ 3B = 0 (2). En résolvant le système formé par (1) et

(2), on obtient : A = − 1
2 , B = 3

16 .
. Solution finale du problème de Cauchy :

yg(x) =
(
1
4x+ 5

16

)
e−x − 1

2e
x + 3

16e
3x.
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