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"Ii— Série de TD numéro 2—X

Exercice 1 : Résoudre les équations différentielles du premier ordre suivantes :
1. (1+ wz)z% + 2z 4+ 2zy? = 0, 2. (22 +y?)dx — zydy = 0, avec y(1) = 2,
3. 23 +2y%y =0, 4. 2%y’ —e¥ =0, 5. (z24+ 1)y’ +zy = 0.

Exercice 2 : Résoudre les équations différentielles suivantes en trouvant une solution
particuliere par la méthode de variation de la constante :

1. yy —4y =3, VzER, 2 y+y=2, VzeR, 3.9y +y=2z?
4.y — 2z -L)y=1, z€)0,+x],
5. ¢(1+1In?z)y’ +2(Inz)y =1, =z €]0,+oc0], 6. xzy’ + 6y —3zy* =0

Exercice 3 : Résoudre les équations différentielles linéaires homogenes du second ordre
suivantes :

1. y" -3y +2y=0, 2. y"+2y+y=0, 3.y" -2y +2y=0,
4. y" =20y’ +y =0, a € R.

Exercice 4 : Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :
1.y —y=2>+2+1, 2. y’' -2y —8y=e¢€% 3. y” — 2y =sinxz,
4. y” — 4y’ + 3y = (2z + 1)e~® avec y(0) = 0, y’(0) = 0.
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— Corrigé de la Série de TD numéro 2—X

Exercice 1 :

1. (1+m2)2d 4224+ 22Y%2 =0 ceveeveeneeeieeeennns
[1]= (1 +22)2% = 20(1+¢?) = 155 = —gpde = [ Fpdy =~y da
:>arctany—1+l2+0 CERéy()—tan<ﬁ+C), CeR.

2. (22 + y?)dx — zydy = 0, avec y(l)—2 ........................
:>x2+y2:xy%:>%—x;yy = dy:%—l—%:%:g—i—% Doncestde
la forme ' = f(£). Si on pose v = £ on obtient y = xv => d—y =v+x %. Comme
dy*f( ) alors v+ 2% = v+ 1
:> 5:>de=5dx:>vdv:%dx:>fvdvzf%dx:>%zln|x|+0:>

v = 21n\x| +2C,ceR=v==22In|z| 4+ 2C, C € R. Comme y = vz, alors la

solution générale de 1’équation | 2 | est donnée par y(x) = +x+/21n |z| + K, avec
K =2C,C € R. La condition y(1) =2 = +1,/2In[l[ + K =2 = VK =2 = K =4,

donc la solution finale est y(z) = £x+/21In|z| + 4.
3. 234202 =0 o

:>2y2% =-2=20dy=—-2*de = [2y%dy = [—2ide = 2y =-12"+C,
CeR=yP=-3214 K, K= = y@)=(-221+K)/* KR

=>x2ﬂ:ey#e‘ydyzm%dxﬁfe_ydy:f%dxé—e—y:_%+0:>

e‘y:%—dzC. Donc, la solution générale est : y(x) = —In (%—C),CER.

5. (2 4+ 1)y +2Y =0 cevevvverieniieeeiennnes
5]= @+ )% 42y =0= (22 +1)dy——:cy:>igf:: = =
idy:f 2+1d:v:>fydy*ff 2+1dx:>fydy*ff27q2+ldx:>
1n|y|:—%ln(x +1)+C,CER:>61“|-“|—6 3@+ 1)+e |y|—ec+ln((’3 +1)72)
= |yl = ec'eln((m2+1)7%) = % =y = \/TH’ K eR.

Exercice 2 :
1.y —4y =3, VEER .viirrreiririneennenns

> La solution de I’équation sans second membre (homogene) de est
donnée comme suit : ¢y — 4y = 0 = y' = 4y. Il est clair que y = 0 est une solution

(solution triviale). Supposant que y # 0, alors y' = 4y = 111 gz =4 = %dy =4dx =

f%dy:llfd:céln|y\—4z+C’,C’€R:> ly| = €€ - e = y = +eC - e, C € R.
Avec la solution triviale on trouve y, = Ke*®, k € R.

> Variation de la constante (recherche de la solution particuliere de ) Pour
trouver une solution particuliere, on pose y, = K (x)e**. En remplacant dans on
obtient : (K (z)e'®)" — 4K( )t =3 = (K(z)'e?®) + 4K (z)e?® — 4K (z)e'® = 3=
K'(z)e** =3 = K(z)= [3e *dz = —26_4”“' = yp = —3e 4’ = -2 Dong, la
solution générale est : y( )=yp+uyn=—-2+Ke* KEeR.



2.y +y=2e", VZER .o
> La solution de I’équation sans second membre (homogene) de est

donnée comme suit : ¢y’ +y =0 = ¢y = —y. Il est clair que y = 0 est une solution
(solution triviale). Supposant que y # 0, alors y = —y = fili =-1= - dy=—1ldz

:fidy:—fdxéhﬂy\:—xé ly=e“ e = y==4e e % CcR. Avec la
solution triviale on trouve y, = Ke™%, k € R.
> Variation de la constante (recherche de la solution particuliere de ) Pour

trouver une solution particuliére, on pose y, = K(z)e™®. En remplagant dans on

obtient : (K(x)e ) — 4K (z ) T =2e" = (K(z)e™ ™) — K(z)e ™ + K(x)e ™ = 2¢”
= K'(z)e™® =2¢" = K(z) = [2e**dz = e** = y, = e* e~ * = €”. Donc, la
solution générale est : y(z) = yp +yp=e"+ Ke™™* KEeR.
Y Hy=2% 2 €)0,400[ i
> La solution de I’équation sans second membre (homogene) de est
donnée comme suit : ¢y +y =0 = 3’ = —y. Il est clair que y = 0 est une solution

(solution triviale). Supposant que y # 0, alors y' = —y = = y dm =-1= %dy =—1ldx
éfidy:ff dr = Inly|= -z = |yl =e e = y=+e’ e C €R. Avec la
solution triviale on trouve y, = Ke™, k € R.
> Variation de la constante (recherche de la solution particuliere de )

Pour trouver une solution particuliére, on pose y, = K(z)e™”. En remplacant dans
on obtient : (K (z)e ) — 4K (x)e ® = 22 =
(K(z)e™)—K(@)e *+ K(x)e* =22 = K'(z)e * =22 = K(z)= [2%"dzx =
(ax? + bx + c)e®, avec a, b et ¢ sont des valeurs & déterminer.
f 2?e® dx = (az? + bx + c)e® = x%e®dx = [(az? + bz + ¢)e?] =

e dr = (ax? + bz + c)e® + (2ax +b)e” = z2e” dz = (ax® + (2a + b)x + (b+ ¢))e*=
a=1, b=-2 et ¢=2 = y, = (2% — 22 + 2). Donc la solution générale est :
y(x )—yp—i—yh— (22 =22 +2)+ Ke™®, KEeR.

Y —(2z-1)y=1 2€)0,400[ i

> La solution de ’équation sans second membre (homogene) de est
donnée comme suit : y' — (22— 1)y =0 = ¢ = (22 — 2)y. Il est clair que y = 0 est
une solution (solution triviale). Supposant que y # 0, alors y' = (2z — 7)y =

%%z@x—%)é%dyz(%:—%)dxﬁf%dyz—f@x—%)da:é

1 o?
Inly| =22 —In(z) + C = |y| = e - e2*.ez = y=+e’ -, C €R. Avec la
22
solution triviale on trouve y, = K-, k € R.
> Variation de la constante (recherche de la solution particuliere de ) Pour

m2
trouver une solution particuliere, on pose y, = K(x)“-. En remplacant dans on

x

2 2 2
obtient : (K(ac)eT) (2x—7)(K(x)7)—1:>K’( )——1 = K'(z) = ze™®
= K(z fxe$dx Posons u = 2% = du =2zvdx = K(x —2fe*“:—f —a?

= Yp = _E' Donc la solution générale est : y(x) =y, +yn = —ﬂ + K%, KeR.
cx(1 4+ In? )Y +2(Inx)y =1, @ €]0, 400 crvererrnirirnneinnnnee .

5. . 2lnx _ 1 /
L’équation oy + TOHRT Y = BTy s

!
> La solution de '’équation sans second membre (homogene) de est
donnée comme suit : y’ + %y 0=19y = 7%9 Il est clair que y = 0 est

une solution (solution triviale). Supposant que y # 0, alors ldy _ __2ng

y dz z(1+1n? z)
1 21n 1 2lnz
gdy:_mdxéffdy——fmdx 1+u2du avec u = Inx,

du:%dx. Donc = In |y| = 1_2&2 du = —1In(1 + u? )+C:fln(1+ln z)+C,




1
CeR= |yl = ec T o y = +e®
1+ln x’ keR.
. . LY 4
> Variation de la constante (recherche de la solution particuliere de

Pour trouver une solution particuliere, on pose y, = 1 +1(n )m En remplacant dans

. m, C € R. Avec la solution triviale on

trouve y; =

. . K'(z) K(z)~21nw 21 K(m) _ 1 K'(z) _ 1
on obtient : 1+1n T a:(l-i—ln x)2+ ac(l-&-?nw x) ’ 1+In?2z = z(1+In2%x) = 1+In2z = z(1+InZx)
=K(@)=1=K@)=[1dr=Inlz| =y, = 1+h11n€z' Donc la solution générale
. K In _ K+In
est y( ) - yp +yn= 1+In2 z + (1+lnL x) 1+1112;’ K eR.
6. Y + 6y —3TY?* = 0 cevrrrreeeereeeeennns .

Une équation de Bernoulli est de la forme : ¢’ + P(z)y = Q(z)y™, ou n # 0, 1. Ici,
nous pouvons réécrire 1’équation sous cette forme :
Pour = # 0 =y’ + Sy = 3y* ( Une équation de Bernoulli avec ( P(z) = ¢

!
Q) =3etn=4) ocreierierennn. [26].
, 52 . / . — —
Pour résoudre ’équation on effectue le changement de variable : z = y!=" = y =3,

alors 2’ = di (y‘3) = —3y_ y =y = —fy 4%'. En substituant dans 1’équation /
les expressions de y et de y on obtient — Sa:z + 6z —3r=0= 2z’ + 182 —9x = 0.
Pour z # 0, I’équation z2’ + 182 — 92 =0 & 2/ — 182 = —9 (équation linéaire de
premier ordre). Pour la résolution, nous allons resoudre I’équation homogene (sans
second membre) suivante : 2z’ — %z =0.
> Il est clair que z=0 est une solution (solution triviale). Supposant

mamtenantquezséo alOI"bZ—lSZ—0=>Z 18, = z:E:>1dz— =
lde=8dp = [Ldz=[Ba = In |z] —181n|x\+C C’ER:>1n| | lnx18+0
CeR= |z| = e xlg C eR = z=+e2!® C € R. Comme 2 = 0 est une solution,
alors, la solution homogene est : z = kx'8, k eR.

> Pour déterminer la solution générale, nous allons appliquer la méthode de
la variation de la constante afin d’obtenir la solution particuliere de 1’équation
7 — 18, = —9. Pour ce faire on pose z, = k( )x'®, alors 2z, = k(z)' x'® + 18k(z)x!

Comme zp est une solution particuliere de 2/ — 82 = —9, alors

k(x)@'® + 18k(2)z!T — Bl(2)a!® = —9 = k(2)'2'® + 18k(2)z'T — 18k(x)a!T = -9 =

k(z)a'® = =9 = k(z) = —9278 = k(z) = 2717 = 2z, = 22 '"2!® = Lo alors
la solution générale de I’équation différentielle linéaire est z = ka!® + %x, ke R.

_ 1 3 _ 1 _ 1
Commez—ys,alorsy —Z—kx18+ keR:y—(kmngr oF keR.

Exercice 3 :

Loy =3y 42y =0 everrereerreeennnn. 131]
L’équation caractéristique de est 12 —3r+2=0 .oieiirirrerennn. /.

A=(-3)2-4-1-2=1> 0. Donc L’équation /. admet deux racines réelles

distinctes r; = 3—51 =letry= 3%1 = 2. Ainsi, la solution générale de est :
y(z) = Ae® + Be**, A, B €R.

2. 9"+ 2y + Y =0 it .
L’équation caractéristique de est 2 4+2r +1 =0 .ooeeiieieienn. /.

A=22-4.1-1=0. Donc L’équation /. admet une racine réelle double
r = =2 = —1. Ainsi, la solution générale de est: y(x) = (A+ Bx)e ™, A,BeR.

39" =2y +2Yy =0 oo, 133]
L’équation caractéristique de est 2 —2r +2=0 .ooioiiiieeenn, /.



A=(-2)2-4-1-2=-4<0. Donc L’équation /. admet deux racines complexes
conjuguées 11 = 1 + i et ro = 1 — 4. Ainsi, la solution générale de est :
y(x) = (Asinz + Bceosz)e®, A, BeR.

4.y =20 +y =0 e, .
L’équation caractéristique de est 7?2 —2Xr +1=0 oo, I.
A =4)\2 —4.

o Si A €] — 00, —1[U]1, 400, alors A > 0 et ’équation / admet deux racines
réelles distinctes : 11 = A — v A2 — 1 et 79 = A + VA2 — 1. Ainsi, la solution générale
de est : y(z) = AeP— VA =Dz 4 BeQ+VA =1z = A B c R,

e Si A€ {—1,1}, alors A = 0 et I’équation I admet une racine réelle double
r = A. Ainsi, la solution générale de est : y(z) = y(z) = (A+ Bz)e*®, A,BeR.

/
e Si\€]—1,1], alors A < 0 et 'équation admet deux racines racines

complexes conjuguées 71 = A +iv/1 — A2 et r9 = X\ — 1v/1 — A2, Ainsi, la solution
générale de est : y(z) = (Asin (V1 —A22) 4+ Beos (VI —A2z))e?, A ,BEeR.

Exercice 4 :

Ly —y=224+2+1 oo, .
L’équation homogene associée a est Y —y =0 cooiiiiiriiieen /.
L’équation caractéristique de / est i =1 =0 e, ”.

N admet deux racines réelles distinctes 11 = —1 et ro = 1. Ainsi, la solution
générale de / est : y(z) = Ae™® + Be®, A,BeR.

> Recherche d’une solution particuliere y, de : Le second
membre de I’équation est: f(x) =2+ 2+ 1= (22 + 2+ 1)e’. Comme 0 n’est
pas une racine de I’équation caractéristique /, alors on cherche une solution
particuliere de sous la forme : y,(x) = (az? + bz + ) = az? + bx + ¢, olt
a,b,c € R. On a : y,(v) = 2ax + b et y,/(z) = 2a. En substituant dans I’équation ,
on obtient : 2a — (az? + bx + ¢) = 2% + x + 1. Par identification, on obtient le systéme
suivant : —a=1, —=b=1,2a —c=1=a=—1, b= —1 et ¢ = —3. Donc la solution
particuliere de est 1 yp(z) = —22 — 2 — 3.

> Solution générale de :
Yg(@) = yp(x) + y(x) = =2 —x — 3+ Ae ® + Be®, A,BeR.

2. Y — 2y —BY = €% crrriieineiereeenns .
L’équation homogene associée a est iy — 2y —8y =0 .ooreriiiree /.
L’équation caractéristique de / est 172 —2r —8 =10 oo H.
A=(-2)2-4-1-(-8) =36 > 0. Donc H admet deux racines réelles distinctes
ry = —2 et ro = 4. Ainsi, la solution générale de / est :

yl(x) = Ae™?* + Be'*, A ,BeR.

> Recherche d’une solution particuliere y, de : Le second
membre de I’équation est : f(z) = e* = ¢!®. Comme 1 n’est pas une racine de
I’équation caractéristique /, alors on cherche une solution particuliere de sous
la forme : y,(z) =ae®, a€R.Ona: y;,(:c) = ae” et y;,’(x) = ae®. En substituant
dans I’équation , on obtient : ae® — 2ae” — 8ae” = e®. Par identification, on obtient
—9a=1 = a=—}. Donc la solution particulicre de est 1 yp(2) = —Fe®.

> Solution générale de :



Yo(z) = yp(x) + y(a) = —ge* + Ae™* + Be', A, BeR.

Ly — 2y =SINT e .
/
L’équation homogene associée a est iy =2y =0 cooii .
! !
L’équation caractéristique de est 72 —2r =0 oo :

H admet deux racines réelles distinctes 7y = 0 et ro = 2. Ainsi, la solution générale
de / est 1 y(z) = A+ Be?*, A ,BeR.

> Recherche d’une solution particuliere y, de : Le second
membre de I’équation est : f(z) = sinx = sin(1x)e’®. Comme 0+ 1i n’est pas une
racine de ’équation caractéristique /, alors on cherche une solution particuliere de
sous la forme : y,(r) = asinz +bcosz, a,b€R.Ona: y,(r)=acosz —bsinx
et y, (z) = —asinx — bcosz. En substituant dans I’équation , on obtient :
(—asinz — bcosx) — 2(acosx — bsinx) = sinx. Par identification, on obtient
—a+2b=1,-b—-2a=0=a= —%, b= % . Donc la solution particuliere de
est : yp(x) = —Lisinz + Zcosz.

> Solution générale de :

yg(z) = y(@) + yp(z) = A+ Be* — Lsinw + Z2cosz, A,BeR.

Yy’ —4y’ +3y =2z +1)e®, avec y(0) =0 et ¥’ (0) =0 ceverrrrrrnnniernnnnnn. [44]
L’équation homogene associée a est iy —4y' +3y =0 .oeviiiiiiiiis /.
L’équation caractéristique de / est 112 —Ar4+3=0 .o ".

A=(-4)2-4-1-3=4>0. Donc N admet deux racines réelles distinctes r1 = 1
et 7o = 3. Ainsi, la solution générale de / est : y(x) = Ae® + Be3®, A, B €R.

> Recherche d’une solution particuliere y, de : Le second
membre de I’équation est : f(z) = (2 + 1)e~*. Comme —1 n’est pas une racine

de I’équation caractéristique /, alors on cherche une solution particuliere de
sous la forme : y,(z) = (ax +b)e™, a,b€R. On a: y,(r) = (—ax+a—ble™" et
Yy, (r) = (ar — 2a + b)e™". En substituant dans 'équation , on obtient :
(ax —2a+b)e ™ —4(—ax +a—Dble * +3(ax +ble ™ = 2z + 1)e”*. Par
identification, on obtient 8a =2, —6a+8 =1 = a = i, b= %. . Donc la solution
particuliere de est : yp(z) = (ix + 1575) e ",

> Solution générale de :
Yg(x) = yp(a) + y(@) = (Jo + &) e " + Ae® + Be3*, A, BeR.

> Application aux conditions initiales :
Ona:y(0)=0 = 2+A+B=0 (1).De plus, la dérivée de y,(z) est :
)= (-7 — %) e " + Ae® + 3Be®". Donc
)=20

—

6
= —%+A+3B=0 (2). En résolvant le systéme formé par (1) et

(2), on obtient : A = f%, B= 1%.
> Solution finale du probléme de Cauchy :
(o) = (bt ) e — b+ e
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