Université A. Mira de Béjaia Année universitaire 2012-2013

Faculté de Technologie Examen de Maths 5

Département ST2 Durée : 2 heures 08/06/2013
Exercice 1 (3 points) : Y A
En wutilisant des paramétrisations, calculer l'intégrale
curviligne :

j( zzdz, (i) B(1+1)
C
ol C est le carré (OABC), orienté positivement (voir la figure c
ci-contre).
T o A(l) T X

Exercice 2 (5 points) :

Soit f une fonction holomorphe sur C, donnée par sa forme algébrique :
f@) = ulx,y)+iv(x,y),

ouz=x+iy,u=Refetv=Imf.
On donne:
vix,y) = —x2+y2+2xy+x+y+3.

1. Déterminer u(x, y) sachant que f(1—i) =1.

2. Ecrire f(z) en fonction de z.

Exercice 3 (6 points) :

Déterminer le développement en série de Laurent de chacune des fonctions complexes suivantes autour
du point singulier indiqué puis préciser la nature du point singulier en question ainsi que le résidu en

ce point.
i) flz) = Z2e7V?, 20=0;

1
i) f2) = = ) 29 =0;
V4

(1-2)?

_3,2 )
e 3% 4 zsin3z—1

i) f(z) =

Z():O.
z8 ’

Exercice 4 (6 points) :

Soit f la fonction complexe a variable complexe, définie par :

1@ = ey

Tournez la page svp



1. Déterminer les singularités de f tout en précisant la nature de chacune d’entre elles.

2. Calculer les résidus de f en chacune de ses singularités.

Y
3i1

3. En utilisant le théoréeme des résidus, calculer
I'intégrale curviligne fy f(z)dz, ou y est la courbe

ci-contre. _3(% -1 0
—’l 1

—271 4+

-3+

4. Soit R un nombre réel strictement positif et différent de 2. On note par Cg, le cercle de centre O et
de rayon R, orienté positivement.
Montrer, en distinguant les cas, que'on a:

flz)dz=0.
Cr

Bonne chance a tous
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Exercice 1 (3 points) :

En utilisant des paramétrisations, calculer lintégrale

- YA

curviligne : I
f zzdz,
c
ou C est le carré (OABC), orienté positivement (voir la figure 0 B(L +1)
ci-contre).
c
T O A(l) T ;(

Solution : Lintégrale ¢-zzdz se décompose en:

fzzdz :/ zEdz+f zEdz+f zEdz+f zzdz (D
c 0OA AB BC co

Nous allons, dans ce qui suit, calculer les valeurs de chacune des 4 intégrales du membre droit de I'éga-
lité (I) en utilisant des paramétrisations.

Calculde [, ,2zdz:

Sur OA,onaz=t,avec t€[0,1].D'ol1 2z =|z|* = t? et dz = dLt. Lintégrale fOA zzdz se transforme en :

_ 1 Bt
f zzdz:f tzdt:[—] =—;
0A 0 3]0 3

1
f zZzdz = — (a)
0A 3

soit

Calculde [,z zzdz:

Sur AB,onaz=1+it,avec t€[0,1]. D’ol zz = |z|* = 1+ ¢* et dz = idt. Lintégrale [, zzdz se trans-
forme doncen:
f zEdz:f i(1+¢) dt= [i(r+—)] ==i;
AB 0 3/)lg 3

1
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soit 4
f zzdz = =1 (b)
AB 3

Calculde [z zzdz:

Sur BC,onaz=t+i,avect€[1,0].D'oli zz = |z|* = t* + 1 et dz = dt. Lintégrale [ zzdz se transforme
doncen:
3
L t)

0
f zEdz:f (t2+1)dt:[ g
BC 1 3

0

1 3
soit A
f zzdz = —— ()
BC 3
Calcul de [.2zdz:
Sur CO, on a z = it, avec f € [1,0]. D’out zz = |z|* = t* et dz = idt. Lintégrale [.,zzdz se transforme
doncen:
f zEdz:f ittdt= [i—] =—ci;
co 1 34 3
soit .
f zzdz = ——1 (d)
co 3
En reportant les résultats de (a), (B), (@) et (d) dans (I), on obtient finalement :
ygzidz =—-1+1i]|.
C

Exercice 2 (5 points) :

Soit f une fonction holomorphe sur C, donnée par sa forme algébrique :
f@) =ulx,y)+iv(x,y),

ouz=x+iy,u=Refetv=Imf.
On donne:
vix,y) = —x2+y2+2xy+x+y+3.

1. Déterminer u(x, y) sachant que f(1—i) =1.

2. Ecrire f(z) en fonction de z.

Solution:

1. La fonction f est holomorphe sur C si et seulement si les fonctions réelles u et v satisfont les condi-
tions de Cauchy-Riemann, qui sont :

ou o av
ox Oy
u o (%)
dy  Ox

On a pour tout (x, y) € R? : %(x, y)=-2x+2y+1let g—‘;(x,y) =2y+2x+1.0nadonc (en vertu de (&)) :

ou
a(x,y) = 2y+2x+1 ... (D
ou
a(x,y) = 2x-2y-1 ...... (2)
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En intégrant (1) par rapporta x,ona:

u(x, y) =f(2y+2x+ dx,

soit
u(x,y) =2xy+x>+x+c(y), 3)

ol c(y) est une fonction de y. En reportant (B) dans (2), on obtient :

2x+c(y)=2x-2y-1,

d'our:
c(y)=-2y-1.
Par suite :
c(y) :f(—Zy—l)dy,
soit

c(y):—yz—y+k (avec k€ R).
Et en reportant ceci dans (8), on obtient :

u(x, y) :2xy+x2+x—y2—y+k,
soit (en réordonnant) :

ux,y) =x*—y*+2xy+x-y+k 4)
Il reste maintenant a déterminer la valeur de k en se servant de la condition f(1-i)=i.Ona:
u(l,-1)=0
v(l,-1)=1

2—(=D%2+2()(-D+1=-(-D+k=0 — k=0
12+ (=D%+2()(-D+1-1+3=1 1=1

fA-D=i<=ul,-D+iv(l,-1) =i < {

D’ol k = 0. En reportant cette valeur de k dans (@), on obtient finalement :

u(x,y):xz—y2+2xy+x—y .

2.0na:
f@) = ulx,y)+ivix,y)
= (¥*—y*+2xy+x—y)+i(-x*+y*+2xy+x+y+3)
= (xz—y2+2ixy)+(2xy+i(—x2+y2))+(x+iy)+(—y+ix)+3i
A — N - T At
=2z? =—iz? =z =iz
= Z2—iZ’+z+iz+3i
= (1-Dz2>+1+i)z+3i.
soit

f@=0-DzZ2+1+i)z+3i|.
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Exercice 3 (6 points) :

Déterminer le développement en série de Laurent de chacune des fonctions complexes suivantes autour
du point singulier indiqué puis préciser la nature du point singulier en question ainsi que le résidu en
ce point.

) flz) = 22eV%, z9=0;

) z0=0;

WA Say

—372 . _
e +zsin3z-1
iii) f(z) = 5 , z20=0.
z

Solution:
1) Le développement de Taylor de la fonction exponentielle au voisinage de 0 s'écrit :
2 22 22
e =1+z+—+—+—+--- (Vze().
2! 31 4l
En substituant dans ce développement z par (—1/z), on obtient :

1 1 1 1

-1/z *
e =1-—-+ - + — (VzeC).
z 2z 31z3  4lz¢
En multipliant finalement par z?, il vient que :
1 1
(2) = zZ°—z+- ——+ —- (VzeCH|,
! . 2 6z 24z
Partie analytique Partie principale

ce qui est le développement de f en série de Laurent autour du point singulier zy = 0.

— On constate que la partie principale de ce développement comporte une infinité de termes, ce qui
montre que 2y = 0 est une singularité essentielle de f.

Enfin, le résidu de f en zq = 0 est le coefficient de (z— zo) ™! = % dans le développement de f en série de
Laurent, il est donc égale a :

1
R ; = ——.
es(f;0) 5

ii) Le développement de Taylor de la fonction z — 1T1z au voisinage de 0 s’écrit :

1
1-z

= 1+z+22+22+2*+2°+--- (Vz€eC, avec |z| < 1).

En dérivant, on obtient :

ﬁ = 14+2z+32°+42° +5z2% + ... (VzeC, avec |z| < 1).
-z

En divisant finalement sur z3, il vient que :

1 2 3
flz) = §+?+; + 445z+... (VzeC*, avec |z|< 1)

\———~~——" Partie analytique
Partie principale
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ce qui est le développement de f en série de Laurent autour du point singulier zy = 0.

— On constate que la partie principale de ce développement comporte un nombre fini de termes, ceci
entraine que zo = 0 constitue un pole de f. Ce pole est d’ordre 3 (c’est-a-dire que c’est un pole triple) car
la plus petite puissance de z — zy = z qui apparait dans le développement de f en série de Laurent est
-3.

Enfin, le résidu de f en zq = 0 est le coefficient de (z— zo) ™! = % dans le développement de f en série de
Laurent. Il est donc égale a :

’Res(f;O) = 3‘.

iii) Les développements de Taylor des fonctions exponentielle et sinus au voisinage de 0 sont :

] 2 3 4
e = l+z+—+—+—+
2131 4l
) 2 2z
sinzg = z——+———+--
3 5 7

En substituant dans le premier développement z par (—32z?) et dans le second z par 3z, on obtient :

-3 2\2 -3 233 -3 2 \4
e3¢ = 14(3y+ E L] 2 B8ay
2! 3! 4!
. B2° (B2)° @2’
sin3z = 3z- + - +oen
3! 5! 7!
D’ou
32 33 34
€_3z2 — 1—3Z2+_Z4——Z6+—Z8—... (5)
2! 3! 4!
33 35 37
zsin3z = 322 - —z* + — 8 -8 4+... ©6)
3! 5! 7!

En additionnant (B) et (8), on obtient :

32 3 3* 3 3t 37
e 3 +zsin3z = 1+(———)z4—(———)z6+(———)z8—---
2! 3! 3! 5! 4 7!
33 3 3t 37 32 33
= 1—(———)Z6+(———)Z8—--- (puisque———:O
3! 5! 4! 7! 2! 3!

En retranchant 1 et en divisant sur z°, on obtient finalement :

33 3% (3% 37\,
@ = _(§_§)+(Z_ﬁ)z o

ce qui est le développement en série de Laurent de f autour du point singulier zy = 0.

— On constate que la partie principale de ce développement est nulle, ce qui entraine que zy = 0 consti-
tue une fausse singularité de f et on a par conséquent :

Res(f; 0)=0.

Exercice 4 (6 points) :

Soit f la fonction complexe a variable complexe, définie par :

1@ = ey
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1. Déterminer les singularités de f tout en précisant la nature de chacune d’entre elles.

2. Calculer les résidus de f en chacune de ses singularités.

Y
3T

3. En utilisant le théoréeme des résidus, calculer
I'intégrale curviligne fy f(z)dz, ou y est la courbe

ci-contre. _3(% -1 0
—’l 1

—271 4+

-3+

4. Soit R un nombre réel strictement positif et différent de 2. On note par Cg, le cercle de centre O et
de rayon R, orienté positivement.
Montrer, en distinguant les cas, que 'on a:

jg flz)dz=0.
Cr

Solution :

1. Les points singuliers de f sont les points ou f n’est pas définie ; ce sont donc les nombres complexes
ztelsque: (z+2)%(z°+4)=0.0na:

(z+2)2%=0 z+2=0 z=-2
(z+2)2(z2+4) =0<=<{ ou —<{ ou —<{ ou
Z2+4=0 Z2 = —4 = (20)? z=+2]

Les points singuliers de f sont donc: zp = -2, z; = 2i et zp = —2i.
— Déterminons maintenant la nature de chacun de ces points singuliers.

Nature du point singulier zp=-2: Ona:

z -2 1
li +2)% = i = — = ——#0.
zl»n—lzf (2)(z+2) zl»n—lz z2+4 8 4 70

Ceci montre que zy = —2 est un pole d’ordre 2 (c’est-a-dire un pole double) de f.

Nature du point singulier z; =2i:  Nous allons d’abord factoriser (z* +4) en produit de facteurs de
premier degré. On a:

Z2+4 = 22— (20 = (z+20)(z-20).

D’ou: 2
@ = G T2ne 20 @

Il s’ensuit que :

21 1
lim f(z)(z—-2i) = lim ad !
z—2i

N i22Gi2) - Cit24i - 22iv22”

Ce qui montre que z; = 2i est un pole d'ordre 1 (c’est-a-dire un péle simple) de f.

6
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Nature du point singulier z, = —2i : En utilisant (@), ona:
lim f(z)(z+2i) = hm i 2 L #0
2)(z = = _
z—=2i ——2i (z+2)2(z—21) (=21 +2)2(—41i) 2(=2i +2)?

Ce qui montre que zp = —2i est un pole d’ordre 1 (c’est-a-dire un pole simple) de f.

2. Calculons les résidus de f en chacun de ses points singuliers, qui sont tous des poles.

Calcul de Res(f; —2) : Comme zp = -2 est un pole double de f,ona:
' 1(z%+4) -2 4-z°
Res(f; -2) = (f(z)(z+2) ) = hm( 2Z ) _ lim LY 2z(z) - lim _Zz =0,
—2\z+4 z—=2 (Zz+4) z—=2 (Zz+4)
soit

’Res(f; -2) = O‘.

Calcul de Res(f; 2i):  Comme z; = 2i est un pole simple de f, on a (en utilisant (@)) :
Z 21 1 1 1
R 21) = l 2i) = i = = — = ——1,
es(fs 2D = g f@e=20) = M o P er2) ~ @i+2%4i  20i+2? 161~ 16
soit
Res(f; 2i) = ! i
S T
Calcul de Res(f; —2i): Comme zp = —2i est un podle simple de f, on a (en utilisant (@)) :
z —2i 1 1 1
R ;=20) = li +2i) = i = = = —i,
estfi—20) = lm f@)(e+2l) = Mmoo =2l ~ (C2i+22(-a) _ 2(-2i+27 ~ 167 _ 16
soit
R ; —21) = —1
es(f i) 161
Y
37T

3. Le chemin y est bien fermé et orienté positivement et la
fonction f est rationnelle donc holomorphe sur C sauf en ses
points singuliers, qui sont zyp = -2, z; = 2i et zp = —2i. En par-
ticulier, f est continue sur y et holomorphe a l'intérieur de vy,
sauf aux points : zp = —2 et z; = 2i (remarquer que le point

zp = —2i est al’extérieur de y). On a donc, d’apres le théoreme
des résidus:

ff(z) dz = 2mi (Res(f; —2) +Res(f ; 2i)) = 2m‘(0—ii) =Z
Y 16 8 _9i 4

soit
_32 1

/4
ﬁf(z)dz =3l

4. La Valeu\r del }nt('egrale ng f(2) dz\de.per’ld' de la p\OSlthI’l Fles points singuliers de f par rapport. au
cercle Cr (a savoir si ces points sont a I'intérieur ou a I'extérieur de Cg). Comme ces points singuliers
sont tous de module égale a 2, nous sommes amenés a distinguer les deux cas suivants :

7
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1*" cas (siR<2):

Dans ce cas, les points singuliers de f se trouvent tous a
I'extérieur de Cg. La fonction f est donc holomorphe a I'in-
térieur de Cg (et continue sur Cg) et d’apres le théoreme
intégrale de Cauchy, ona:

f(2)dz = 0.
Cr

2M cas (siR>2):
Dans ce cas, les points singuliers de f se trouvent tous a
I'intérieur de Cg. On a donc, d’apres le théoreme des résidus :

f(e)dz = 2mi(Res(f; —2)+Res(f; 2i) +Res(f; —21))
Cr

. 1. 1,
2ni|0——i+—i| = 0.
16 16

En conclusion, on a dans tous les cas :

f(z2)dz =0

Cr

comme il fallait le prouver.

Y
3T

1¢ cas (R < 2):

Cr

2" cas (R > 2) :

FIN




