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Efudier la nature des séries numériques suivantes :
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On considère la suite de fonctions {J.}*unv définies sur iR par :

\  F , \  e - n ' "

\  Î "@):ËTTF'  serR.

1, Étudier le sens de vàçation des fonctions J, sur lR.

.::,i*

2' Montrer que cette suite converge simplement, suï lR, vers une fonction 
"f que l,on déterminera. r

3' cette suite est-elle uniformement convergente sur rR ? (justifier)-

Partie 2 :
soit la série de fonction I r" dont re terme générar est doruré par :

n>O

p-n"z
I  l - \  -l n 1 * 1 -  

G + 1 ; s
t, Étudier la nature de la série de fonctions 

Eofrsur R.
- l

2' En déduire que la fonction somme 5, définie sur lR par .g(r) : 
F, ffi, 

est continue.

3' Montrer que ,5 est de classe ct(R). (indication : effectuer l'étude sui tout intervalle l-o,olc R, a > 0)

4. En déd.uire l'expression de ̂ g,(r).

EUgggt*gi(o6pts)
Déterminer le rayon de convergence J? et la somme de la série entière suivante :
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Etudier la série enfière précédente en r
8ence.
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1. On pose u* : a , > 0, Vn > 0. Utilisons le critère de d'Alembert. Estimons, donc, le rapport entre' n l

deux termes successifs.

Ainsi, ci'après la règle de d'Alembert, la série

Passons à la dérivée,
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Ee*ie3*
On considère ia suite de fonctions {/' }'e rv définies sur lR par :

r e l R
a *

EXSjçt€SJ^i(06pts)
Étuciier la nafure des séries numériques suivantes :

a{,t
of,,ri'r

p2n*I
: lim

z-+*æ n -l- 1

aA#at D +-  
I  n ) O  I L I

I

oÂ{tnoùP,#\

,. g(n+r)'? 4t- ' , t lT*("+1n€" :

r - 1 \ n/;;\ \;- \ -/
'"' #, h (.ft + 1)

(i,) ; 
e';* -- r

' ' 
,5r n\/n

, .  er 'e(2n+1)-rd
l ! f f

, l î; (n + 1)nl€"

"ç.; 

divérge'

î '- n""

r '  r . , \  -  v
J ? r \ e t -  / , , . l  I ] i 3 .

. .  r , "  ,  i1_
;

1. Etrrdrer le sens de variation des fonctions /" surJll = ^

: - -  e - '  ( t ' .  L )

Trouvorts les points potir lesquels ia rlérivéet;Ær,l*, -
J.J\q) 

- --t-l--j;r -

Ainsi, / i(r) < i-i ssi r > O,de même, J,f 'r) > Ossi r < 0. On en déduit, alors, que /, est croissante si

r ej - :.-.,0! et déçlqissante si r Ç=10,+o:i - ..., .

Flle atteint,ainsi, son maximura pour s : (-l et pour cette vâleur iar fonction donne f ,"Q) : # nt
En résurné, on obtient le tableau des variations *rivant,
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- 2. Montrer que cette suite converge simplement, sur 1R, vers uie fonction ,f que I'on déterminera.
1 Â- sotution: -

+. .& ii.l.\
f  ' . ;Y Pourtoutr € JR,f ixé, 'onu ,11_ f.(r):O: f@).

Ainsi, la suite de fonctions ("f.),e x converge simplement vers la fonctions f : r r+ "f (c) : O.

3. Cette suite est-elle uniformément convergente sur IR. ? (justifier).

Sdsgss.i-
Il s'agit de calculer 

,]iT- llf" - f ll et de comparer le résultat avec 0.

\ ,{'- ,, î . I e-n" ^l e-"'
n À ^ d à  P a r d é f i n i t i o n ,  I l / " - " f l l  : s u p l f - -  f l : s u p l / - , \ . 3  - 0 1  : s u p  * ; , r : .
V'14 c€R rem l(n + r /"  |  'em (rù + '1,)"

': 
- e-n'" 1

Or, d,après le tableau de variarions, 
::R C.lF 

: 
GTIF

Ainsi,,]ii* Il/" - /ll : 
,Ii- C=-F 

: 0, ce qui montre que la suite de fonctions (,f,),.x converge

uniformément, sur IR, vers la fonction /.
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Soit la série de fonction | /, aon,
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I
le terme général est donné par :

p-nr2

f * @ ) :  
G + Ù 3

Etudier la nature de la série de fonctions
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Etudions la série I ll/;,11, sachant eue, ll"f,ll : sup lÂ(z)1.

^ . T . i , q u r ' g . r r d d , t . b i J ; i d c s r ' a r i a t i o n s , i l e s t . l " i , â : i , ç :
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AirrF; li.i" ll : sup l/,, 1r)i : , -+'"-- Par ailleurs, la sé-rie
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2. En dédtiire que.la fonctiolr sotlnre S, définie sur: R par ,5(e) : f 'L..u, est continue.l )  t  ,  a \ \ t

n : 0  \ / i  i  r j "

Les?onctions fi sônt continr-re sur IR'et cônverge u.iforméç,ént sùL m. Alors, en vertu ciu théorèrne de
co4q$uité des sér'ies de fonciions, la sonrrr,e s(r) : I,ro /"(r) est continue sur lR.

3. h4orrtrer que .S esi de classe û'i (lR). (indication : elteciuer i'étude sur tout intelaiie l*o,ol c iR, o, > 0)
q"Jutjssi

(a) Les fonctions /, sont de Classe Cl(R).
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(b) La série conrrerge simplement, alors la fonction sommJest bien définie. (il existe au moins rs € lR

tel que la=série numérique L f*@o) est convergente)
n )0

(c) Suivant f indication, considèrons un intervalle du type l-o, o) c R (o > 0) quelconque. Soit n e N
et r € [*a, a]. On a

,  ̂ t ,  \ ,  l -znre-n" ' |  zn1*1e--" 2na
tJ" \ r ) t=  

|  f " " ry ,  |  
:  -CTl la-  s  1"+ryr .

La série D *+est convergente par comparaison à une série de Riemann convergente.
,50 (?z + rl"

Ainsi, h sZrie E^f i,converge normalement (donc uniformément) sur l-o,ol.

De (a), (b) et (c) on conclut que la somme S est de classe Cl([- a,a]), et par suite ,S est de classe
c'(R)"

4. En déduire l'expression de S'(r).

Solut ion:
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Déterminer ie rayon de convergence r? et tu'rà-**"tÏ" la série entière suivante :
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Etiic'l.ier la série entièqprécédente en r,: -R et
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