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Exercice 1 :(06pts)
Etudier la nature des séries numeériques suivantes :
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Exercice 2 :(08pts)
Partiel:

On considere la suite de fonctions {fn}tnen définies sur R par :

\ e—"ﬂ.’L‘z
\ Fo(pe e
\ Tul@) CFEyE z € R.

1. Etudier le sens de variation des fonctions f, sur R.
2. Montrer que cette suite converge simplement, sur R, vers une fonction f que l'on déterminera.

3. Cette suite est-elle uniformément convergente sur R ? (justifier).

8o
Partie2 ;.
Soit la série de fonction Z fn dont le terme général est donné par :
720 P
2
e—'n.:c
Fulz) = mEDe
1. Etudier la nature de la série de fonctions > fhsurR.
n>0
400 e—n:tc2
2. En déduire que la fonction somme S, définie sur R par S(z) = o Z—Tf)—g, est continue.
n=0 (7 )

3. Montrer que § est de classe C'! (R). (indication : effectuer I'étude suk tout intervalle [-a,0] CR, a > 0)
4. En déduire I'expression de §'(z).

Exercice 3 :(06pts)
Déterminer le rayon de convergence R et la somme de la série entiere suivante :

rg(n-kl)

Etudier la série entidre précédente en x = R et :L-'\z —R (si R # +c0) et en déduire le domaine de conver-
gence. <3~
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Exercice 1 :(06pts)

Etudier la nature des séries numériques suivantes :

n>0 n> -
cos?n £ R =

} ‘ o g?" g e R I M ¢
| Solution :
‘ -
| 1. Onposel, = o >0, Vn > 0. Utilisons le critére de d’Alembert. Estimons, donc, le rapport entre

deux termes successifs.

lim UTL'H = lim e—(ﬂi = lim wf = lim e‘?nw‘l» = 400 >1
n—too U, n—+oo (n+ 1)1 @7 n—+o0 (n 4+ 1)wiE" A—ttoo 1.+ 1
n?
Ainsi, d’apres la régle de d’Alembert, la série 7§0 : divérge.
Exercice 2 :(08pts) 3

On consideére la suite de fonctions { f,, }nen définies sur R par .

suvols les points pour lesquels la dérivée g anniile,

£F ()

Ainsi, [/ (
L {\:1 e
t,ainsi, son maximum pour z = 0 et pour cette valeur la fonction donne f, (0).= 7*»7;)3 .
== e

ns sgivant,

0 +00

e // N\




oy

N”&M&%@ :
/ Pour tout z € R, fixé, on a

€4

2. Montrer que cette suite converge simplement, sur R, vers une fonction f que 'on déterminera.

Iim = 0= 1)

Ainsi, la suite de fonctions ( f,,)neN converge simplement vers la fonctions f : z + f(z) = 0.

3. Cette suite est-elle uniformément convergente sur R ? (justifier).

Solution :
Il s’agit de calculer T _lirfoo | fr

Par définition, ||f,, — f|| = sup |fn —
zeR

Or, d’apres le tableau de variations,

Ainsi, nﬂﬁloo Ifn = fll = n——>+00 (n+1)3

uniformément, sur R, vers la fonction f.

Partie2:

fl = sup
zeR

— f|| et de comparer le résultat avec 0.

e—nzz —7’!/$2
——— — 0| =sup ——.
(n+1)° zer (n+1)°
p—TLI2 1

Ssu = = 2
wer M+ 13 (nt1)

; = 0, ce qui montre que la suite de fonctions ( f,, )nen converge

!
Soit la série de fonction Z fn dont le terme général est donné par :

n>0

1. Etudier la natur

Solution :
Ftuhom lasérie > || full, s

n>0

achant que,

e de la série de fonctions Y f, sur R.

e—na"?
7 3 Copu—
fnl2) (n+1)3
n>0
an“ist_g‘fn( ) h

1 du tableau des variations, il est clair

Solution :

(a) Les fonctions f, sont de Classe C*(R).

»

S




(b) Lasérie converge simplement, alors la fonction somme est bien définie. (il existe au moins zo € R

tel que la série numérique 3 fn(2o) est convergente)
n>0

(¢) Suivantl'indication, considerons un intervalle du type [~a,a] C R (a > 0) quelconque. Soitn € N
etz € [~a,a].Ona

—9nze """ 2 2n|m}e~”m2 < _2na
(n+1)3 = (T‘i +1)F T (n+1)3

|[fal@)] =

2na
La série D ———
7§O (71 + 1)3

Ainsi, la série ) f/ converge normalement (donc uniformément) sur [—a, a).

est convergente par comparaison a une série de Riemann convergente.

n>0
De (a), (b) et (c) on conclut que la somme S est de classe C'!([—a, a]), et par suite S est de classe
Cl(R).
4. En déduire I'expression de S’ (z).
i ¢
{1: llf,\ :) \;/ ‘ 5 o na?
7 A y — e
=~ Si@) = = ———
/:}?,/\_‘ ( ) Zj7z,( ) Z (n i 1)3
n>0 n>0
Exercice 3 :(06pts) O3ty
Déterminer le rayon de convergence R et la'sommé de la série entidre suivante :
o ﬁ-pi

TLET
z, (n+1)

=i L (SR, 7: +00) et en déduire le domaine de conver-
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