Interpolation polynomiale

Polynome de Lagrange

Définition : Polynémes de Lagrange
Pour les points zg, zy, ..., 2, donnés et distincts, les n polynomes de Lagrange de degré n sont
définis par
(@ ~20)(z — 1) (2 = it (o = 2iga) - (= 22) E-z)
Iie) = (i = 2o)(zi— 21)- - (& —zio) @ — 7o) - (2 - 20) Il (i — ;)" (83)
0<j<n '
i#i
pouri=0,1,...,net 2 € R.
La fonction L; est un polynéme de degré n tel que
1 sii=j
Li(z;) = C e
() 0 sii#j.
Le polyndme de Lagrange L; est donc le polynéme d’interpolation associé aux points
{Xo, . . ., X}, qui vaut 1 en xi et O ailleurs. Le polynéme P d’interpolation de Lagrange aux

points (x, y)) pouri=0,...,n est alors donné par :

p(z) = Zy,L,(m)
i=0

Base de Newton - Différences divisées

Définition : Base de Newton

On appelle base de Newton relative 4 {Z0,...,2n}, la base formée des n+ 1 polynémes

L, (z-m), (z-zp)z-21), ... , (z—z)(z—21)... (2 —2p_y).

Tout polynéme p € P, peut s'écrire sous la forme

' n-1
p(z) = ag+ay(z - 2) +ap(z ~ zo)(z — 21) + - + 0 H(m — ),
‘ i=0
Le polynéme d’interpolation p de degré < n de f en zg, ..., x, s'écrit
n—1
pl) = £(z0) + flav,21)(e ~20) +--+ flzo,... 2] [[ (2 - 23,

i=0




Notation et Définition. Différences divisées ;
Soient {zi}x>0 des points deux & deux distincts. Les différences divisées de la fonction f sont
définies par récurrence de la facon suivante.
Différence divisée d’ordre 0 :  flzd = flzi) = wi

fla) = flxy) _ m—y Py

Différence divisée d’ordre 1 : ry, 2] = R
'ﬁ. f[ i j] Xy —Tj Ty — By

flze, - miak—1] = FlBirt - - T (3.6)
T — Pitk

Différence divisée d’ordre k # 0 :  flz1,..., T4k =

Proposition 1:
4k
i)On a, pour k > 1, Flzes - 2rek] =Z f(zy) '
= ]I @-=

lgigsi+k
J#i

i) Les valeurs des différences divisées ne dépendent pas de I'ordre des points.

Calcul des différences divisées

Les différences divisées d’ordre k sont calculées a partir des différences divisées
d’ordre k - 1 par la relation de récurrence (3.6) (et non pas en utilisant la Proposition 1).
On construit ainsi e tableau suivant :

zg | yo =] f(zo0)
N
| yi=flx1) | — | flzo,z1]
N N
o | v2=f(z2) | = flzi,ze] — | flwe, 21,29
N N N
xa | ya=f(xs) |— - flza,va] —~  flzn,r,23) -
N : N N
Zo | Un=F(2s) > flZn-1.22] — fltn-o®n1.20] ... e coo = | flzos. .20

Les coefficients de p dans la base de Newton sont lus en haut sur la diagonale. Si on
ajoute un point supplémentaire (X..;, Yns1) il faut effectuer n+1 calculs en plus pour obtenir

fXo, -+ 5 Xy Xnaa)-
Exemple : déterminer les coefficients dans la base de Newton du polynéme d'interpolation de degré
3 tel que p(-2) =-31, p(0) = -1, p(1) =-1 et p(4) = 83.
ag

| WS @ On obtient ainsi
- s a2 . :

2 -1 S @ | plz)=-31415(z +2) -5z + 2z + 2z +z(z-1)

A .

-1 0 [-5] /
83 28 7 [2]

Une fois les coefficients du polyndme obtenus, il faut évaluer la valeur de ce polyn6me en une valeur
x donnée. On utilise pour cela ie schéma de Horner.

Evaluation du polyndome - Schéma d’Horner

Dans la base de Newton, ona P(x) = co#Ci(X—Xo)+* * “+Cpn(X~Xo) - « « (X=Xp-1).
ou les c¢i=f[xo,X1,..xJ , i=0,1,...,n




- Calculer P(x) pour une valeur x donnée

Si on calcule par différences divisées les coefficients ¢; de P dans la base de Newton
et qu'on évalue ensuite le polyndme en x, le nombre d'opérations effectuées est alors le
suivant : :

Evaluation des coefficients :
1**® colonne : 2n soustractions + n divisions = 3n opérations.

2*™ colonne : 3(n - 1) opérations.

n®™ colonne : 3 opérations.

Le colt total pour calculer les coefficients dans la base de Newton par différence
divisées est donc de :

3(ﬂ+(n—1)+...1)=3_"§("1_+12 3n?

5 N opérations pour n grand.

Evaluation du polyn6me par un schéma de Horner :

Pour évaluer le polynéme P en un point x donné, on écrit 'expression de P dans la base de
Newton sous la forme suivante (schéma de Horner) :

Po(x) = ¢co + (x — xq)(c1 + (x — x2)c1 + (x — x3) (... ....)))

On effectue ainsi 2n additions et n multiplications, soit un co(t de 3n opérations pour le
schéma de Horner.

L'algorithme d’évaluation d’un polynéme d’interpolation par la forme de Newton
Input {x1,...,Zn41.d1,...,dn41}
Input »
P dn+1
fori=nn-1,...,1
p*——‘p#(m—:ri) + d;
Output {z, p}

Les différences divisées peuvent aussi étre utilisées dans la formule du schéma
de Horner (ici pour n = 4) :

P(z) =di1 +(z — z1){d1,a + (x — x2)[d1,a + (z — 23)(d1,4)]}-

Erreur d’interpolation.

Théoréme 8 : Erreur d’interpolation

* Soit f une fonction (n+1) fois dérivable et soit p son polynéme d’interpolation de degré n associés
aux points xy, ..., &, distincts. Alors pour tout z € R, il existe un réel 6, €] min(z, z;), max (z, z;)[
tel que

flz) —plz) = (—n—:'_l—l—)!nnﬂ(x) fo6),  awe  Mappa(e) =[] -2).

i=0




Probléme de convergence de I'interpolation

Lerreur d’interpolation dépend essentiellement de deux termes ; d'une part de la
fonction n+1 qui ne dépend que de la répartition des points x; et non de f et d’autre part de
la dérivée (n+1)*™ de f qui au contraire ne dépend pas des x. On se place désormais sur un
intervalle sur un intervalle [a, b] avec a = X, < X; < - < xn = b. On peut alors estimer la
fonction IIn+1 pour des abscisses xi quelconques.

Lemme 2 : Pour des points xg, - - - , 2, quelconques, on a l'estimation

max |[[L1(z)] < h™inl ot h = max;h; avec hy = |21 — 4.
z€(ab]

Pour une fonction f qui est n + 1 fois dérivable, on considére son polyndme d’interpolation P aux
points {x0, ..., xn}

max |f(z) — p(z’

1 _
- (n+1) (] .
z€[a,b] = (n+ 1)} dre[ab] f ('T)l

ax [In41(x)| max

z<|a,b]

Compte tenu du Lemme 2, on obtient alors I'estimation d’erreur suivante :
n+1
f(n+1) (z)|.

3
2eulf @)~ < 5oy D zelad

Points d’interpolation équidistants
On considére une subdivision réguliére de I'intervalle [a, b] en {n+ 1) points (n21):

Zo=a, z=ath zp=a+2h ... , za=atnh avech=b;a
D  cas, — 0 4 |
ans ce cas, on a D (n+1)( . ) q " — 400

Compte tenu de lestimation d’erreur, on serait donc tenté de penser que l'erreur
entre f et son polyndme d’interpolation P tend vers 0 quand n - +eo. Mais attention car la
(n+1)®™ dérivée de f dépend de n et en fait peut croitre trés rapidement avec n. En
général, P ne converge pas vers f lorsque n tend vers +oo. L'exemple suivant illustre une
telle situation de non-convergence.

Phénomeéne de Runge
On consideére la fonction f(x) = 1+1x2 intervalle [-5, 5].

On note P, le polyndme d’interpolation de f aux n+l points équidistants dans l'intervalle
[-5, 5]. On observe alors (Fig.1) quand n augmente, des probiémes d’oscillations aux

extrémités de lintervaile. En fait |f (")(5”. devient rapidement grand avec n. On montre
que pour

|r| > 3.83... on a |f(x) — p(z)| — +oc quand n — +oo.
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Fig. 1 - Phénomeéne de Runge : Interpolation polynomiale avec points équidistants.




Abscisses de Tchebichev

En général, il n'y a pas de convergence du polyndme d’interpolation lorsqu’on
choisit les points d’interpolation répartis de fagon uniforme dans un intervalle
fermé borné. Mais existe-t-il une répartition (évidemment non uniforme) des
points d’interpolation pour lesquels il y convergence ? Une réponse est fournie par
les abscisses de Tchebychev.

Abscisses de Tchebichev

Le prob}éme est le suivant : étant donnés l'intervalle [-1,1] et un entier n € N, trouver n+ 1 points

{zo, 21, ..., s} distincts qui minimisent ||[,44 |, = n[xa.lxl] |Tnp1(2)] .

L’existence de ces poinis est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 4 : Abscisses de Tehebichev ,
1) La fonetion T, 44(2) = cos ((n + 1) arccos(z)) définie pour 2 € [—1,1] est un polynéme de degré
n+1 en r, appelé polyndme de Tchebichev. Ce polynome admet exactement n+ 1 racines distinctes
dans [~1, 1], appelées abscisses de Tchebichev.

2) Les (n+ 1) racines du polynome de Tchebichev T;, 1 minimisent la quantité |||,

On montre facilement par récurrence que les T, vérifient

TO(I) = 1, TI (:1') =2,
Toat1(z) = 22T (2) — Th-a{2).

Ces relations permettent d’établir que T,.; est bien un polynéme de degre n+1. Cherchons a
présent les racines de ce polynome.
Les racines de Tp. (x) sont données par :
241
Iy = COS -(—l—_—'—i avec i=0,...,n
2(n +1)
Abscisses de Tchebychev sur un intervalle [a, b} :

@)  (b-a)
2 2
ou les x; sont les abscisses de Tchebychev données sur 'intervalle [-1, 1].
La fig.2 suivante  montre ce que donnent les abscisses de Tchebychev avec
I'exemple du phénomene de Runge.
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Fig. 2 — Interpolation avec les abscisses de Tchebychev.




Algorithme de Horner d’évaluation d’un polyndme P=ag+a X+...+apX"
function Pn=Horner(a,x,t)
entrée : a : le vecteur ligne des coefficients du polynome p
t : point ou on veut évaluer le polynéme P
sortie : P, : valeur du polyndme au point t : P,=P(t)

P¢a,

Pour k=n-1a0
P&t*P+ay

end

Algorithme de Horner d’évaluation du polynéme d’interpolation de Newton
P=c(1) + c(2)*(t-x(1)) + c(3)*(t-x(1}) *(t-x(2)} + ... + c{n)*(t-x(1))*...*(t-x(n-1}))
function Pn=Horner2(c,x,t)
entrée c:[co,..Cn] le vecteur ligne des différences divisées
X : vecteur [x
t: point ol on veut évaluer le polynéme P
sortie P, : valeur du polyndme au point t : P,=P(t)

P&d,

Pour k=n-1a0
P&P*(x-t;)+d;

end

function [p]=horner(c,x,t)

% Evaluation du polynome en un pointt:
% P(t)=c(1) + c(2)*(t-x(1)) + c(3)*(t-x(1))*(t-x(2)) + ... + c(n)*(t-x(1))*...*(t-x(n-1))
% par l'algorithme de horner

n=length(c)
p=c(n)
| for k=n-1:-1:1
p=c(k)+(t-x(k))*p
end

function [pl=horner2(c,x,t)

% Evaluation du polynome aux points t=[tg,t;,...t]
% P(t)=c(1) + c(2)*(t-x(1)) + c(3)*(t-x(1))*(t-x(2)) + ...par I'algorithme de Horner
% t est un vecteur d'instants (ou une matrice)
n=length(x);
p=c(n)*ones(size(t));
for k=n-1:-1:1
p= p.*(t-x(k)*ones(size(k)))+c(k)*ones(size(k));
end

BestSloes




