Chapitre |

Rappels mathématiques

3. Les vecteurs

a. Définitions

Un vecteur OA est un segment de droite orienté. |l est caractérisé par :

Une direction : celle de la droite (A) qui le porte ;
Un sens : celui qui se dirige de O vers A ; (4)

Un point d’application : son origine au point O ; ___,—’-—"'T:-.L/

Une extrémité : sa fin au point A ; o
Un module : la longueur du segment [OA]. Soit @\(X, Y, Z) , donc le module de

OA est Hﬁ”zw/xz +y?+2°

Un vecteur libre est un vecteur qui se déplace librement dans I'espace en gardant la
direction, le sens et son module.

Un vecteur unitaire est un vecteur qui a pour module I'unité, soit HOAqunité.

b. Coordonnées d’un vecteur

- — —

Soit une base orthonormée (O,i , J.K ) On construit le vecteur OA =V .

Soient :

—

=HjHz”k”zunitémodules des  vecteurs unitairesf, j etR,

-

perpendiculaires entre eux et portés respectivement sur les axes Ox, Oy et
Oz;
HOAH:”\/ H:r : longueur du segment [OA] ;

OA' :la projection de OA sur le plan (xOy) et le module de Hﬁ”zp ;

X1 est la projection de OA' sur I'axe Ox, YTest la projection de OA' sur
I'axe Oy et Z K estla projection de OA sur I'axe Oz ;

¢ est I'angle formé entre OA et I'axe Oz et 8 est I'angle formé entre OA' et
I’axe Ox.
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Le vecteur V' peut étre écrit sous forme d’'une somme vectorielle des trois (03) vecteurs.
Avec:X=pcosB=rsindcosB,Y=psinB=rsindsinBetZ=rcos .
Le vecteur V peut étre défini par les coordonnées cartésiennes (X, Y, Z) dont les vecteurs

unitaires sont 7, jetk .

c. Propriétés des vecteurs

- — —

Soit une base orthonormée (O,i ).k ) Les vecteurs \Z(Xl, Vi, 2,) et\/_; (X,,Y,,2,) ont les
propriétés suivantes :
o\Z(Xl,yl,zl):\Z(xz,yz,zz)si les vecteurs \71 et\Z ont le méme module, le
méme sens (lignes paralleles) et la méme direction.

® \71()(1’Y1121)+\Z(X2'yzazz):\Tz(Xz’y2’22)+\Z(X1'Yle):g(Xl"'Xza)ﬁ+yz’zl"'zz)
ou graphiquement.

o -V, (Xl’yl’zl)=vl (_ Xl’_y11_zl)

® V1 (X1! Yis Zl)_VZ (Xz’ y2,22)=D (Xl =X Y1 =Yy _Zz)

o AV, (X,Y,,7,)=V, (Ax,1Yy;, A7, )avecieR
d. Operations sur les vecteurs :

+»* Produit scalaire de deux vecteurs

Le produit scalaire de deux vecteurs V, (Xl, Yis Zl) etV, (Xz, Y,, 22) est un scalaire ayant les
propriétés suivantes :
e Notation 7{7{

v 0 5] ] ok )

e Expression analytique :

_—

V..V, :(xlf+ylj?+zlf).(x2f+y2 J7+z2 E):xlx2 +y,Y,+2,2,

Donc, selon le signe de I'angle (6) formé entre les deux vecteurs V, etV, , le produit

M ”\ZH : positif.

* i ezgzcosezo:\?vf:o : nul.

scalaire peut étre :
*si 0=0=cos0=1=V, V, =

*si 0=7z:>COSHz—1:>\71».\/—2»:—’\71’ ”\ZH : négatif.
Projection d’un vecteur sur un autre : soit P; la projection du vecteur B sur le vecteur A .
el =) P AE
Ona: A.B :HAH.HBH.COS A B) et puisque : cos|A,B J=—- donc: F’j =
g [A]

71
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+* Produit vectoriel de deux vecteurs

Le produit vectoriel de deux vecteurs Aet Best un vecteur C ayant les propriétés
suivantes :
e Notation: AAB =C ;
e Direction : perpendiculairement a A et B simultanément ;
« wocte : €| [[E sin(. ) ;
e Sens : déterminé par la régle de tire- bouchon ;
e Signification : représente la surface de parallélogramme construit sur la base des
vecteurs A etB .
Expression analytique :
R R A
AAB = X4 Yo zu| =1L
Xp YB ZB

Ya ZA|_+

X4 ZA| —’|xA YA|
YB Zp "Ixp  Zp

“IXp  Yp

= (Ya-2p — Yp-24)-1— (X4.2p — xp.24).] + (X4.¥p — xB-YA)-E

* Produit mixte de trois vecteurs
Le produit mixte de trois vecteurs\Z(Xl,yl,zl), \Z(Xz,yz,zz) et\Z(X3,y3,23) est un
scalaire défini par :

VAR VAPAVA) & YA VAL VY RS VAVONVA L VAT

Le produit mixte peut étre exprimé aussi sous forme d’un déterminant :

X Y1 4
2 -6/2 NA ): Xo Yo Z|=XYols3+X3Y1Z, +X5Y321 —X3Y2) =X Y123 =X Y32,
X3 Y3 Z3

Signification : la valeur ’Vl .(\/2 AV, Jreprésente le volume du parallélépipéde construit sur

la base des vecteursV, ,V, et 'V,
e. Opérateurs vectoriels

L'opérateur différentiel V (Nabla) est une grandeur vectorielle qui indigue comment une

grandeur physique varie en fonction de ses différents parameétres. V =&i +—j+—Kk

oy oz
+» Gradient d’une fonction
Soit une fonction a trois (03) variables F (X, Y, Z). Le gradient de la fonction F est défini par :

grad F=V .F= ﬁf+£T+QE ,F:ﬁﬁi}rﬁf
ox oy o x oy &

Le gradient d’une fonction est un vecteur.
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Le gradient caractérise une variation, orientée dans I'espace, d'une grandeur physique. Cette
fonction peut représenter, par exemple, la température a chaque point dans une piece. La
valeur de T dépend de la position du point. On cherche maintenant un vecteur qui pointe
vers l'augmentation maximale de T dans la piéce a partir de la source de la propagation de la
température.

+¢ Divergence d’un vecteur

Soit  un vecteur\T(Ax,Ay,Az). la divergence de V est définie par:

0

KA oA, OA, BA
divv =V .V =| O || A [= P D, A

oy X oy oz

o | (A

o

La divergence d’un vecteur est un scalaire.

La divergence d'un champ vectoriel peut étre interprétée comme suit : soit un comme
champ vectoriel la vitesse d'un gaz réel (compressible), la divergence de ce champ peut étre
interprétée comme une mesure de l'accroissement de la matiére en un point donné. Ce
phénomeéne se traduit par le fait que toutes les vitesses sont localement dirigées vers ce
point. Lorsqu’un champ converge (les directions des vecteurs convergent), la divergence est
négative.

+* Rotationnel d’un vecteur

Soit  un vecteur\T(Ax,Ay,AZ). Le rotationnel de V est définie par :

i 7 Kk

otV =V AV S O iz[%ﬁ%}h(a&_aﬂﬂ(am_a/\‘jg
ox oy oz| \oy oz ox o1 X oy
AA A

Le rotationnel d’un vecteur est un vecteur.
Le rotationnel est un opérateur permettant de mesurer localement un tourbillonnement. On
I"'applique généralement a un vecteur.
+¢ Le Laplacien

Soit une fonction a trois (03) variables F (X, Y, Z). Le laplacien de la fonction F est défini par :
0°F 0°F O°F

2 + 2 + 2
OX oy 0z
Le laplacien d’une fonction est un scalaire.
Cas particulier :
* rot.grad F=VAVF=0
* div.rotV =V.(VAV) =0

AF =div.grad F=V*.F=
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