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Examen de Maths 1. Durée : 02 heures
Exercice n” 1. (05 pts)

1. Montrer par récurrence que

VYn € N, 4"+ 6n — 1 est divisible par 9.

2. Soit n € N. Montrer par |’absurde que
6n + 3
(n+2)2~
Exercice n’ 2. (07 pts)

1. On définit sur R? la relation binaire R, par :
V(a,b),(c,d) €R? (a,b)Ri(c,d)<=a<cetb<d

(a) Montrér que R; est une relation d’ordre.
(b) R, est-elle d’ordre total ?
2. On définit sur R* la relation binaire R par :

1
Vx,SJER*, $R2y<:$$2+zv—2—:y2+§_

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(b) Donner la classe d’équivalence de 1. Indication : z* — 22° +1 = (z% — 1)~
Exercicen’ 3. (08 pts)
1. Considérons I’application f définie par :

f: R — R
r — fl@)=2+22-3

(a) Calculer f~*({—6}) et f71({0}).

(b) Etudier I’injectivité, la surjectivité et la bijectivité de 3

(c) Donner des intervalles I et J tels que f : I — J soit bijective. Déterminer
Iapplication réciproque f~'.

2. Soient a, b, ¢, et d des nombres réels non nuls. Considérons ’application g définie par :

Déterminer la condition sur a, b, ¢, et d pour que g soit injective.

Bon courage
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1. Montrons par récurrence que
Vn € N, 4" 4 6n — 1 est divisible par 9.

Il s’agit de montrer que
VneN,FJkeN:4" +6n—1=9k.

Pourn =0,0ona
£ 46x0-1=0=9x0,

Donc
Jk=0eN:4°4+6x0—-1=0k.

On suppose que
dkeN:4"+6n-1=9

et montrons que (
I eN:4" £ 6(n+1)—1=09k. O'

Ona

414 6n+1) -1 = 44" 4+6n+5
4(9k —6n+1) +6n+5 (ona utilisé I’ se de récurrence )
36k —18n+9

o(4k — 2n +1) 43/
= Ok aveck/=(dk—-2n+1). : J

Finalement, Vn € N, 4™ 4 6n — 1 est divisible par 9.
2. Soitn € N. Montrons par 1’absurde que

6n+3
(n+2)?

On suppose que -
6n+3 i
(n+2)2° 7

Ona
oE>1 = (n+2?<6n+3
= n+4n+4<6n+3
n?-2n+1<0
(n—1)%2 <0 contradiction .

<1

==

=

Finalement, 5 N
o e IS

(n+2)2 —
Exercice n° 2.

1. On définit sur R? la relation binaire R; par :
VY (a,bd),(c,d) € R?, (a,b)Ri(c,d) =>a<cet b<d.
(a) Montrons que R; est une relation d’ordre

i. Réflexivité de R; : Soit (a,b) € R%Z,onaa <a etb < b,

donc V(a,b) € R?, (a,b)Ri(a,b), d ol la réflexivité de R;.



ii. Antisymétrie de R; : Soient (a,b), (c,d) € R? tels que (a, b)R;(c, d) et (¢, d)R;1(a,b), on

(a,b)Ri(c,d) et (c,d)R1(a,bd) [a<cetb<dlet[c<aetd <
: [a

S<cetc<aletb<detd <} 1

—

=

= a=cetb=d
= (a,b) = (c,d).
D’ou I’antisymétrie de R;.

iii. Transitivité de R; : Soient (a,b), (c, d), (e, f) € R? tels que (a,b)R1(c, d) et
(c;d)Ra(e, f),ona

a<ecetb<sd ... (1)
(a,b)Ri(c,d) et (c,d)Ri(e, f) = et
egeatd <t L (2)

De (1) et (2), on obtient /,
a<eetb<f,

c’est a dire que (a, b)Ri(e, f).

D’ol la transitivité de R;.
De i), ii) et iii), on a R est une relation d’ordre. ‘
(b) L’ordre R; n’est pas total (il est partiel) : En effet, les deux couples (1, 10) et (2, 9) ne sont pas

comparables. On a
10 £9 = (1, 10)74(2,9) 1

24 1= 2,9 10).

2. On définit sur R* la relation binaire R par :

et

* 1 1
Vz,y € R*, wR2y<=>z2+F=y2+F.
(a) Montrons que R est une relation d’équivalence.
1. Réflexivité de Rz : Soitz € R*. Ona

2+ Z=02+5%
= TRoT.

Donc Vz € R*', TRoz. D’ol la réflexivité de Rs.
ii. Symétrie de R2 : Soient z,y € R* : zR2y. Ona

TRy = a:2+;15=y2+§15
= Y+ap=ct+y
= yYRoz.

Donc

Vz,y € R*, 2Ry = yRaz.
D’ot la symétrie de R;.
iii. Transitivité de Ro : Soient z,y, z € R* : zRoy et yR22.On a

TRay z2+£2=92+512
et = et
yRoz y:+ 51; = 22

1
+;2.

2 i
== T +—gx =2z +—2'z
E=50 l'RQZ.



Finalement,
Vz,y,z € R* : 2Ry et yRoz = zRy2.
D’ou la transitivité de R.
De i), ii) et iii), on a R est une relation d’équivalence.
(b) Laclasse d’équivalence de 1 :

I = {zeR*:zRy1}

ceR 22+ 5 =12+ 1}
fa:eR*:z4—2x2+l=O}
{:EER*:(.’L'2—1)2=0}
{_171}'

Exercice n’ 3.

1. Considérons I’application f définie par :

f: R — R
z — f(z)=2%>+2z-3.

(a) Calculons f~1({—6}) et f~1({0}).
{6}

{zeR/ j(z) € {-6}}

{z €R/ f(z) = -6}

¢ €R/ 2%+ 2z - 3= —6}
EwGR/x2+2x+3=0}
0.

{z eR/ f(z) € {0}

{z €R/ f(z) = 0} A
{a:e]R/:l:2+2a:—3=O} ‘
= {—3’ 1}

(b) Etudions I’injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f. 0 q/(
i. Injectivité de f : D’aprés la question précédente, on a f (—3) = 0 = £ (1) mais —3 # 1. (
Donc f n’est pas injective.
ii. Surjectivité de f : f n’est pas surjective car y = —6 (par exemple) n’a pas d’antécédent 0‘ :‘/(
(d’apres la question précédente).

iii. Bijectivité de f : f n’est pas bijective car elle n’est pas injective (ou bien car elle n’est pas 0
surjective). L

f7{oh)

réciproque 1.
Il est facile de vérifier que f :| +- 0o, <T] — [—4, +00] est une bijection et que

' [F44osf — [-00,-1]
y — 1y =-1-va+y.

Remarque : On peut aussi considérer la bijection f : [—1, +00[— [~4, 400] et dans ce
cas

(c) Donnons des intervalles I et J tels que f : I — J soit bijective et déterminons l’applicaé)/-n-D

fl: [~4,400] — [-1,400]
y — [y =-1+ViFy.
2. Soient a, b, c, et d des nombres réels non nuls. Considérons ’application g définie par :
g: R—{=¢} — R

ax+b
T — g(z) =

Ccx+d

Déterminons la condition sur a, b, c, et d pour que g soit injective.




Soient ,y € R — {%1} :g(z) = g(y)

b
gl@) =gly) => ooth=aut

= (az+b)(cy+d)=(cz+d)(ay+Db)
= azcy + adx + bey + bd = aycr + ady + bex + bd
= (ad—-bc)(z—y)=0
= z=y siad—bc#0.

Donc la condition pour que g soit injective est

ad — bc # 0.

Remarque : On peut aussi utiliser la dérivée. En effet, on a

ad — be

Yz € R - {_—Cd}, g’((L‘) = (—cm

Si ad — bc = 0, on a ¢’(z) = 0 et par suite g(z) = cste. Donc g n’est pas injective.
Si ad — bc # 0, on a g est strictement monotone, donc elle est injective.



